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HELSINGIN YLIOPISTO

1. Noppaa heitetdin 6 kertaa.
(a) Olkoon X saatujen parillisten ja Y parittomien tulosten lukumédrd. Ilmoita kummankin
satunnaismuuttujan jakauma (jakauman nimi ja parametrit) sekéd odotusarvo.
(b) Laske P(X=2,Y=4).
(c) Miki on todennikdoisyys, ettd kukin mahdollinen tulos 1,. .., 6 saadaan kerran?

Ratkaisu. (a) Molemmat satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat binomijakaumaa paramet-
rein 6 ja % eli X, Y ~ Bin(6, %). Satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvo on titen
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(b) Satunnaisvektori (X, Y) noudattaa multinomijakaumaa Mult(6, (%, %)), joten
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(c) Olkoon satunnaismuuttuja N; silmédluvun i € {1, 2, ..., 6} lukumiird 6-kertaisessa toisto-
kokeessa. Télloin (Ny, N,, ..., Ng) ~ mult(6, (py, p2,...,Ps), MiSSA p; = P = ... = pg =

%. Kysytty todennikoisyys saadaan suoraan multinimomijakauman médritelmésta
SLLLLLD)=PWN, =1,N;=1,..Ng = 1)
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Tapa 2. Merkitddn kysytty tapahtuma
A = ’kukin mahdollinen tulos 1, ..., 6 saadaan kerran’.

Tilloin tuloperiaatteen nojalla

#A  6-5-4-3-2-1 6!
PA) = — = = — = 0,015
@ #Q 6-6-6-6-6-6 6°
Hvuomavurus. Satunnaismuuttujat X ja Y eivdt ole riippumattomia, ainoastaan heitot ovat.

2. Olkoon X:lI4 jatkuva jakauma tiheysfunktiolla
cx?, kun-1<x<1,
fx) = {0
R muuten.

(a) Ratkaise vakion ¢ arvo.
(b) Laske EX.
(c) Laske var X.

Ratkaisu. (a) Jotta f on tiheysfunktio, sen on oltava ei-negatiivinen ja sen integraalin on
oltava yksi (Lause 2.9). Ei-negatiivisuus toteutuu kun ¢ > 0. Integraaliehto toteutuu jos

ja vain jos
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eli tasmailleen silloin kun ¢ = %
(b) Maiiritelmén 4.2 mukaisesti

EX—fw f(x)d —f E2d —fl§3d _31 (I*-(-DH =0
—_Ooxxx— _lxzxx— _lzxx—24 = 0.

Tamin voi myos pédtelld tiheysfunktion symmetrisyydesti origon suhteen, mutta se on
tehtdva tdsméllisesti.
(c) Koska EX = 0, niin médritelmén 4.4 ja lauseen 4.5 mukaisesti

00 1
varX = E[(X — EX)*] = E[X*] = f X f(x)dx = f % 4y = % . é 1= (=1)%) = %

—00 1
3. Bussit 1 ja 2 ohittavat tietyn pysékin toisistaan riippumatta ajanhetkilld X; ja X5, jotka ovat
kumpikin tasajakautuneet vililld (0, 4), yksikkonid minuutti. Herra K voi matkustaa yhtd hyvin

kummalla tahansa bussilla.
(a) Herra K saapuu pysikille hetkelld 2. Mikd on todennikoisyys, ettd hin ehtii bussiin (ts.

ainakaan molemmat bussit eivit ole vield menneet)?
(b) Milloin herra K:n tulisi saapua pysékille, jotta hin ehtii bussiin todennékdisyydelld 0.9?7

Ratkaisu. (a) Olkoon herra K:n saapumishetki # € [0, 4]. Télloin herra K ehtii bussiin tés-
maélleen silloin, kun bussi 1 ohittaa pysikin hetkelld X, € (z, 4] tai bussi 2 ohittaa pysikin
hetkelld X, € (¢,4] (tai molemmat). Témin tapahtuman todennikdisyys on satunnais-
muuttujien riippumattomuuksien ja sama jakautuneisuuden nojalla

p() = P(’K ehtii bussiin’)
= P({Xl € (t, 4]} U {X2 € (ta 4]})
=1-PX, <1,X,<1)
=1-PX; <H)P(X, <1
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(b) Ratkaistaan kysytty aika ¢ yhtidlosta:
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Negatiivinen arvo hylitiin, joten herra K tulisi saapua pysikille hetkelld

t:zm

= ~ 1,26 (minuuttia).

4. Satunnaismuuttujat X ja ¥ noudattavat kumpikin riippumattomasti tasajakaumaa vélilld (-1, 1).
(a) Laske g(EX) ja Eg(X), kun g(x) = x2.



(b) Laske var(X +Y) ja var(X - Y).
(c) Laske cov(X, X+Y).

Ratkaisu. (a) Tasajakauman odotusarvon kaavasta saadaan suoraan EX = (1 — 1)/2 = 0,
joten
g(EX) = g(0) = 0° = 0.
Toisaalta muunnoksen odotusarvo saadaan lauseen 4.5 mukaisesti integraalina
o0 1
Eg(X) = E[X*] = f ¥’ f(x)dx = f ledx LD (1P - (-1)P°) = 1.
oo a2 2 3 3

Vaihtoehtoisesti olisi voitu kiiyttid tunnettua tasajakauman varianssia (b — a)?/12 = [1 —
(-DJ?/12 =2%/12 =4/12 = 1/3. Koska tissid EX = 0, niin E[X?] = var X.

(b) A-kohdassa jo todettiin, ettd var X = 1/3. Koska ¥ on samoin jakautunut, niin myos
var Y = 1/3. Riippumattomuuden ja varianssin lineaarisuuden nojalla

var(X+Y)=varX+varY =1/3+1/3=2/3.
Toisaalta myos
var(X = Y) =varX + var(-Y) =1/3+1/3 =2/3.
(c¢) Kovarianssin bilineaarisuuden (Lause 4.8) mukaan
cov(X, X+Y) =cov(X,X) + cov(X,Y) = var(X) + 0 = 1/3.

Termin cov(X, Y) hdvidiminen johtuu X:n ja Y:n riippumattomuudesta. C-kohdan voi las-
kea my0s (hiukan pidemmin) suoraan kovarianssin médritelmésti odotusarvojen avulla.



