3 Yhteisjakauma

m Kappaleessa 2 tarkastelimme aina yhta satunnaismuuttujaa
kerrallaan.

m Tassd kappaleessa ndemme, miten aikaisemmat kasitteet
yleistyvat siihen tilanteeseen, jossa samalla perusjoukolla on
maariteltynd useampi kuin yksi satunnaismuuttuja.

m Yksi paatavoitteista on maaritelld, milloin satunnaismuuttujat
ovat riippumattomia.

m Syvenidmme moniulotteisten jakaumien kasittelya
myShemmissa luvuissa.



3.1 Kaksiulotteinen satunnaisvektori ja sen jakauma

Maaritelmé (Kaksiulotteinen satunnaisvektori)

Olkoot X ja Y samalla perusjoukolla 2 maariteltyja
satunnaismuuttujia, X : Q — R ja Y : Q — R. Talléin (X, Y) on
kaksiulotteinen satunnaisvektori (lyh. sv) (engl. two-dimensional
random vector; bivariate random vector).

Kaksiulotteinen sv (X, Y') on siis kuvaus (funktio)
(X,Y): Q= R2 siten, etta (X, Y)(w) = (X(w), Y(w)).

Satunnaisvektorista (X, Y) kdytetddn myds nimitystd
kaksiulotteinen satunnaismuuttuja (engl. two-dimensional random
variable) tai satunnaismuuttujapari.



Satunnaisvektorin jakauma, eli yhteisjakauma

Maaritelma (Satunnaisvektorin jakauma, yhteisjakauma)

Satunnaisvektorin (X, Y) jakauma eli satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakauma (engl. joint distribution) on R?:n osajoukoilla A
maaritelty funktio

P((X,Y) e A)=PH{w e Q: (X(w), Y(w)) € A}).



Merkintasopimus: pilkku tarkoittaa leikkausta

m Kun lasketaan tapahtumien leikkauksen todenndkaisyytta, niin
tapahtumien viliin voidaan symbolin N sijasta merkita pilkku,
seuraavaan tapaan

P(X €AY e€B)=P{XecAXEecB}) =P{X e An{Y € B}).

m Tadssd yhteydessd voidaan kayttda jaksossa 2.1 esiteltyja
merkintoja.
m Erityisesti merkintd P(X < x, Y < y) tarkoittaa seuraavaa

PX<x,Y<y)=P{HX<xjaY<y}).



Satunnaisvektorin kf, eli yhteiskertymafunktio

Maaritelma (Satunnaisvektorin kertymafunktio,
yhteiskertyméafunktio)

Satunnaisvektorin (X, Y) kertymafunktio eli satunnaismuuttujien
X ja Y yhteiskertymafunktio (lyh. ykf) (engl. joint (cumulative)
distribution function, joint cdf) on

FX’y(X,y)ZF(X,y)ZP(XSX,YSy), XayelR-



Merkintatapa

Kuten yksiulotteisessa tapauksessa, niin myos kaksi- ja
useampiulotteisessa tapauksessa kyseessa olevat
satunnaismuuttujat voidaan ilmoittaa kertyméafunktion (tai muun
jakauman esityksen) alaindekseill3, ellei asiayhteyden perusteella
muuten ole selvdd, minkd muuttujien yhteisjakauman esityksesta

on kyse.



Yhteisjakaumat ja ykf:t vastaavat toisiaan

m Yhteisjakauma maaraa ykf:n, silla
P(X <x, Y <y)=P((X,Y) € (—00,x] x (—00,y]).

m Mikali tunnetaan ykf, niin mittateoriaa kayttden on
mahdollista osoittaa, ettd ykf:n avulla voidaan laskea kaikkien
joukkojen A todennikdisyydet kaavassa

P((X,Y)€A), ACR?

eli yhteisjakauma maaraytyy yhteiskertymafunktiosta.

Lause

Yhteiskertymafunktio maaraa jakauman.




Esimerkki: osumistodennakoisyys suorakaiteelle

m Olkoot x; < x2 ja y1 < y». Lasketaan ykf:n F avulla
Pxi <X <x,y1 <Y <y)=P(X,Y) € (x1,x]x(y1, y2])-
m Nyt (piirrd kuva!)
{X<x, Y<pt={xa<X<xyn<Y<ytuC,
jossa joukot ovat erillisid, ja C = AU B, jossa
A={X<x,Y <y}, B={X<,Y<n}
m Niinpa
P(x1 < X <x2, y1 <Y < y») = F(x2,y2) — P(C)
= F(x2,y2) — (P(A) + P(B) — P(AN B))
= F(x2,y2) = F(x1,¥2) = Fx2, 1) + F(x1, 1)



Reunajakaumien kertymafunktiot

m Kun tarkastellaan kahta satunnaismuuttujaa X ja Y, niin
yksittdisen sm:n X (tai Y) (yksiulotteista) jakaumaa
kutsutaan sen reunajakaumaksi (engl. marginal distribution).

m N3iden jakaumien kertyméafunktiot eli X:n ja Y:n
reunakertymafunktiot (engl. marginal cdf's) saadaan
yhteiskertymafunktiosta Fx y raja-arvoina,

FX(X) = P(X SX, Y € IR) :yli_?goFX,Y(X?y) = nyy(X,OO),

ja vastaavasti

Fy(y) = Jim Fx,y(x,y) = Fx,y(c0,y).



Ykf:a tarvitaan harvoin kaytannon laskuissa

m Poikkeus: kopula (engl. copula). (Googlaa esim. the formula
that destroyed Wall Street)

m Ykf:n sijasta kaksiulotteisia jakaumia kasitelldan yleensa
niiden yhteispistetodennakdisyysfunktioiden tai
yhteistiheysfunktioiden avulla.

m Yhteisjakauma kuvaillaan usein kertolaskusdannon eli
ketjusdanndn avulla, mitad varten pitda ensin kuvailla yhden
muuttujan reunajakauma sekd toisen muuttujan ehdollinen
jakauma.

m Kdymme seuraavaksi ndma asiat lapi diskreetin
yhteisjakauman tapauksessa.

m Jatkuvan yhteisjakauman tapaus kasitelladn myohemmassa
luvussa.



3. 2 Diskreetti kaksiulotteinen jakauma

Maaritelma

Sv (X, Y) on diskreetti, eli satunnaismuuttujilla X ja Y on
diskreetti yhteisjakauma, jos sv:lla (X, Y) on enintddn numeroituva
arvojoukko, ts. on olemassa enintdan numeroituva joukko S C R?

siten, etta
P((X,Y)eS)=1.

Joukko S on satunnaisvektorin (X, Y') arvojoukko eli sen jakauman
kantaja. Sv:n (X, Y) pistetodennakaisyysfunktio eli
satunnaismuuttujien X ja Y yhteispistetodennikaisyysfunktio (lyh.
yptnf) (engl. joint probability (mass) function, joint pmf) on

f(x,y) =fx,y(x,y) = P(X =x,Y =y), x,y €R.



Yptnf:n ominaisuuksia

Yptnf:lld on analogiset ominaisuudet yksiulotteisen jakauman
ptnf:n kanssa.

Lause

Olkoon f ja S kuten maaritelmassa. Talloin
a) 0<f(x,y) <1 jaf(x,y)=0 kun(x,y) €5S.
b) f maarda yhteisjakauman kaavalla

P((X,Y)eB)= > f(xy).

(x.y)eB




Lisaa yptnf:n ominaisuuksia

m Seurauksena edellisestd, X:n ja Y:n
(reuna)pistetodennikéisyydet saadaan summaamalla
tarpeeton muuttuja pois yptnf:st3,

() =P(X=x)=P(X=x,Y€R)=> f(x,y), (1)
fr(y) =P(Y =y)=P(XeR, Y =y)=> f(xy). (2)

Nama tulokset sisaltyvat kokonaistodennakdisyyden kaavaan
(tai sen yleistykseen numeroituvasti darettomalle ositukselle).

m Lisdksi yptnf summautuu ykkoseksi, silla

1=P((X,Y)eS)= > f(xy).
(x,y)eSs



Yptnf maaraa diskreetin jakauman

Kuten yhdessad dimensiossa, myos kahdessa dimensiossa
pistetodennakdisyysfunktio maaraa jakauman.

Lause

Olkoon S C R? aarellinen tai numeroituvasti daretén joukko, ja
olkoon f : S — R ei-negatiivinen funktio siten, ett3

Z f(x,y)=1.

(x,y)€eS

Talloin se on erdiden diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y
yptnf.



Yhteisjakauma on diskreetti jos ja vain jos reunajakaumat

ovat diskreetteja

Lause

Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma on diskreetti silloin ja
vain silloin, kun reunajakaumat ovat diskreetteja.

m Johdimme edelld reunajakaumien ptnf:t.

m Myohemmin ndhdaan: jos reunajakaumat ovat jatkuvia, niin
yhteisjakauma ei valttamatta ole jatkuva.



Esimerkki: reunajakaumat eivat maaraa yhteisjakaumaa

Tarkastellaan diskreettid yhteisjakaumaa, jonka yptnf:n kantaja S
on

{0,1} x {0,1}

ja yptnf on f(x,y). Tallainen yptnf voidaan esittaa taulukon
muodossa seuraavasti,

x\y 0 1 >y
0 | f(0,0) £(0,1) | fx(0)
1 | f(1,0) f(1,1) ] fx(1)

> | fr(0)  fr(1)




Eskimerkki jatkuu 1

m Reunajakaumien ptnf:t ovat taulukon reunasummia ts.

A(x) =) flxy)=f(x,0)+ f(x,1), x=0,1,
y

fY(y):Zf(Xay):f(ovy)+f(17y)7 y=01

m Termi reunajakauma selittyy tallaisesta huomiosta.

m Nyt tietenkin

X ~ Bernoulli(fx(1)) ja Y ~ Bernoulli(fy(1)).



Esimerkki jatkuu 2

m Moni erilainen yhteisjakauma tuottaa samat reunajakaumat.

m Esim. reunajakaumat
X ~ Bernoulli(1/2) X ~ Bernoulli(1/2)

saadaan seuraavasta taulukosta milld tahansa arvolla
0<a< %

x\y| 0 IS

1
0 a 5—a

NI= N

1 %—a a

SE IR




3.3 Useampiulotteinen satunnaisvektori

m Avaruuden R" vektoria (x1,...,x,) merkitddn
X =(X1,...,%n)-

m Silloin, kun se esiintyy matriisien kanssa samassa lausekkeessa,
se ymmaretdan pystyvektoriksi eli n x 1-matriisiksi,

X1
X=(X1y...,Xn) =

Xn



n-ulotteinen satunnaisvektori

Maaritelma

Jos Xi,..., X, ovat samalla perusjoukolla Q maariteltyja
satunnaismuuttujia, niin X = (X1, ..., X,) on n-ulotteinen
satunnaisvektori (lyh. sv). Se on kuvaus Q — R” siten, ettd

X1 (w)

X(w) = (X1 (w), ..., Xn(w)) = :
Xn(w)



Yhteiskertymafunktio

Maaritelmé (Yhteiskertyméafunktio)
Satunnaismuuttujien X, ..., X, yhteiskertyméafunktio (ykf) eli
satunnaisvektorin X = (X1, ..., X,) kertymafunktio on

Fxi,.. (X1, -+ Xn) = Fx(x) = P(X1 < x1, ..., X < Xp),
jossa x = (x1,...,x,) € R".

m Satunnaisvektorin jakauma maaritelldan samoin kuin
aikaisemmin:

B+— P(X € B), B C R".
m Ykf m3araa jakauman myos dimensiossa n.

m Korkeissa dimensioissa ykf:a kdytetdan harvoin konkreettisissa
laskuissa, vaan se on ldhinn3 teoreettinen apuviline.



Yhteispistetodennakaoisyysfunktio

Jos kaikki satunnaisvektorin X komponentit X; ovat diskreetteja
sm:ia, niin sen ptnf eli sm:ien X; yhteispistetodennikdisyysfunktio

(yptnf) on

f(x) = P(X = x) = P(X1 = X1, ..., Xn = Xn). (3)



3.4 Satunnaismuuttujien rilppumattomuus

Maaritelma (Kahden sm:n riippumattomuus)

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos
P(XeAjaYeB)=P(XeA)P(Y € B), kaikilla A, B C R.

Tam3a voidaan merkitd X 1L Y.



Riippumattomuuden tulkinta

m Jos X L Y ja P(Y € B) > 0, niin mille tahansa A pétee

P(X €AY €B)
P(Y € B)
P(X € A)P(Y € B)

= RV CB) = P(X € A).

P(XeA|YeB)=

m Lasku voidaan tietenkin toistaa vaihtamalla X:n ja Y:n roolit.

m Jos X LY, niin tieto Y:n arvosta ei anna tietoa X:n
jakaumasta ja kddntden tieto X:n arvosta ei anna tietoa Y':n
jakaumasta.



Riippumattomien sm:ien ykf faktoroituu

Lause

Seuraavat seikat ovat yhtdpitavia,

(a) X 1Y

(b) Yhteiskertymafunktio faktoroituu reunakertymafunktioiden
tuloksi, eli

Fx v(x,y) = Fx(x) Fy(y) kaikilla x, y € R.



Riippumattomien diskreettien sm:ien yptnf faktoroituu

Lause

Jos X ja Y ovat diskreetteja satunnaismuuttujia, niin seuraavat
seikat ovat yhtapitavia,

(a) X LY
(b) Yhteispistetodennikaisyysfunktio faktoroituu
reunapistetodennakoisyysfunktioiden tuloksi, eli

fx,v(x,y) = fx(x) fy(y) kaikilla x, y.



Riippumattomien satunnaismuuttujien muunnokset ovat
riippumattomia

Lause

Jos X L Y, jag:R — R sekd h: R — R ovat funktioita, niin
myds g(X) L h(Y).

Todistus. Olkoot A, B C R mielivaltaisia. Talloin
{g(X) € A h(Y) e B} ={X c g }A),Y € h(B)}.
Koska X 1L Y, on
P(g(X) € A h(Y) e B)=P(X € g (A),Y € h"1(B))

= P(X € g Y(A) P(Y € h"}(B))
P(g(X) € A)P(h(Y) € B).



Usean sm:n riippumattomuus

Maaritelma

Satunnaismuuttujat Xi,..., X, ovat riippumattomia, jos

P(({Xi € Bi}) =] P(X; € B)),  kaikilla By,..., B, CR.
i=1 Sl

Tama voidaan merkitd Xy, ..., X, 1L



Esimerkki: binomijakauman synty toistetussa Bernoullin

kokeessa

m Olkoot Yi,...,Y, riippumattomia Bernoullin jakaumaa
noudattavia satunnaismuuttujia, joilla on yhteinen
onnistumistn 0 < p < 1.

m Kullakin Y;:lld on ptnf:na
fy)=p"(L=p)'7,  kuny=0,1.

m Jos Y; =1 niin onnistutaan toistossa /, ja muuten
epaonnistutaan toistossa /.

m Olkoon X onnistumisten lukumaara n toistossa, eli
n
X = Y1+---+Y,,:ZY,-.
i=1

m Mik3 on X:n jakauma?



X:n jakauman johto, 1/2

m Jos (y1,...,Yn) on jokin jono nollia ja ykkésia, niin
riippumattomuuden nojalla

P(Yi=yi,Yo=y2,...,Yn=yn) pr, — 1}’i

:p(lip) 57

jossa s = 7,y eli s on ykkdsten ja n — s on nollien
lukum3ara jonossa (yi,...,Yn)-



X:n jakauman johto, 2/2

m Satunnaismuuttuja X saa arvon 0 < x < n jos ja vain jos

satunnaismuuttujat Y1, ..., Y, saavat sellaiset arvot
Yiy---,Yn, €ttd jonossa (yi,...,yn) on x ykkosta (ja n — x
nollaa).

m Tallaisia jonoja on (Z) kappaletta, ja niistd kunkin tn on
px (1 _ p)nfx_
m Todenndkoisyyden additiivisuuden nojalla

fx(x) = P(X =x) = (Z) P (1—p)" %, kun x =0,1,...,n.

m Ts. X ~ Bin(n, p), eli X noudattaa binomijakaumaa
otoskokoparametrilla n ja onnistumistodennakéisyydella p.



Numeroituvasti darettoman monen satunnaismuuttujan

rilppumattomuus

Maaritelma

Satunnaismuuttujat X1, Xa, ... ovat riippumattomia, jos
satunnaismuuttujat Xi, ..., X, ovat riippumattomia kaikilla n > 2.

Tata kasitetta tarvitaan mydhemmin, kun puhutaan jonosta
riippumattomia satunnaismuuttujia.



3.5 Trinomijakauma ja multinomijakauma

m Trinomijakauma yleistda binomijakauman mutkattomasti
kaksiulotteiseksi diskreetiksi jakaumaksi.

m Multinomijakauma on trinomijakauman yleistys korkeampaan
ulottuvuuteen.



Trinomijakauma

m Olkoot p1, po > 0 todennikoisyyksia siten, ettd p; + po < 1.
Olkoon n > 1 positiivinen kokonaisluku.

m T3lldin

n n—x—y
)

“&YV=<Xyn_X_y>ﬁP§ﬂ—Pl—m)

x,y >0, x+y<n.

on trinomijakauman Trin(n, (p1, p2)) yptnf.

m Kaavassa esiintyva trinomikerroin (tai yleisemmin
multinomikerroin) on (ks. jakso 1.7)

n B n!
x,y,n—x—y) xlyl(n—x—y)!



Kuva trinomijakauman Trin(8, (0.3,0.4)) yptnf:sta

Ensimmaisessa tavassa funktio z = f(x, y) on esitetty
perspektiivikuvana. Toisessa tavassa kolmas dimensio esitetdan
piirtosymbolin koon avulla: funktion f(x, y) ar-

vo on verrannollinen pisteeseen (x, y) piirretyn ympyrén pinta-alaan.
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Miksi f(x,y) on ypntf

m Multinomikaavan perusteella
l=[pr+p2+(1—p1—p)]"

o X Yy 1_ _ n—x—y
Z(Xy’n_x y)P1P2( p1 — p2) )

jossa summa otetaan niiden kokonaislukuparien (x, y) yli,
joille x,y > 0jax+y <n.

m Lisdksi jokainen summan termeistd on positiivinen.



Trinomijakauman toistokoetulkinta

m Tarkastellaan koetta, jonka yhdessa toistossa saadaan
tasmalleen yksi tuloksista A, B tai C.

m Olkoon yhdess3 toistossa
pr=P(A), p2=P(B), ps=P(C)=1-p1—pa

m Toistetaan tatd koetta riippumattomasti n kertaa.



Toistokoetulkinta (jatkoa 1)

m Z; kertoo lopputuloksen toistossa numero i siten, etta

1 jos tulos on A,
Zi =42 jos tuloson B,

3 jos tulos on C.

m Talloin kaikilla

P(Zi = z) = pg, kun z =1,2,3.
m Ma3aritellaan, etta

m sm X on niiden i lkm, joilla Z; =1 (eli lopputuloksen A lkm) ja
m sm Y on niiden j Ikm, joilla Z; = 2 (eli lopputuloksen B [km).
m niitd /, joilla Z; = 3 (eli lopputuloksen C Ikm) on n— X — Y.



Toistokoetulkinta (jatkoa 2)

Jos (z1,22,...,2,) on arvoista 1, 2 tai 3 koostuva jono, niin

P(Zl :Zl,ZQ :ZQ,...,Z,, = Z,,) = Pz Pz - - - Pz,
n—x—y

= pi Py Py

m x on lopputuloksen A Ikm annetussa jonossa eli niiden i lkm,
joilla zi =1
m y on lopputuloksen B lkm eli niiden i lkm, joilla z; =2

m lopputuloksen C lkm eli niiden i lkm, joille z; = 3 on
n—x-—y.



Toistokoetulkinta (jatkoa 3)

m Kiinnitetdan kokonaisluvut x ja y siten, ettd x,y > 0 ja
x+y<n.

m Sellaisia jonoja (z1, z, . . ., z,) jotka koostuvat arvoista 1, 2
tai 3, joissa tulosta 1 on x kpl ja tulosta 2 on y kpl on

< >
)(,_y7 n X y

ilmaisema maara, silld kukin talldinen jono vastaa tdsmalleen

yhta tapaa osittaa n-alkionen joukko kolmeen osaan siten, etta
ensimmaiseen osaan tulee x kpl alkioita ja toiseen osaan y kpl
alkioita (jolloin kolmanteen osaan jaa n — x — y kpl alkioita).

m Jokaiselle téllaiselle jonolle

n—x—y

P(Zy =21, = z,..., 2, = 2p) = P} P} P3



Toistokoetulkinta (loppu)

m T3ll5 tavalla n3hdaian, ettd

n

P(X:X,Y:y): <Xy n—x—y

) pipyps
jossa p3 =1—p1 — p2.

m Toisin sanoen satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma on
trinomijakauma otoskokoparametrilla n ja
todenn&kaisyysparametreilla (p1, p2).



Reunajakaumat toistokoetulkinnan avulla

m Sm:n X reunajakauma on X ~ Bin(n, p1).

m Ajattele toistokoetta, jossa onnistutaan, kun saadaan
lopputulos A ja muuten epdonnistutaan.

m Vastaavasti, Y ~ Bin(n, py).



Multinomijakauma

m Olkoon (p1, ..., pn) todenndkaisyysvektori, eli kukin p; > 0, ja
pi+---+pn=1

m Multinomijakauman Mult(k, (p1, ..., pn)) ptnf on

k X X
f(xl,...,x,,):<x1 X)pll...Pn"a (4)

kun x; + - - + x, = k ja nolla muuten.

m Tassd multinomijakaumaa pidetdan n-ulotteisena jakauma,
mutta joissakin yhteyksissd on mielekkddampaa pitaa sita
(n — 1)-ulotteisena jakauma (jolloin
Xn=k—Xy—+— nfl)-

m Talld konventiolla binomijakauma ja trinomijakauma ovat
multinomijakauman erikoistapauksia.



Multinomijakauman toistokoetulkinta

m Multinomijakauma syntyy, kun tarkastellaan k-kertaista
toistokoetta, jossa kussakin toistossa toteutuu yksi n:sta
vaihtoehdosta, jossa toistot ovat toisistaan riippumattomia.

m Muuttujat xq, ..., x, ovat eri lopputulosten frekvenssit k:ssa
toistossa.
m Kaava (4) perustellaan samalla tavalla kuin trinomijakauman

tapauksessa; viimekadessa vedotaan jaksossa 1.7 esitettyyn
multinomikertoimien kombinatoriseen luonnehdintaan.



3.6 Satunnaisvektoreiden riippumattomuus

m Satunnaisvektoreille X ja Y maaritelldan riippumattomuus
taysin vastaavasti kuin satunnaismuuttujille.

m Samalla paittelylld kuin aikaisemmin,
XLY = g(X)LhY),

kun g ja h ovat mielivaltaisia vektoriargumentin reaaliarvoisia
funktioita.



Riippumattomista satunnaismuuttujista kootut

satunnaisvektorit ovat riippumattomia

m Jos satunnaismuuttujat
Xl,Xz,...,Xk; Yl,YQ,...,Ym

ovat riippumattomia, niin talldin niistd koostuvat
satunnaisvektorit X ja Y ovat riippumattomia, jossa

X=(Xt,....X), Y=(Y...,Ym).

m Perustelu: satunnaisvektoreiden ykf faktoroituu
reunasatunnaisvektoreiden kertymafunktioiden tuloksi, ts.

Fx,y(x,y) = Fx(x) Fy(y), kaikilla x, y,

koska se faktoroituu perdti komponenttisatunnaismuuttujien
kertymafunktioiden tuloksi.



