10 Moniulotteinen normaalijakauma

m Tassd luvussa tarkastellaan normaalijakauman moniulotteista
yleistysta eli moniulotteista (eli monimuuttujaista)
normaalijakaumaa (engl. multivariate normal distribution).

m Sitd kutsutaan myds multinormaalijakaumaksi.

m Tutustumme tdhan sovelluksissa usein esiintyvaan
moniulotteiseen jakaumaan.

m Ndemme kuinka moniulotteisia jakaumia kasitelldan vektori- ja
matriisimerkinnéilla.



10.1 Standardinormaalijakauma N,(0, I)

Maaritelma

Svilla U= (Uy,...,U,) on n-ulotteinen standardinormaalijakauma
eli normaalijakauma N,(0, 1) tasmaélleen silloin, kun sen
komponentit ovat riippumattomia N(0, 1)-jakaumaa noudattavia
satunnaismuuttujia.



Standardinormaalijakauman N,(0, 1) ominaisuuksia

m Satunnaisvektorin U ~ N,(0,1) tf on

n n
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m Sv:n U odotusarvovektori on n-dimensionen nollavektori, ja

sen kovarianssimatriisi on dimensiota n x n oleva
yksikkdmatriisi

EU=0,  CovU=1, (2)



Standardinormaalijakauman momenttiemafunktio

Satunnaisvektorin U ~ N, (0, 1) momenttieméafunktio on

My(t) = Eexp(t’U) = Hexth ]
= ﬁ E exp(t;U;) (U1,..., U, riippumattomia)
— He’t2 (Ui ~ N(0,1))
= exp(%t t).



Standardinormaalijakautuneen vektorin affiini muunnos

m Ma3aaritelladn sv X kaavalla

X=AU+pu, (3)
jossa A on m x n-vakiomatriisi, € R™ on vakiovektori, ja
U~ N,(0,1,).

m TallGin
EX=p, CovX=AI,AT =AAT. (4)

m Merkitddn X = CovX = AAT.
m Sv:n X momenttiem&funktio saadaan helpolla laskulla:

My (t) = Eexp(t”X) = Eexp(t” (AU + p)) = exp(t” ) My(ATt)
1 1
= exp(t’ p + EtTAATt) — exp(t’p + §tT2t)

(5)



Voidaanko edellista laskua kayttaa yleisen

multinormaalijakauman maaritelmana?

m Multinormaalijakauma voidaan maaritelld edellisen laskun
avulla, mik3li mielivaltainen kovarianssimatriisi X ensin
osataan esittai tulona AAT.

m Erds (eikd suinkaan ainoa) mahdollisuus on ns. Choleskyn
hajotelma (engl. Cholesky decomposition).

m Choleskyn hajotelmassa mielivaltainen symmetrinen ja
positiivisesti semidefiniitti matriisi X esitetddn tulona

¥ =LLT, (6)

jossa L on alakolmiomatriisi. (Alakolmiomatriisi on
neliomatriisi, jonka kaikki yldkolmion alkiot ovat noIIia.)

m Choleskyn hajotelma on saatavilla matriisilaskennan
ohjelmakirjastoissa (ja tyypillisesti ohjelmat palauttavat
jalkimmaisen tekijan eli ylikolmiomatriisin LT).



10.2 Yleinen multinormaalijakauma

Maaritelma

Sv:lla X on multinormaalijakauma, jos silld on sama jakauma kuin
satunnaisvektorilla

AU + p (7)

jossa A on m x n-vakiomatriisi, & € R™ on vakiovektori, ja
U ~ N,(0,1,) jollakin n.

Maaritelmasta seka kaavoista (4) ja (5) seuraa, ettd
EX = p, > =CovX=AAT,

My (t) = exp(tT 1t + %tTEt)
Yksiulotteinen N(u,o?) on tisti erikoistapaus, silla

X ~N(p,o?) = X=p+oU, U~ N(@01)).



Lause

m Maiiritelmists 2 seuraa, ettd EX = p ja CovX = AAT. Svin
X jakauma riippuu vain sen odotusarvovektorista ja
kovarianssimatriisista, ei esitysdimensiosta n eika

esitysmatriisin A muista ominaisuuksista.

m Kiintden, jos u € R™ on vakiovektori ja 3 € R™*™ on

positiivisesti semidefiniitti matriisi, niin on olemassa sv X, jolla
on multinormaalijakauma odotusarvovektorilla gt ja
kovarianssimatriisilla X.

Todistus perustuu momenttiemafunktion kdyttoon seka siihen
tietoon, ettd matriisille X 16ytyy hajotelma 3 = AAT.



Merkintd N, (s, X)

m Tastad ldhtien multinormaalijakaumaa merkitdan tunnuksella
Npm(pe, X), jossa p on jakauman odotusarvo ja X sen
kovarianssimatriisi. Alaindeksi m voidaan jattda pois, jos
satunnaisvektorin X dimensiosta ei tarvitse pitda kirjaa.



Multinormaalijakauman N,,(p, X) simulointi

m Mairitelm3 on samalla simulointiresepti.

m Jos X on annettu symmetrinen ja positiivisesti semidefiniitti
matriisi, niin ensin etsitddn hajotelma (esim. Choleskyn
hajotelma)

¥ =AAT.
m T3main jalkeen simuloidaan (riippumattomasti) m arvoa
(u1,...,um) yksiulotteisesta jakaumasta N(0,1).
m Lopuksi lasketaan

x = Au+ p, jossa u = (ug,...,u,).

m Tuloksena on yksi simuloitu vektori jakaumasta N, (u, X).
Reseptid toistamalla saadaan simuloitua arvoja
riippumattomista tatd jakaumaa noudattavista
satunnaisvektoreista.



10.3 Affiinin muunnoksen jakauma

Lause (Multinormaalisuus sailyy affiinissa muunnoksessa)

Olkoon X ~ Np(p, X), ja olkoon B € RP*™ vakiomatriisi ja
b € R vakiovektori. Talloin

BX +b~ N,(Bu+b,BEB).

Todistus: Kaytetdan esitysta (7):

BX + b<B(AU + ) + b = (BA)U + (B + b).

Maaritelman 2 mukaan sv:lla BX + b on multinormaalijakauma.
Lisaksi
E(BX+b) = BE(X)+b=Bu-+b,
Cov(BX+b) = BXB'.



Normaalijakauman reunajakaumat

m Jos madritellaan i:s yksikkovektori e; siten, ettd sen i:s
koordinaatti on yksi ja muut koordinaatit ovat nollia, niin

X =e!X.

]

m Jos sv Y koostuu svin X komponenteista (Xj,,..., X ) , niin
Y saadaan kertomalla sv:a X vasemmalta vakiomatriisilla,
Jonka j:s vaakarivi on e;,

X,' e-T
m Koska Y on affiini muunnos (peréti lineaarinen muunnos)
sv:sta X, niin YIId on multinormaalijakauma.

m Multinormaalijakauman kaikki reunajakaumat ovat
multinormaalisia.



Reunajakauman parametrit

m Satunnaisvektorin Y = (Xj,, ..., Xj,) jakauman parametrit
voidaan tietenkin laskea lauseen 2 avulla.

m Ne saa helpommin selville poimimalla asiaankuuluvan osa X:n
jakauman parametreista, silla

EXil Hiy
EY=1|: |=|:]:
EXi Mo
(CovY)(p, q) = cov(Xi,, Xi,) = Z(ip, iq)-

ip»



10.4 Tiheysfunktio

Lause (Multinormaalijakauman tiheysfunktio)

Jos ¥ on symmetrinen ja positiivisesti definiitti matriisi, niin
jakaumalla Np,(p, ) on tiheysfunktio

F(x) = (2m) "™ (det()) /% exp <—%(x — ) TS x - u)) |
(8)

Todistus onnistuu muuttujanvaihtokaavalla, kun kaytetdan
saanndllista m x m esitysmatriisia A, jolle 3 = AAT ja jonka
avulla konstruoidaan X ~ N,(p, 3) muodossa

X=AU+pu, U~ Ny 0,1



Huomautuksia tiheysfunktiosta

m Multinormaalijakaumalla Np,(u, ) on tiheysfunktio
tasmalleen silloin, kun X on positiivisesti definiitti.

m Jos X on pelkdstddn positiivisesti semidefiniitti, mutta ei
positiivisesti definiitti, niin (lause 9.2) X:lI3 ei voi olla
tiheysfunktiota.

m Myos tillainen singulaarinen multinormaalijakauma on tarkea
jakauma sovelluksissa.

m Lineaaristen mallien yhteydessa toisaalta sovitevektorin
jakauma ja toisaalta residuaalivektorin eli jadnndsvektorin
jakauma ovat kumpikin singulaarisia multinormaalijakaumia.



10.5 Tiheysfunktion tasa-arvopinnat

m Moniulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion (8)
tasa-arvopinnat ovat m-ulotteisia ellipsoideja.

m Tama ndhtdisiin soveltamalla kovarianssimatriisiin
ominaisarvohajotelmaa (ks. moniste).

-2

-4
|




10.6 Korreloimattomuus ja riippumattomuus

m Riippumattomat satunnaisvektorit X 1L Y eivat korreloi, silla

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]
= E[X - EX] E[(Y - EY)"] =0.

m Yleisesti ottaen korreloimattomuudesta ei seuraa
riippumattomuus.

m Jos komponenteista X ja Y yhdistetyn satunnaisvektorin
(X,Y) yhteisjakauma on multinormaalinen, niin tassa
tapauksessa korreloimattomuudesta seuraa riippumattomuus.



Satunnaisvektorin kokoaminen osista

m Kirjataan myohempaa kayttoa varten, minkalaiset ovat
osavektorien X = (X1,..., Xk)ja Y =(Y1,..., Ym)
multinormaalijakaumien parametrit, jos yhdistetty vektori
(X,Y) noudattaa multinormaalijakaumaa N(u, X).

m Odotusarvovektori p koostuu osista

B



Ositettu kovarianssimatriisi

m Satunnaisvektorin Z = (X, Y) kovarianssimatriisi 3 = Cov Z
voidaan my®Gs osittaa vastaavasti, silld se on

[cov(X1, X1) ... cov(X1,Xk) cov(Xi, Y1) ... cov(Xi, Ym)
cov(Xg, X1) ... cov(Xk,Xk) cov(Xk, Y1) ... cov(Xk, Ym)
cov(Y1,X1) ... cov(Y1,Xk) cov(Yi, Y1) ... cov(Yi, Ym)

[cov(Yim, X1) ... cov(Vim, Xk) cov(Ym, Y1) ... cov(Ym, Ym)

B [zxx zxy] _ [COV(X,X) cov(X,Y) 10)

- ZYX Eyy COV(Y,X) COV(Y,Y)
m Talldin reunajakaumat ovat

X~ N(px,;Zxx), Y~ N(py, Syy). (11)



Normaaliselle yhteisjakaumalle korreloimattomuus ja

rilppumattomuus ovat samoja asioita

Lause

Jos vektorilla (X,Y) on multinormaalijakauma, niin

XLy <« cov(X,Y)=0.

Todistuksessa tarvitaan satunnaisvektorin (X,Y)
momenttiemafunktiota, ja lausetta 9.6.



Varoitus: normaalisuus ei ole automaattista

m Jos oletetaan multinormaaliset reunajakaumat

X~ N(px,Exx), Y ~ N(py, Zyy),

niin yhdistetyn vektorin (X,Y) jakauma ei vélttamatta ole
multinormaalinen.

m Edes lisdehto cov(X,Y) = 0 ei auta asiaa.



Riippumattomien normaalijakautuneitten vektoreitten
yhteisjakauma on normaalinen

Lause

Jos

X~ N(px, Xxx), Y ~ N(py,Zyy),

ja X LY, niin vektori (X,Y) noudattaa multinormaalijakaumaa
N(u,X), jossa jakauman parametrit ovat

1224 Yxx 0
a |:ﬂ' Y:| ’ |: 0 3 yy:|

Todistus sujuu helposti momenttiemafunktion avulla.



Esimerkki monimutkaisemmasta tilanteesta, jossa

yhteisjakauman nahdaan olevan normaalinen

m Olkoot X 1L Y ja

X~ N(px,Exx), Y ~ N(py,Zyy),

ja olkoot A seka B vakiomatriiseja siten, ettd vektorit AX ja
B Y ovat samanpituisia.

m T3alléin satunnaisvektorilla
Z=—AX+BY

on multinormaalijakauma, sill3

AX +BY=[A B] m



Esimerkki jatkuu

m Satunnaisvektorin Z = AX + BY jakauman parametrit
saadaan helpoimmin selville laskemalla suoraan vektorin
odotusarvo ja kovarianssimatriisi,

EZ=E(AX+BY)=Apux+Bpuy
CovZ = Cov(AX)+ Cov(BY) =AXxx AT + BXyy BT

m Kovarianssin laskussa kaytettiin riippumattomuutta seka
esimerkkia 9.1

X1LY = AXuBY



10.7 Ehdolliset jakaumat

Lause

Olkoon (X,Y) ~ N(u,X), ja kiytetdan odotusarvovektorille g
ositusta (9), ja kovarianssimatriisille 3 ositusta (10). Jos
osamatriisi X xx on saannollinen, niin svin Y jakauma ehdolla

X = x on multinormaalinen, ja ehdollisen jakauman parametrit ovat

Y [ (X =x)~ N(py + SyxSix(x— px);, Syy —ZyxZxExy)-

m Huomaa, ettd ehdollinen odotusarvo E[Y | X = x] on
argumentin x affiini funktio, ja ettd ehdollisen jakauman
kovarianssimatriisi ei riipu pisteestd x.

m Todistus kdyd&dan lapi taululla.



10.8 Kaksiulotteinen normaalijakauma

m Tarkastellaan kaksiulotteisen normaalijakauman
(X,Y) ~ N(u,) ominaisuuksia.

m Olkoon —1 < p = corr(X, Y) < 1, ja merkitdan jakauman
parametrien komponentteja seuraavasti,

2
X g OXOy
ol B e M
ny POXOy oy
m T3dmain jakauman ominaisuudet (reunajakaumat, ytf,

ehdolliset jakaumat jne.) saadaan selville erikoistapauksina
n-ulotteisen tapauksen kaavoista.



Joitakin tuloksia

m Reunajakaumat ovat
X~ N(px,0%), Y~ N(uy,o¥%).
m Ehdolliset jakaumat ovat
oy 2\ 2
Y | (X = X) ~ N(:U’Y +pa(X_IU’X)7 (1 —p )UY))

X (Y =y) ~ N(ux +pj—j(y —ny), (1= p?)0%).



10.9 Normaalijakauman otoskeskiarvon ja otosvarianssin

yhteisjakauma

m Tarkastellaan sm:ia Xq,..., X,.
= Niiden otoskeskiarvo X ja otosvarianssi S maaritelldn
kaavoilla
1o 1 <
X — : 2 _ . X)2
X_;ZX,, S _n—1Z(X’ X)2. (12)

i=1 i=1

m Jos sm:t X; ovat riippumattomia, ja niilld on yhteinen
odotusarvo p ja yhteinen varianssi o2, niin helpohkoilla
laskuilla voidaan ndyttaa, etta

EX = p, ES? = o2

Ts. otoskeskiarvo ja otosvarianssi ovat vastaavien
populaatioparametrien 1 ja 0 harhattomia estimaattoreita.



Satunnaisotos normaalijakaumasta N(u, 0?)

m Oletetaan tasta ldhtien, ettd sm:t Xi,..., X, ovat
riippumattomia, ja niilld kaikilla on normaalijakauma N(u, o2).

m T3llgin vektorilla (X1, ..., X,) on multinormaalijakauma
Np(m, X) parametreilla

i
m=|:|=pul jossa 1=(1,...,1)eR",



Alustavia huomioita

m Tamin jakson paitavoite on johtaa vektorin (X, S?)
yhteisjakauma.

m Otoskeskiarvon reunajakauma on helppo johtaa, nimittdin

- 1
X ~ N(p, —0?),

silla X on multinormaalijakautuneen vektorin
X =(Xi,...,X,) lineaarimuunnos, ja osaamme laskea sm:n X
odotusarvon ja varianssin.

m Pian n3hd3in, ettd otosvarianssilla S2 on sopivan skaalauksen
jalkeen khiin nelion jakauma vapausasteluvulla n — 1.



Huomio khiin nelion jakaumasta

m Olkoon satunnaisvektorilla Z on k-ulotteinen
standardinormaalijakauma, ts. Z ~ N(0,1).

m Sen pituuden nelislla ||Z||?2 = Z7Z on khiin nelidn jakauma
vapausasteluvulla k, silla

k
1z|P=2"z=>_ 7z,
i=1

jossa Z; ~ N(0,1) riippumattomasti.
m Koska EZ? = 1, niin E||Z|]? = k.



Otoskeskiarvon ja -varianssin yhteisjakauma

satunnaisotokselle normaalijakaumasta

Olkoot Xi, ..., Xy ~ N(u,o?) 1. Tilléin
a) X ~ N(u,0?/n),

b) (n—1)S%/0? ~ x2_,, joten ES? = 02,
c) X uS2

Todistuksesta: Kohta a todistettiin jo. Sen jalkeen todistetaan

riippumattomuus (kohta c) ja lopuksi otosvarianssin reunajakauma
(kohta b).



Riippumattomuuden X 1 S? todistuksen idea (c-kohta)

m Otoskeskiarvo X ja jadnnosvektori (residuaalivektori) R

X1 —X
R = :
X — X
saadaan normaalijakautuneesta vektorista X = (X1, ..., X))

tietylla lineaarisella muunnoksella.

m X ja R osoitetaan riippumattomiksi tarkistamalla, ettd ne
ovat korreloimattomia.

m Riippumattomuus X 1L S? seuraa siité, ettd S? voidaan laskea
muunnoksena jadnndsvektorista:

e

2 2
5= R||“.



Todistuksen avainkaavoja (c-kohta)

m Mairitelldan n-komponenttinen vektori u kaavalla

jolloin u on ykkosvektori 1 normitettuna yksikkovektoriksi.

m Otoskeskiarvo voidaan esittaa kaavalla

X=-1"X=—u'X
n ﬁu
m T3astad
. 1
X1= <uTX> Vnu=uu'X
n
R=X-X1=X—-uu"X=(,—-uu")X



Miksi otosvarianssille tulee skaalauksen jalkeen khiin nelion

jakauma (b-kohta)

m Vilivaiheiden jélkeen skaalattu otosvarianssi (eli skaalattu
jaannosvektorin pituuden nelid) saadaan ilmaistua kaavalla

n—1 1 .
55" = SIRIP=ZJ°, jossa Z ~ Ny1(0,1-1).

m Mihin yksi vapausaste katoaa?

m Vastaus: Se kuluu odotusarvon p estimointiin otoskeskiarvolla
X.



Keskeinen idea (b-kohdan todistus)

m Maaritellaan n x n neliomatriisi Q siten, ettd sen ensimmainen
pystyrivi on u.

m Muut matriisin Q pystyrivit v1,...,v,_1 valitaan siten, ett3d
matriisin Q pystyrivit muodostavat yhdessia R":n
ortonormeeratun kannan. (Gramin-Shmidtin ortogonalisointi.)

m Tilloin QTQ =1, ja koska Q on nelidmatriisi, niin se on
ortogonaalinen matriisi, eli Q71 = Q.

m Kun kiytetdsn Q:n ositusta Q = [u V] jossa
n x (n— 1)-matriisin V pystyrivit ovat vi,...,v,_1, niin

,=QQ" =uu” +VVT.

m Tiamin takia R= (I, —uu”)X = VVTX.



t-jakauman maaritelma taas kerran

m t-jakauma vapausasteluvulla v maaritellaan siten, ettd se on

sm:n
V4

VY/v

jakauma, kun Z ~ N(0,1), Y ~x2ja Z 1L Y.




Tunnusluvun (X, $?) yhteisjakaumasta t-jakaumaan

m Satunnaismuuttuja X — pu ~ N(0, %02), joten
X—p
a/v/n

m Jos tuntemattoman keskihajontaparametrin o tilalle
sijoitetaan sen otosestimaatti, saadaan ns. t-testisuure

~ N(0,1).

_X—p
~S/Vn
m Tama t-testisuure voidaan esittdd yhtapitavasti kaavalla
N SN ING)
/52 /2

m Tastd nahdaan, ettd T:lla on t-jakauma n — 1 vapausasteella.

T




Jakson 10.9 lopuksi

m Edeltava tarkastelu saataisiin vahalla vaivalla yleistettya
kattamaan vastaava tarkastelu yleisessa lineaarisessa mallissa.

m Sielld varianssiparametrin harhaton estimaattori ja
sovitevektori ovat riippumattomia. Sopivasti skaalattuna
varianssiparametrin estimaattorilla on khiin nelion jakauma
vapausasteluvulla n — p, jossa p on (lineaarisesti
riippumattomien) kertoimien lukumaara.

m Askeisessi lauseessa tuntemattomia kertoimia oli yksi, ,
joten p = 1. (My®Gs varianssiparametri on tuntematon, mutta
sitd ei lasketa lineaarisen mallin kertoimeksi).

m Tarkemmin t3t3d asiaa kasitelladn kurssilla Lineaariset mallit.



