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Seuraavassa µ :M→ R∪{−∞,∞} on merkkimitta, missäM on joukon
X σ-algebra.

1. Osoita, että jos A,B ∈M, A ⊂ B ja µ(A) =∞, niin µ(B) =∞.

Ratkaisu. Olkoot A ja B niin kuin väitteessä. Nyt merkkimitan määritel-
män nojalla

µ(A) + µ(B \ A) = µ(B);

erityisesti yhtälön vasen puoli on määritelty, joten µ(B \ A) > −∞. Mutta
tällöin µ(B) =∞.

Vastaavalla todistuksella voidaan näyttää µ(B) = −∞, kun µ(A) = −∞.

2. Osoita, että µ ei voi saada molempia arvoja ∞ ja −∞.

Ratkaisu. Tehdään vastaoletus: Olkoot A,B ∈M joukkoja, joille µ(A) =∞
ja µ(B) = −∞. Nyt tehtävän 1 nojalla µ(A∪B) =∞. Toisaalta vastaavalla
päättelyllä kuin tehtävässä 1 saadaan µ(A ∪B) = −∞, mikä on ristiriita.

3. Osoita, että Jordanin hajoitelman mitat µ+ ja µ− ovat yksikäsitteisesti
määrätyt.

Ratkaisu. Olkoon µ̃+ ja µ̃− toinen Jordanin hajotelma. Koska molemmis-
sa pareissa mitat ovat keskenään singulaariset, löytyy joukot A ja Ã, joille

µ+(A) = 0 = µ−(X \ A), µ̃+(Ã) = 0 = µ̃−(X \ Ã).

Nyt sekä (A,X \ A) että (Ã,X \ Ã) ovat mitan µ Hahnin hajotelmia (A
Jordanin hajotelman konstruktion perusteella), sillä jos E ∈ Ã, on µ(E) =
−µ̃−(E) ≤ 0 ja vastaavasti, jos E ∩ Ã = ∅.

Olkoon E ∈M mielivaltainen. Nyt

µ+(E) = µ+(E \ A) = µ(E \ A) = µ(E \ Ã) = µ̃+(E \ Ã) = µ̃+(E),

missä keskimmäinen epäyhtälö seuraa huomiosta, että jos jollakin E ′ ∈ M
on E ′ ∈ (A \ Ã) ∪ (Ã \ A), niin E ′ on sekä positiivinen että negatiivinen
joukko; tällöin µ(E ′) = 0.

Vastaavasti nähdään µ−(E) = µ̃−(E) kaikilla E ∈M.
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4. Osoita, että jos ν : M → [0,∞] on mitta, niin µ << ν, jos ja vain jos
V (µ, .) << ν.

Ratkaisu. Oletetaan ensin µ << ν, ja osoitetaan V (µ, ·) << ν. Olkoon
ν(A) = 0 jollakin A ∈ M. Tällöin on µ(A) = 0, joten kaikilla mitallisilla
osajoukoilla B ⊂ A on µ(B) = 0. Tällöin määritelmän nojalla V (µ,A) = 0,
joten V (µ, ·) << ν.

Jos toisaalta V (µ, ·) << ν ja ν(A) = 0 jollakin A ∈ M, määritelmän
nojalla

|µ(A)| ≤ V (µ,A) = 0.

Siis väite pätee.

Seuraavassa µ :M→ [0,∞] on mitta. Joukko A ∈ M on µ:n atomi, jos
µ(A) > 0 ja kaikille B ∈M, B ⊂ A, on µ(B) = 0.

5. Mitä ovat Lebesguen mitan ja laskentamitan atomit?

Ratkaisu. Laskentamitan atomit ovat yksiöt, sillä jokaisen yksiön mitta on 1
ja ainoa yksiön sisältämä aito osajoukko on tyhjä joukko.

Lebesguen mitalla ei ole atomeita: Jos A on atomi, seuraavan tehtävän
nojalla löytyy x ∈ A, jolle m(A \ {x}) = 0. Koska m({x}) = 0, täytyy olla
m(A) = 0, mikä on ristiriita.

6. Osoita, että jokaisen R:n Radon-mitan µ atomit ovat melkein yksiöitä, eli
jokaiselle µ:n atomille A on olemassa a ∈ A siten, että µ(A \ {a}) = 0.

Ratkaisu. Olkoon µ Radonin mitta reaaliluvuilla ja A jokin sen atomi. Nyt
jokaisella k ∈ Z voidaan kirjoittaa

µ(A) =
∑
Q∈Dk

µ(A ∩Q),

missä Dk on harjoituksissa 5 määritelty dyadisten kuutioiden perhe. Erityi-
sesti jokaisen dyadisen kuution sulkeuma on kompakti, joten välttämättä
µ(A) <∞.

Joukon A atomisuuden nojalla jokaisella k löytyy täsmälleen yksi kuutio
Qk ∈ Dk, jolle µ(A) = µ(A ∩ Qk). Reaalilukujen täydellisyyden nojalla A ∩
Qk → {a} jollakin a ∈ R, kun k →∞. Toisaalta mitan konvergenssin nojalla
µ(A ∩Qk)→ µ({a}), joten µ({a}) = µ(A). Nyt µ(A \ {a}) = 0.

Mainittakoon, että sama todistus pätee Rn:ssä.
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7. Osoita, että jos µ:llä ei ole atomeja ja 0 < t < µ(X) <∞, niin on olemas-
sa A ∈M siten, että µ(A) = t.

Ratkaisu. Tapa 1. Todetaan aluksi, että löytyy sellainen vähenevä jono (Ai)
joukkoja, jolle kaikilla ε > 0 löytyy i ∈ N, jolle 0 < µ(Ai) < ε. Tälläiset jou-
kot voi konstruoida havaitsemalla, että jos µ(A) > 0, löytyy joukko A′ ⊂ A,
jolle µ(A′) ≤ µ(A)/2, sillä mitalla µ ei ollut atomeja.

Kiinnitetään sitten 0 < t < µ(X), ja olkoon A0 ∈ X joukko, jolle 0 <
µ(A0) < t. Valitaan mitallinen joukko A1 ⊃ A0, jolle µ(A1) ≤ t ja

µ(A1) ≥
sup{µ(A) : A ⊃ A0, µ(A) ≤ t}+ µ(A0)

2
.

Oletetaan sitten, että mitallinen joukko Ai−1 on valittu, ja valitaan mitallinen
joukko Ai ⊃ Ai−1, jolle µ(Ai) ≤ t ja

µ(Ai) ≥
sup{µ(A) : A ⊃ Ai−1, µ(A) ≤ t}+ µ(Ai−1)

2
.

Näin saadaan kasvava jono (Ai) joukkoja; määritellään A =
⋃

i∈N0
Ai.

Nyt joukkojen valinnan perusteella pätee

µ(A) = lim
k
µ(

k⋃
Ai) ≤ t.

Jos olisi µ(A) < t, löytyisi mitallinen joukko E ∈ X \ A, jolle 0 < µ(E) <
t− µ(A); erityisesti µ(A ∪ E) < t. Toisaalta löytyy i0, jolle

µ(Ai0) ≥ µ(A)− µ(E).

Tällöin

µ(Ai0+1) ≥
µ(A ∪ E) + µ(Ai0)

2
>
µ(A) + µ(E) + µ(A)− µ(E)

2
= µ(A),

mikä on ristiriita jonon (Ai) kasvavuuden kanssa.

Tapa 2. Kirjoitetaan µ(X) = c ja osoitetaan vahvempi väite: löytyy kas-
vava kuvaus J : [0, c]→M, jolle µ(J(t)) = t kaikilla t ∈ [0, c].

Määritellään ensin perhe kuvauksia asettamalla

F = {J : IJ →M|IJ ⊂ [0, c], J kasvava, µ(J(t)) = t ∀t ∈ IJ}

Nyt F 6= ∅, sillä kuvaukselle J : {0, c} → M, J(0) = ∅, J(c) = X, pätee
selvästi J ∈ F . Järjestetään perhe F osittain asettamalla J ≤ J ′, jos

IJ × J(IJ) ⊂ IJ ′ × J ′(IJ ′).
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Olkoon L ⊂ F ketju, so. kaikilla J, J ′ ∈ L pätee J ≤ J ′ tai J ′ ≤ J . Tode-
taan aluksi, että jos J, J ′ ∈ L ja t ∈ IJ ∩ IJ ′ , niin J(t) = J ′(t). Järjestyksen
määritelmän nojalla on ketjulla L olemassa pienin yläraja L = supL, jolle

IL × L(IL) =
⋃
J∈L

(IJ × J(IJ)).

Siten erityisesti IL =
⋃

J∈L IJ ⊂ [0, c] ja L(t) = J(t) jollakin (kaikilla) J ∈ L,
jolle t ∈ IJ . Jos t ∈ IL, niin jollakin J ∈ L on t ∈ IJ , joten µ(L(t)) = t. Jos
lisäksi t′ ∈ IL (voi olettaa t < t′), niin jollain J ′ ∈ L on [t, t′] ⊂ IJ ′ , joten
L(t) ⊂ L(t′). Siis L ∈ F .

Nyt Zornin lemman nojalla löytyy maksimaalinen alkio H ∈ F . Riittää
enää osoittaa IH = [0, c]. Jos yhtälö ei päde, löytyy t ∈ [0, c] \ IH . Tällöin
määritellään luvut m = sup{r ∈ IH : r < t} ja M = inf{r ∈ IH : r > t}.
Perheen F epätyhjyyden perustelevan esimerkin nojalla luvut m ja M ovat
olemassa ja äärellisiä.

Jos t ∈ ∂IH , löytyy joukon IH monotoninen jono (ti), jolle ti → t. Jos jono
on kasvava, on µ(

⋃
i J(ti)) = t; vastaavasti laskevalle jonolle µ(

⋂
i J(ti)) = t.

Siis IH on suljettu, joten erityisesti m,M ∈ IH . Koska lisäksi t 6∈ IH , pätee
m < M .

Mitta µ oli atomiton, joten joukolla J(M) \ J(m) on osajoukko E, jolle
0 < µ(E) < µ(J(M))− µ(J(m)). Tällöin

µ(J(m)) < µ(J(m) ∪ E) < µ(J(M)).

Koska H oli maksimaalinen alkio, saadaan ristiriita. Siis väite pätee.
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