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1. Olkoon ∅ 6= A ⊂ X, (X, d) on metrinen avaruus. Osoita, että x 7→ d(x,A)
on Lipschitz-funktio.

2. Olkoon C ⊂ [0, 1] Cantorin 1/3-joukko. Konstruoi Lipschitz-funktio f :
C → R, joka ei ole derivoituva missään C:n pisteessä.

3. Olkoon f : A→ R Lipschitz, missä A ⊂ X. Määritellään g : X → R,

g(x) = inf{f(y) + Lip(f)d(x, y) : y ∈ A}, x ∈ X.

Osoita, että g on Lipschitz, Lip(g) = Lip(f) ja g(x) = f(x), kun x ∈ A.

4. Joukko E ⊂ Rn on m-suoristuva, jos on olemassa joukot Ai ⊂ Rm, i =
1, 2, . . . , B ⊂ Rn ja Lipschitz-kuvaukset fi : Ai → Rn, i = 1, 2, . . . , siten että
Hm(B) = 0 ja E = ∪∞i=1fi(Ai) ∪ B. Todista, että E ⊂ Rn on m-suoristuva,
jos ja vain jos on olemassa Lipschitz-kuvaukset fi : Rm → Rn, i = 1, 2, . . . ,
siten että

Hm(E \ ∪∞
i=1fi(R

m)) = 0.

5. Todista, että E ⊂ Rn on m-suoristuva, jos ja vain jos on olemassa jatku-
vasti differentioituvat kuvaukset fi : Rm → Rn, i = 1, 2, . . . , siten että

Hm(E \ ∪∞
i=1fi(R

m)) = 0.

6. Kompaktin joukon C ⊂ X Minkowskin (ylä)dimensio on

dimM C = inf{s ≥ 0 : lim
δ→0

N(C, δ)δs = 0},

missä N(C, δ) on pienin luonnollinen luku k siten, että C voidaan peittää
k:lla δ-säteisellä kuulalla. Todista, että jos f : X → Y on Lipschitz, niin
dimM f(C) ≤ dimM C.
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