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1.Osoita, että δ1/k, k ∈ N, suppenee heikosti kohti δ0:a, mutta joillekin Bo-
relin joukoille A ⊂ R δ1/k(A) ei suppene kohti δ0(A):a. Tässä δa on Diracin
mitta pisteessä a ∈ R.

2. Olkoot fj ∈ L1(Rn), fj ≥ 0, j = 0, 1, 2, . . . , siten, että fj → f0 L
1(Rn):ssä.

Määritellään µj(A) =
∫
fjdmn, kun A ⊂ Rn on Lebesgue-mitallinen. Osoita,

että µj → µ0 heikosti.

3. Olkoot gj : Rn → R, j = 1, 2, . . . jatkuvia funktioita siten, että supp(gj) ⊂
B(0, 1/j) ja

∫
gjdmn = 1. Osoita, että jos µ on Radonin mitta Rn:ssä (eli

Rn:n Borelin joukkojen σ-algebrassa), niin mitat µj,

µj(A) =

∫
A

µ ∗ gjdmn, A ∈ Bor(Rn),

suppenevat heikosti kohti mittaa µ. Konvoluutio µ ∗ f määritellään kaavalla

µ ∗ f(x) =
∫
f(x− y)dµy.

Seuraavassa X on Rn:n kompakti osajoukko ja M on kaikkien X:n Ra-
donin todennäköisyysmittojen (ts. µ(X) = 1) joukko.
4. Osoita, että d,

d(µ, ν) = sup{|
∫
fdµ−

∫
fdν| : f : X → R 1-Lipschitz},

on metriikkaM:ssä. (f 1-Lipschitz: |f(x)−f(y)| ≤ |x−y| kaikille x, y ∈ X.)

5. Osoita, että jos µj, µ ∈M ja d(µj, µ)→ 0, niin µj → µ heikosti.

6. Osoita, että jos µj, µ ∈M ja µj → µ heikosti, niin d(µj, µ)→ 0.
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