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Nämä tehtävät saattavat olla tavallista vaativampia.

1. Rn:n tiheystopologia on

τd = {A ⊂ Rn : A on Lebesgue-mitallinen jaD(A, x) = 1 ∀x ∈ A},

missä

D(A, x) = lim
r→0

mn(A ∩B(x, r))

mn(B(x, r))
,

kun raja-arvo on olemassa. Osoita, että τd on todella topologia. Huomaa, et-
tä tämä edellyttää, että τd:n joukkojen mielivaltaiset yhdisteet ovat mitallisia.

2. Funktio f : Rn → R on approksimatiivisesti jatkuva pisteessä x ∈ Rn,
jos on olemassa Lebesgue-mitallinen A ⊂ Rn siten, että D(A, x) = 1 ja
limy→x,y∈A f(y) = f(x). Todista, että f on approksimatiivisesti jatkuva kai-
kissa Rn:n pisteissä, jos ja vain jos se on jatkuva Rn → R, kun Rn:ssä on
tiheystopologia ja R:ssä on tavallinen topologia.

3. Todista, että Lebesgue-mitallinen funktio f : Rn → R on approksimatiivi-
sesti jatkuva pisteessä x ∈ Rn, jos ja vain jos jokaiselle ε > 0 on

lim
r→0

mn({y ∈ B(x, r) : |f(y)− f(x)| > ε})
mn(B(x, r))

= 0.

4. Todista, että f : Rn → R on approksimatiivisesti jatkuva melkein kaik-
kialla, jos ja vain se on Lebesgue-mitallinen.
Vihje: Lusinin lause ja Lebesgue’n tiheyspistelause voivat auttaa.

TENTTI on 17.12.2013. Muista ilmoittautua.
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