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1 Johdanto

Logiikan peruskéasitteita
e lause (“Jokaisella ei-negatiivisella luvulla on neliéjuuri”)
e kaava (“Luvulla z on nelijuuri”, “z saa enemmén palkkaa kuin y”)
e malli (Rationaalilukujen kunta, tietokanta)

e todistus (Wilesin todistus Fermat'n suurelle lauseelle)

e totuus (Lause “Jokaisella ei-negatiivisella luvulla on neliéjuuri” on tosi
reaalilukujen kunnassa muttei rationaalilukujen kunnassa)

[Ei ole tarkedd tietdd téssd vaiheessa mitd kunnat ovat!|

Maarittelemme yllamainitut peruskasitteet matemaattisen tarkasti ja todis-
tamme niiden perusominaisuudet:

e Helppo: Todistuvat lauseet ovat tosia kaikissa malleissa.
e Vaikeampi: Lause joka on tosi kaikissa malleissa on todistuva.

e Vaikea: Monet matematiikan kannalta térkedt todistuskésitteen ovat
epdatdaydellisid, eli on olemassa lauseita, joita ei voi todistaa niissa todeksi
eikd epéatodeksi.



1.1 Merkintoja

Kaytamme tavallisia joukko-opillisia merkintoja, kuten
{a1,...,a,},ANB,AU B, A\ B,0.

Luonnollisten lukujen joukkoa {0,1,2,...} merkitddn N. Alkioiden a ja b
jarjestettyd paria merkitdén (a,b). Sille pétee

(a,b) = (¢,d)y <= a=cjab=d.
Jarjestettyd jonoa merkitaéan (aq,...,a,). Sille patee vastaavasti:
(al,...,an> = <b1,...7bn> <— a; =b ja ja a, = b,.

Karteesista tuloa A x A merkitiin A? ja n-kertaista tuloa A™.

2 Propositiologiikka

Propositiologiikassa tutkitaan hyvin yksinkertaisten, mutta tasméllisesti méaaritel-
tyjen lauseiden loogisia ominaisuuksia. N&ita lauseita kutsutaan propositio-
lauseiksi ja ne muodostuvat niin sanotuista propositiosymboleista

Po; D1, - - -
konnektiiveilla

negaatio
konjunktio
disjunktio
implikaatio
ekvivalenssi

Tl <>

Propositiologiikan matemaattisessa tarkastelussa on yksinkertaisinta valita
tietyt konnektiivit perussymboleiksi joiden avulla muut mééaritellddn. Puo-
lalaisen fukasiewiczin mukaisesti valitsemme negaation ja implikaation. Propo-
sitiolauseiden keskeinen ominaisuus on todistuvuus, joka alla maaritellaan.

Maaritelma 2.1 Propositiolauseiden joukko mdadritelldan seuraavasti:

(P1) Propositiosymbolit pg, p1, . .. ovat propositiolauseita.



(P2) Jos A on propositiolause niin = A on propositiolause.
(P3) Jos A ja B ovat propositiolauseita niin (A — B) on propositiolause.
Proposilogiikan aksioomien joukko madritelldan seuraavasti
e Jos A ja B ovat propositiolauseita, niin
(A1) (A— (B — A))
on aksiooma.
e Jos A ja B ovat propositiolauseita, niin
(A2) ((-B — —A) — (A — B))
on aksiooma
e Jos A, B ja C ovat propositiolauseita, niin
(43) (A= (B = C)) = (A= B) = (A= C)))
on aksiooma.
Lausejoukosta S todistuvien propositiolauseiden joukko mddritellddn seuraavasti
(T1) Jokainen S:n alkio on todistuva joukosta S.
(T2) Jokainen aksiooma on todistuva joukosta S.

(T3) Jos A ja (A — B) ovat todistuvia joukosta S niin myds B on todistuva
joukosta S.

Jos A on todistuva joukosta S, merkitiin S+ A. Jos O = A, merkitdiin = A
ja sanotaan, etti A on todistuva.

Aksiooman (A1) idea on, ettd jos tieddmme A:n todeksi, ei asia muutu
vaikka lisdidmme uuden oletuksen B. Aksioomaa (A2) kutsutaan kontra-
position laiksi. Se kertoo epédsuoran todistuksen idean: jos B:n kielto on
ristiriidassa A:n kanssa ja tieddmme A:n todeksi, niin B:n on oltava tosi.
Aksiooma (A3) on erdénlainen implikaation transitiivisuusominaisuus: jos
A:sta seuraa B ja ehdolla A my6s B:sté seuraa C, niin myos A:sta seuraa C'.

Sopimus: Propositiolauseen ulommaisia sulkuja ei aina merkité nakyviin.



Esimerkki 2.2 Seuraavat ovat propositiolauseita

Po

(po = po)

(p1 = —(p2 — p1))

(((po = p1) = —p2) — p3).

Seuraavat ovat todistuvia propositiolauseita
(po = (p1 — po))
((=po = =p1) = (p1 — po))

(((po = (p1 — po)) = ((po = p1) = (Po = p0)))
((Po = p1) = (Po — po))-

Vitmeksimainittu seuraa Modus Ponensilla ensimmdisestd ja kolmannesta.

Esimerkki 2.3
{A,(A— B)} B
{A} (B — A)
{(-B = -A)} (A — B)
{(-B — —-A),A} B
{A=-B-=0C)}F(A—=B)—=(A—=0)
{A=-(B—=0()),(A—=B)}F(A—=C)
{A—=(B—-()),(A— B),A}FC
Lause 2.4 - (A — A)
Todistus. Idea on seuraava: (A3):n nojalla
(A= (B—=A4) = (A= B)—= (A= 4))
on todistuva. Toisaalta (A — (B — A)) on todistuva, joten MP:lla saadaan
(A—B) = (A—A)).

Kaikki olisi hyvin, jos (A — B) olisi todistuva. Mutta valitaan B siten etté
(A — B) on todistuva. Valitaan B = (A — A). Siis:

1. (A= (B—A4) (A1)

2. (A=-B—A4))—>(A—=>B)—(A—A4)) (A3

3. ((A—=B)—=(A—A) MP 1,2

4. (A— B) (A1)

5. (A— A) MP 3.4 O



Lause 2.5 - (-A — (A — B))
Todistus. Aksiooma (Al) antaa
(mA — (=B — —A)),
miké yhdistettynd aksioomaan (A2)
(B —-A)— (A— B))

ja aksioomaan (A3) johtaa toivottuun lopputulokseen. Merkitddn selvyyden
vuoksi C'= (B — —A) ja D = (A — B).

1. (C— D) (A2)

2. ((C—=D)—=(-A— (C— D)) (A1)

3. ("A—(C— D)) MP 1,2

4. (FA—=(C—=D)) = (nA—C)— (mA— D)) (A3)

5. (nFA—=C)— (nA— D)) MP 34

6. (mA—C) (A1)

7. (=A— D) MP 5.6 O

Todistame nyt erittdin hyodyllisen todistuvien lauseiden yleisen ominaisu-
uden. Se osoittaa, ettd implikaation ja todistamisen vélilla on intuitiotamme
vastaava suhde.

Lause 2.6 (Deduktiolause) Jos S U{A} = B niin S + (A — B) (ja kddn-
tien).

Todistus. Kaytamme induktiota todistuvien lauseiden joukon mukaisesti.

1. B e S. Siis S+ B. Toisaalta S + (B — (A — B)), joten MP antaa
SF(A— B).

2. B = A. Lauseen 2.4 nojalla S + (A — B).

3. B on aksiooma. Jéalleen S+ B, ja kuten ylld S+ (A — B).

4. B on saatu MP:lla lauseista C' ja (C' — B) joille viite jo pétee, eli
SFA—=C)jaSF(A— (C— B)).

Koska (A3):n nojalla S+ (A —- (C — B)) - (A —- C) —» (A —
B))), saamme MP:lla S+ ((A — C) — (A — B)) ja uudelleen MP:lla
S+ (A— B). O



Lemma 2.7 + (A — ((A— B) — B)).

Todistus. MP-sdinnén nojalla { A, (A — B)} I B. Deduktiolauseen nojalla
{A} F ((A — B) — B) ja edelleen samalla perusteella - (A — ((A — B) —
B)). 0

Kaikki propositiolauseet eivit ole todistuvia, kuten esimerkiksi pelkké py,
tai vaikkapa —(pg — po). Todistaminen on ristiriidatonta siiné mielessa, etta
ei ole olemassa lausetta A jolle

FAja F-A.
Kateva tapa osoittaa, etté jokin lause ei ole todistuva on totuusjakauma.

Maaritelméa 2.8 Totuusjakauma on mikd tahansa funktio v : N — {0, 1}.
Jos A on propositiolause, niin A:n totuusarvo v(A) totuusjekaumassa v mddritel-
ladn seuraavasti:

U(pn) = U(n)
0, josv(A) =1
v(—A) = { . ;08 o(A) = 0
v((A— B)) = { 5 jos u(A) = 1 ju o(E) =0

(= v(A)-v(B)+1-0v(A))

Lause A on tautologia jos v(A) = 1 kaikilla v. Jos A on tautologia kaikilla
A € S, merkitddn

v(S) =1.
Jos S = (), sovimme ettd v(S) = 1 kaikilla v.
Esimerkki 2.9 (p, — p,) on tautologia, silli v((p, — pn)) = 0 vain jos
v(pn) =1 ja v(p,) =0, miki on mahdotonta. (p, — —p,) ei ole tautologia,
silld jos v(n) =1 saadaan v((p, — —p,)) = 0. (-—A — A) on aina tautolo-
gia, silli v((-—=A — A)) = 0 vain jos v(-—A) =1— (1 —v(A)) =v(A) =1
ja v(A) =0.

Lause 2.10 Todistuvat lauseet ovat tautologioita.
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Tamé seuraa hieman yleisemmasta tuloksesta:
Lause 2.11 Josv(S) =1 ja S+ A, niin v(A) = 1.
Todistus. Kaytamme induktiota todistuksen késitteen suhteen.

1. A€ S. Nyt v(A) =1, koska v(S) =1

2. A on aksiooma. Tarkastellaan kukin aksiooma erikseen. Jos v((A —
(B— A)))=0,niinv(A)=1jav((B—A)) =0,eliv(A)=v(B)=1
jav(A) = 0, mikd on mahdotonta. Siis (A1) on tautologia. Aksioomien
(A2) ja (A3) todistaminen j&& harjoitustehtévéksi.

3. A seuraa MP:lla lauseista B ja (B — A) jotka ovat todistuvia joukosta
S. Induktio oletuksena oletetaan, ettd v(B) = 1 ja v((B — A)) =
Téasta seuraa v(A) = 1. O

Esimerkki 2.12 Lause p, ei ole todistuva, koska v(p,) = 0 kun v(n) = 0.
Lause (pg — —po) ei ole todistuva (ks. esimerkki 2.9). Lause A = (py —
(po — p1)) ei ole todistuva, silld jos v(0) =1 ja v(1) =0, niin v(A) = 0.

Otamme kiyttoon seuraavat lyhenteet:

(AVB) = (-A— B) (disjunktio)
(ANB) = —=(A— —-B) (konjunktio)
(A<>B) = —((A— B)— (B — A)) (ekvivalenssi)
Esimerkki 2.13 v((AV B)) = v(A)+v(B)—wv(A)- v(B)
v(AANB)) = w(A)-v(B)
v(A < B)) = (A= B))-v((B—A)

Esimerkki 2.14 Seuraavat lauseet ovat tautologioita

((AVB) <» (BV A))

((AANB) < (BANA))
(A< B) < (B+ A))
(~(AANB) < (mAV —B))
(—\(A V B) <~ (—\A A —\B)))

(-(A— B) <> (AAN-DB)))
(—mA < A)
—(A A HA)
(A Vv —A)

J



Tautologioiden tutkimiseen on kehitetty totuustaulutekniikka. Totuus-
taulun eri riveilla on kaikki relevantit totuusarvokombinaatiot. Jos tutkitaan
lauseista A, B muodostettua propositiolausetta, riittaéd tuntea lauseiden A ja
B totuusarvot:

A —A A B (A— B)

1 0 1 1 1

0 1 1 0 0

0 1 1
0 0 1

A B (AANB) A B (AVB)

1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 1

0 1 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0

A B (A+ B)

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Esimerkki 2.15 Lauseen (((A — B) A (B — C)) — (A — () totuustaulu

A B C (A —- B) AN (B - (C) —- (A = Q)
1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1.1 0 1 0 O 1 1 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
1 0 O 10 0 0 0 1 0 1 1 0 O
0 1 1 o 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1
0 1 0 0o 1.1 0 1 0 O 10 1 0
0 0 1 o 1 0 1 O 1 1 1 0 1 1
0 0 O 0o 1 o 1 0 1 O 1 0 1 O

Itse implikaation totuusarvoksi saatiin aina 1. Sits lause on tautologia.

On olemassa lauseita joiden muodosta ilmenee ettd kyseessé on tautolo-
gia, kuten

(AAB) — (AVO)).
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Ei siis ole vélid, mitd A, B ja C ovat. Sen sijaan
((AANB) = (ANQ))

on tautologia joillakin C' (esimerkikisi jo C = B), mutta ei kaikilla (es-
imerkiksi jos A = pg, B = p1 ja C = ps).

Esimerkki 2.16

A B ((A — B) VAN A) — - B
1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0
0 1 0 1 1 1 1 0 0O 0 1
0 O 0O 1 0 1 1 0 1 1 0

Nihdadn ettd lause saa totuusarvon 0 kun v(A) = 0 ja v(B) = 1. Tdmd
on mahdollista esimerkiksi jos A = py ja B = py: asetetaan v(0) = 0 ja
v(l) =1.

Maaritelma 2.17 Propositiolausejoukko S on ristiriitainen, jos on olemassa
A siten, ettd

Muussa tapauksessa S on ristiriidaton. S on téydellinen jos se on ristiriida-
ton ja kaikille lauseille A pitee

St AtwSE-A
Huom. jos v(S) =1, niin S on ristiriidaton.
Lause 2.18 Seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:
(1) S on ristiriitainen.
(2) kaikille B pitee S + B.

Todistus. Oletetaan S - A ja S+ —A. Olkoon B mielivaltainen. Lauseen
2.5 nojalla
St-A— (A— B).

Soveltamalla saant6d MP kahdesti saadaan S = B. Olkoon toisaalta (2) tosi.
T&lloin mille tahansa A patee S+ A ja S+ —A joten S on ristiriitainen. O



Lause 2.19 Seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:
(1) SEA
(2) SU{—=A} on ristiriitainen.

Todistus. Jos S + A, niin SU{—A} F Aja SU{-A} F —A, joten (2) seuraa.
Olkoon sitten (2) tosi. Pddttelemme seuraavasti:

. SU{-A}F—=(-A— A) Lause 2.18

2. SEF-A—-(-A— A Deduktiolause, 1

3. SF(RA—=-(A—=A4)—=> (A=A —A) (A2

4. SF(-RA—-A)— A MP 2,3

5. SU{-A}F A Lause 2.18

6. SF-A— A Deduktiolause, 5

7. SEA MP 4,6 O

Lause 2.20 Olkoon S tdydellinen. Tdlloin
(1) SF-A«<= SFA
(2) SF(A— B) <= (SF A tai S+ B)

Todistus. (1) Jos S F —A, niin ristiriidattomuuden nojalla S ¥ A. Jos
taas S ¥ A, niin taydellisyyden nojalla S F —A.

(2) Olkoon aluksi S - (A — B). Jos S F A, niin S+ B. Siis S ¥ A
tai S F B. Olkoon kdantden S ¥ A. Talloin kohdan 1 nojalla S F —A.
Lauseen 2.5 nojalla S + (A — B). Olkoon lopuksi S F B. Aksiooman (A1)
nojalla S + (A — B). O

Lause 2.21 Jos S + A, niin on olemassa ddrellinen Sy, C S siten, etti
Sak A
Todistus. Kaytamme induktiota.

1. A€ S. Valitaan Sy = {A}.

2. A on aksiooma. Valitaan Sy = ()
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3. A seuraa MP:lla lauseista B ja B — A. Induktio oletuksena oletetaan,
ettd joukot Sp C S ja Sp_,4 C S on jo valittu siten, etté

SBl_BjaSBHAI_B%A.
Olkoon S, = SpU S, 4. Nyt MP:n perusteella S4 - A. O

Lause 2.22 (Ketjulause) Jos Sy C Sy C ... ovat ristiriidattomia propositi-
olausejoukkoja niin S = J,~, S, on ristiriidaton.

Todistus. Olkoon S F A ja S F —A. Valitaan &arellinen S’ C S siten, ettéd
S’ AjaS F A (Lause 2.18). Olkoon n € N sellainen ettd S’ C S,,. Nyt
S, Aja S, —A, vastoin oletusta. 0

Lause 2.23 (Lindenbaumin lemma) Jos S on ristiriidaton joukko proposi-
tiolauseita, niin on olemassa taydellinen S’ O S.

Todistus. Olkoon Ay, Ay, ... kaikkien propositiolauseiden numeroituva jono.
Asetetaan Sy = S. Jos S, on méaritelty, olkoon S, ;1 saatu seuraavasti:

Tapaus 1 S, F A,. Asetetaan S, = S, U{A,}. Jos S,41 on ristiriitainen,
seuraa Lauseesta 2.21 5,1 = —A,, Deduktiolauseesta S, - A, — —A4, ja
lopulta MP:sta S,, - —A,,, vastoin oletusta, ettd S, on jo valittu ristiriidat-
tomaksi. Siis S, 41 on ristiriidaton.

Tapaus 2 S, ¥ A,. Asetetaan S, 1 = S,U{—A4,}. Jos S, on ristiriitainen
seuraa Lauseesta 2.19 S,, = A,,, vastoin oletusta. Siis S,, 1 on ristiriidaton.

Olkoon S" = |J;2,S,. Ketjulauseen nojalla S” on ristiriidaton. Selvésti S’
on taydellinen. O

Lause 2.24 Jos S on ristiriidaton joukko propositiolauseita, niin on ole-
massa totuusjakauma v siten ettd v(S) = 1.

Todistus. Lindenbaumin lemman nojalla on olemassa taydellinen S’ O S.

Olkoon ,
| 1jos S"Fp,
v(n) = { 0 jos S F —p,.

Apuvdite: v(A) =1 jos ja vain jos S’ = A. Kéytetddn induktiota lauseen A
suhteen.
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1. A =p,. Tdmé seuraa v:n méaritelmasta.

2. A=-B. v(=B)=1joss v(B) #1
joss S" ¥ B ind.ol.noj.
joss 8"+ =B Lause 2.20!.

3. A=(B—=C). v(B—C))=1jossv(B)#1taiv(C)=1
joss " ¥ B tai S’ C ind.ol.noj.
joss S" (B — (') (Lause 2.20).

Siis apuvéite on todistettu. Koska S C S’, saadaan v(S) = 1. O

Korollaari 2.25 Propositiologiikan téaydellisyyslause
(1) A on todistuva jos ja vain jos A on tautologia.

(2) S F A jos ja vain jos v(A) = 1 kaikilla totuusjakaumilla, joille v(S) =
1.

Todistus. (1) seuraa (2):sta valitsemalla S = (). Todistamme siis vain (2):n.
Jos S+ A, niin Lauseen 2.11 nojalla v(A) = 1 aina kun v(S) = 1. Jos taas
S ¥ A, niin Lauseen 2.18 nojalla S U {—A} on ristiriidaton. Lauseen 2.24
nojalla on nyt olemassa v siten, ettd v(S) =1 ja v(A) = 0. O

3 Struktuurit

Binddrinen relaatio on mika tahansa joukko jérjestettyja pareja. Jos R on
binéddrinen relaatio, niin R:n madrittelyjoukko on joukko

dom(R) = {z| on olemassa y siten ettd (x,y) € R}.
Vastaavasti R:n arvojoukko on joukko
ran(R) = {y| on olemassa z siten etti (z,y) € R}.

Siis
R C dom(R) x ran(R).

n-paikkainen relaatio on mika tahansa joukko jérjestettyja n-jonoja. Relaatio
on
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o refleksiivinen A:ssa, jos (x,x) € R kun z € A

o irrefeleksiivinen A:ssa, jos (r,x) ¢ Rkunz € A

o symmetrinen, jos (z,y) € R implikoi (y,z) € R

e asymmetrinen, jos (r,y) € R implikoi (y,z) ¢ R

e transitiivinen, jos (x,y) € R ja (y,z) € R implikoi (z,z) € R
e intransitiivinen, jos (x,y) € R ja (y,z) € R implikoi (z,2) ¢ R

e trikotominen A:ssa, jos kaikille x,y € A pétee tdsmélleen yksi vaihtoe-
hdoista (z,y) € R,z =y, (y,x) € R

o ckuivalenssirelaatio A:ssa jos R on refleksiivien A:ssa ja symmterinen
ja transitiivinen.

e jdrjestysrelaatio A:ssa jos R on transitiivinen ja trikotominen A:ssa.

Jos R on ekvivalenssirelaatio A:ssa, niin kaikille x € A maééaritelladn

2] = {y € Al(z,y) € R}
AJR = {[z]jz € A,

Relaatio R on funktio, jos kaikille z € dom(R) on olemassa tasmélleen yksi
y siten ettd (z,y) € R. Merkitdén f(z) = y. f: A — B tarkoittaa, ettd
f on funktio, dom(f) = A ja ran(f) C B. Jos lisdksi ran(f) = B, niin f
on surjektio. Jos f on funktio ja kaikille y € ran(f) on olemassa tdsmélleen
yksi z siten ettd (z,y) € f, niin f on injektio. f : A — B on bijektio jos
f on injektio ja surjektio. Joukko A on &érellinen jos on olemassa n € N ja
bijektio
f:A—=A{0,...,n—1}.

A on numeroituva jos on olemassa injektio
f:A—=N.

T#lloin on aina olemassa myos surjektio g : N — A, paitsi jos A = ().
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Struktuurit eli mallit, joita nyt lahdemme tutkimaan, muodostuvat uni-
versumista ja sen alkioille méaaritellyistd relaatioista ja funktioista. Struk-
tuurin kéisite on hyvin yleinen — se kattaa esimerkiksi kaikki algebralliset
struktuurit (ryhmét, kunnat jne.) ja myos yleisimmiét tietokannat. Siksi on
hémméstyttavaa ettd struktuureista voidaan sanoa mitddn mielenkiintoista
tai epétriviaalia. Asian ydin on seuraavassa luvussa maariteltava predikaat-
tilogiikka, joka on kuin luotu ilmaisemaan struktuurien ominaisuuksia ja jolla
on syvallisid matemaattisia ominaisuuksia.

Struktuuri on mikd tahansa joukko (# () M varustettuna adrellisella
jonolla relaatioita, funktioita ja vakioita. (Relaatioita, funktioita ja vaki-
otita voi olla ddretonkin madra, mutta yleensa varsin pieni dérellinen maéra.)
Struktuuria, jonka universumi on M, relaatiot ovat Py, ..., P,, funktiot ovat
fi,- -+, fm ja vakiot ovat ¢y, ..., ¢, merkitdan

M = (M,Pl,...7Pn,f1,...,fm,cl,...,Ck).
Esimerkki 3.1 Kokonaislukujen ryhma on struktuuri
Z=(Z,+,0),

missd + : 7 X 7, — 7. on funktio ja 0 vakio.
Vastaavasti monet tutut algebralliset struktuurit ovat esimerkkejd struk-
tuureista, kuten

Q=(Q,+,-,0,1) (rationaalilukujen kunta)
R=(R,+,-,0,1) (reaalilukujen kunta)

Esimerkki 3.2 Jdirjestimdtontd binddrijonoa
100110001

voidaan ajatella jarjestamattomand bittistruktuurina

({0,1,...,8},{0,3,4,8}),

jonka universumi on {0,1,...8} ja jossa on I1-paikkainen relaatio (eli os-
ajoukko).  Universumi on joukko bitteji ja osajoukko kertoo, mitkd bitit
ovat ykkdsid. Annettu binddrijono voi olla esimerkiksi opettajan kirjanpito
stitd ketkd ovat suorittaneet tietyn kurssin. Jos kirjanpitoa pidetdan use-
asta asiasta, tarvitaan useampia 1-paikkaisia relaatioita, jolloin syntyy jéar-
jestamaton binddrinen taulukko :
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Opiskelija  Kurssi 1 Kurssi 2 Kurssi 8

0 1 0 0
1 0 0 1
2 0 1 1
3 1 0 1
4 1 1 1
5] 0 1 0
6 0 0 0
7 0 0 0
8 1 0 0
Sama kuvassa:
Kurssi 1 Kurssi 2

Kurssi 3

Tamantyyppisen struktuurin yleinen muoto on
M = (M7P1>P2>P3>7
missa
PCM
PBRCM
P; C M.
Téllaista struktuuria sanotaan monadiseksi. 1-paikkaisia relaatioita P; voi

olla yksi, kaksi, kolme tai useampia — mika tahansa méara, kunhan ne kaikki
ovat 1—paikkaisia:
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o[
wnn [e0

(M, Py, P>, Ps) &E , ja niin edelleen.

Esimerkki 3.3 Struktuuria (M, <), joka muodostuu universumista M ja
sen jarjestysrelaatiosta <1, sanotaan jarjestetyksi joukoksi. Esimerkiksi

(N, <), < ={(n,m) € NxN|n <m}
(Q, <), g ={(n,m) € Q x Qn < m}
({0,1,2}, <), <={{0,2),(2,1),(0,1)}

L-—struktuurit
M= (M,Py,....Py, f1, .., fmsC1y- -\ Ck)
ja
M =M P/,....P fl,....fl. ¢, ¢)
ovat isomorfiset, jos on olemassa bijektio
7. M — M
siten, etta
(1) (a,...,a) € P <= (n(a1),...,7m(a;)) € P/, kun 1 <i<n
(2) fi(m(ar),....m(w)) = 7(fi(ar,...,@)), kun 1 <i <m

(3) m(¢;)) =¢, kun 1 <i < k.

16



Té&lloin sanotaan etta 7 on isomorfismi M — M’
T M= M.

Jos liséiksi M = M’, niin sanotaan, ettd m on struktuurin M automorfismi.
Isomorfismin maaritelmé nayttdd mutkikkaalta mutta yksinkertaistuu,
jos struktuureissa on vain vihén relaatioita ja funktioita.

Esimerkki 3.4 tarkastellaan monadisia struktuureita

M=(N,{1,3,5,7,...})
M'= (N, {0,2,4,6,...})

Osoitamme etta funktio m : N — N,

(n) = 2k+1  josn =2k
= 2k josn =2k +1

on isomorfismi M — M’.

0 1 2 3 4 5 6 7
~__~ ~__ ~_ 7 ~__

7 on selvdsti bijektio N — N. Toisaalta n on pariton jos ja vain jos w(n) on
parillinen. Suis m on isomorfismi. Yleisemmin jos

M= (MP), PCM
M'=(M',P"), P'CM

niin bijektio w: M — M’ on ismorfismi, joss
a € P <= m(a) € P

eli w:n taytyy kuvata P P':lle ja M \ P joukolle M'\ P'. Jos M ja M' ovat
adrellisid, nitn M = M’ jos ja vain jos P:ssd ja P’ :ssd on yhtd monta alkiota.

Esimerkki 3.5 Jdrjestimdttomdt binddrijonot ovat isomorfiset jos niissd on
sama madrd nollia ja sama madra ykkosia kummassakin.

Vastaavasti kaksi binddristi taulukkoa (ks. Esim. 3.2) virittqvat isomor-
fiset struktuurit jos niissd on sama mdard kunkin tyyppisia riveja:
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Op. Ki K2 K3 Op. Ki K2 K3
0 1 0 0 0 0 0 1
1001><1 10 0
2 0 1 1 —~ 2 0 1 1
s 1 0 1 8 1 1 1
4 111?4010
5 0 1 0 5 1 0 1
6 0 0 0 ——~ 6 0 0 0
70 0 0 71 0 0
s 1 0 0 — 8 9 0 0

Kaksi erilaista mutta isomorfista struktuuria voi syntyd esimerkiksi siten,
ettd opettaja sotkee vahingossa rivien jdrjestyksen ja joutuu numeroimaan
oppilaat uudelleen.

Esimerkki 3.6 Jarjestetyt joukot

M= (-

2:2):<)
M'= (R, <)

ovat isomorfiset, kuten kuvaus x +— tan(x) osoittaa. Sen sijaan

T

([_57 5]7 <) o= (Ra <)7

kuten on helppo havaita pohtimalla minne isomorfismi kuvaisi reunapisteet
-5 Jjag.

Esimerkki 3.7 Struktuuri (M, R) on verkko, jos R C M? on symmetrinen

ja irrefleksiivinen. FEsimerkkejd verkoista:
pentagon
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I

Voidaksemme todistaa asioita struktuureista, meidan on sovittava yleis-
patevistd merkintdtavasta struktuureille. Téatd varten otamme kayttoon
aakkoston késitteen. Aakkosto kertoo struktuurin “tyypin”.

Aakkosto on joukko L relaatio—, funktio—, ja vakiosymboleita. Relaatio—
ja funktiosymboleihin liittyy niin sanottu paikkafunktio #. Ei ole merkitysta
silla, mitd symboleita kiytettddn. Yleensi relaatiosymboleita merkitdan kir-
jaimella R, funktiosymboleita kirjaimella f, ja vakiosymboleita kirjaimella
c. Relaatiosymbolia R € L sanotaan #(R)-paikkaiseksi relaatiosymboliksi.
Funktiosymbolia f € L sanotaan # (f)—paikkaiseksi.

Maaritelma 3.8 Jos L on aakkosto, niin L—struktuurt on pari
M = (M, Tuly)

missa M on epatyhji joukko, ja Tuly; on funktio siten, ettd

(1) dom(Tuly) = L

(2) R € L= Tuly(R) C M#L®)

(8) f € L = Tulp(f) : M#r® — M

(2) c € L = Tulp(c) € M.

Tarkastellaan esimerkiksi struktuuria
M= (M,Py,....,Py, f1,..., fm;C1,- - Cr).
Tehdaan aakkosto
L={Ry,...,Ry,f1,.. .., c1, o e}y

missé #L( ;) ja #1(f;) noudattavat M:n paikkalukuja. Nyt M on L-struktuuri

TulM( ) {{ar,...,a;) | (a1,...,a;) € P} (I =#~L(R))
Tulpy(f;) : M' — M (I = #.(f))
Tuly (i) (aq, ... ,a) = filar,..., @)

Tulp(c;) = M:m alkio ¢;
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L-struktuurin M redukti aakkostoon L' C L on L'-struktuuri
MIL = (M, Tuly L.

Talloin M on M'[L":n ekspansio aakkostoon L. Esimerkiksi (M, Ry, Ry, f)m
redukteja ovat (M, Ry), (M, Rs), (M, f), (M, Ry, f), (M, Rs, f),(M, Ry, Rs)
ja (M), eli tyhjan aakkoston struktuuri. Yhteensé 8 reduktia, jos alkuperéi-
nen struktuuri lasketaan mukaan

Esimerkki 3.9 Monadisella struktuurilla
M = (N,{0,1,2},{1,2,3}), L = {P1,P5}
on ekspansio joka on ismorfinen struktuurin
M' = (N,{2,3,4},{3,4,5},{4,5,6}), L = {Py,P5, P53}

kanssa.

I

Lisdamme struktuuriin M relaation (osajoukon) 2,3, 4 ja tamdn jalkeen funk-
tio
n+2 josn<4

~J 0 josn =15
m(n) = 1 josn =6
n josn > 6

on isomorfismi M :n ekspansion ja M':n vaililld.

Esimerkki 3.10 Olkoon
L={P,S,L}
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(P="piste", S="suora", L="leikkaa"). Tdmd aakkosto soveltuu geometrian
tutkimiseen. Karteesinen tasogeometria muodostaa L—struktuurin

M= (PUS,PS,L)

missa
P = tason R? pisteiden joukko

S = tason R? suorien joukko
L = {(p,s) C P x S| piste p on suoralla s}.

Nitn sanotut epdeuklidiset geometriat ovat hyvin paljon mallin M kaltaisia,
mutta eiwdt isomorfisia. M :n kanssa ei—isomorfinen geometria saadaan myos
jos lihdetddin R?:n sijasta avarvudesta R™, n > 2.

Esimerkki 3.11 Olkoon
L=A{P,Je}

(A="alkio", J="joukko"). Jos A on joukko, saamme L-struktuurin
M = (AUPA), A, Je)

J P(A)
€ {{z,y)lr € Py e J o€y}

4 Predikaattilogiikka

Predikaattilogiikka on matemaattinen véline struktuurien ominaisuuksien tut-
kimiseen. Osoittautuu, ettd ominaisuuksilla jotka ovat ilmaistavissa predikaatti-
logiikassa, on tarkeitéd yhteisid ominaisuuksia. Predikaattilogiikkaa voi ajatella
ohjelmointikielend, jonka avulla voi kysya struktuurien ominaisuuksia.

Kuten ohjelmointikieltenkin kohdalla, predikaattilogiikan mé&aritelméa on
moniosainen ja laaja. Predikaattilogiikan ytimen muodostavat tietyt ns. lo-
ogiset symbolit, joiden kayttoon kaikki muu perustuu.

Loogisia symboleja ovat:

muuttujasymbolit vy, vy, ...

konnektiivit -, —
kvanttori v
sulkumerkit (,)
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Jos L on aakkosto, niin L-termit méaaritelldan seuraavalla induktiivisella
madritelmalla.

(1) Pelkkd muuttujasymboli v, on L-termi.
(2) Pelkké vakiosymboli ¢ € L on L-termi.

(3) Jos f € L,#.(f) = n ja ty,...,t, ovat L-termejé, niin ft;...¢, on
L-termi.

Jos aakkosto L ei sisilla funktiosymboleita, niin L-termeja ovat vain
muuttujat ja mahdolliset vakiosymbolit. Ehto (3) sen sijaan tuo runsaasti
mitd mutkikkaimpia L-termeja.

Esimerkki 4.1 Tarkastellaan struktuurin (ryhmdn)
Z = (Z,+,0)

aakkostoa L = {+,0}. (Symbolit + ja 0 ovat nyt siis kahdessa roolissa,
toisaalta funktiosymboli ja vakiosymboli, toisaalta funktio ja vakio) L-termejd
ovat:

0

Vo, V1, V2, ...

+tot: (esim. +00, +vgvy)

+4tot1to

ot Hotitots

jne.

Oleellisesti L-termit ovat muuttujien summalausekkeita.

Esimerkki 4.2 Tarkastellaan struktuurin (kunnan) R = (R, +,+,0,1) aakkos-

toa

L ={+,-,0,1}. L-termeji ovat:
0
1
Vo, U1, V2, ...

+tot1, toly

++tot1-tats, -+Lot1+Tats

~lota-tals

jne.
Oleellisesti kyse on polynomeista. Voidaan sanoa, ettd termit ovat poly-
nomien yleistyksid.
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Termien arvoja lasketaan aivan kuten polynomien arvoja. Valitaan muut-
tujille arvot ja sitten suoritetaan merkityt laskutoimitukset.
Olkoon M L-struktuuri. M:n tulkintojono on miké tahansa funktio

s: N — M.

L-termin t arvo M :ssa tulkintajonolla s,

t"(s)
madritellddn seuraavasti:
Tapaus 1: t = v;, tM(s) = s(i)
Tapaus 2: t = c, tM{s) = cM
Tapaus 3: t = f;t1...1,, tM(s) = Tuly () (M (s), ..., tM(s))

Termin arvon laskeminen on yleistys polynomin arvon laskemisesta anne-
tuilla muuttujien arvoilla.

Z=(Z,+,0)
(++vov1v2)%(s) = (+vov1)%(s) + v (s)
= vg (s) +vf (s) + v (s)
=5(0) + s(1) + s(2)
R=(R,+,-0,1)
(-+vov1v2)*(s) = (+vov1)™(s) - v3'(s)
= (vp () +vr'(s)) - v3'(s)
= (s(0) +s(1)) - s(2)
Lemma 4.3 Olkoot M ja M’ L-struktuureja ja © : M = M’'. Olkoon s :
N— M ja s :N— M siten ettd kaikilla n € N

s'(n) = w(s(n)).
Talloin kaikille L-termeille t pdtee
tM,(s'> = (M (s)).

Tod. Harjoitustehtdvd. [
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Erds matematiikan hyodillisimmista késitteistd on yhtdlon késite. Uusia
ja uusia menetelmié kehitetdan yhtalon ratkaisemiseksi. Yhtélon kasite on
keskeinen myés logiikassa, vaikka loogikot eivit kehitdkddn menetelmia ni-
iden ratkaisemiseksi. Logiikassa yhtéalot edustavat alkeellisinta muuttujien
ja vakioiden vélista riippuvuutta. Siksi yhtaloita kutsutaan logiikassa atom-
ikaavoiksi.

Jos L on aakkosto ja t; ja to ovat L-termejé, niin

=~ t1tg
on L-yhtalo. Esimerkkejé L-yhtaloisté ovat:

~ VoU1

A +Upcug #r(+) =2

~ VU3 Fr(+) = #o() =2
~ fffvgv, #r(f) =1.

L-yhtalo = t,t, luetaan siten ettd ~-merkin jélkeen etsitdén suppein termi
t1 ja loput muodostavat termin t,. Siispa

~ VyU1V2

ei ole L-yhtélo ja = ffvgv;veus on L-yhtalo vain jos #p(f) = 2.

Tyypillinen tehtdvd matematiikassa on annetun yhtdlon ratkaisujoukon
madradminen. Vastaavasti L-yhtélolle voidaan maéaritelld niiden tulkinta-
jonojen joukko, jotka “toteuttavat” sen.

Olkoon L aakkosto, M L-struktuuri ja = tito L-yhtalo. Maaritelladn

Tulys (= tity) = {s[t}(s) = 2 (s)}.

Tamé joukko muodostuu siis kaikista tulkintojonoista s, jotka antavat
saman arvon ti:lle ja ty:lle, aivan kuten algebrassa yhtilon z? + 2z + 1 = 93
ratkaisujoukko muodostuu kaikista pareista (a, b), joille yhtlé a®+2a+1 = b?
pétee (esimerkiksi kokonaislukujen joukossa).
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Esimerkkeja:

Tuly (= vovy) = {s]s(0) = s(1)}

Tuly (= voc) = {s]s(0) = M}

Tulz(~ +vovive) = {s]s(0) + s(1) = s(2)}
Tulr (= -vevovy) = {s]s(0)? = s(1)}.

Jos P(z) on z:n polynomi, on helppo kirjoittaa termi ¢, jossa x:44 on
merkitty vg:lla, siten etté

Tulr(~ tvy) = {s|P(s(0)) = s(1)}.

Jos merkitdan

NM = {s|s: N = M}

niin aina Tuly(~ tits) € YM. Mitd suurempi joukko Tuly (= tits) on,
sitéd enemmén yhtalolla & t1ty on ratkaisuja. Varsin yleisend déritapauksena
esiintyy Tuly(~ tits) = M, jolloin yhtild toteutuu kaikilla muuttujien
arvoilla, eli ilmaisee erdéanlaisen yleisen lainalaisuuden, kuten z +1 =1+«
kokonaislukujen ryhmissi ja (z + y)? = 2% + 22y + y? rationaalilukujen
kunnassa. Voi olla my6s Tuly (= t1t5) = (), jolloin yht&lo ei toteudu milldén
muuttujien arvoilla, kuten x + 2 = 1 kokonaislukujen ryhméssi tai 22 = 2
rationaalilukujen kunnassa.

Siirrymme nyt yhtaloista mielivaltaisiin kaavoihin. Niilld voidaan ilmaista
mutkikkaampia asiantiloja kuin pelkilld yhtaloilla. Kaavoilla voidaan il-
maista mm. yhtaléiden konjunktioita eli yhtdloryhmiéa ja yhtaloiden kieltoja
eli epayhtéaloita.

Maaritelma 4.4 Olkoon L aakkosto. L-kaavojen joukko mddritellddn seu-
raavasti:

1. Jos t1 ja ty ovat L-termejd, niin = tity on L-kaava.

2. JosR € L, #,(R) =n ja ty,...,t, ovat L-termejd, niin Rty ...t, on
L-kaava.

3. Jos ¢ ja ¢ ovat L-kaavoja ja n € N niin —p, (¢ — ) ja Yo, ovat
L-kaavoja.
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Kohtien 1 ja 2 maarittelemia kaavoja kutsutaan atomikaavoiksi. Kaytamme

seuraavia lyhenteita:

(V) = (e =) (disjunktio)
(eAY) = (o — ) (konjunktio)
(pe1) = =((¢g—=>¢) = (¥ —¢)) (ekvivalenssi)

Jupe = Vo,

Yhtalon ratkaisujoukon kisite yleistyy kaikille kaavoille. Mihin tahansa

L-kaavaan ¢ voidaan luonnollisella tavalla liittédéd ratkaisujoukko T'ulps(¢).
Tata yleistystd varten sovimme seuraavasta merkinnéasta: Joss : N — M. n €
N ja a € M, niin tulkintajono

s(a/n) € "M

maéadritellaan seuraavasti:

ajosi=mn

sla/m)(i) = {s(z) josi # n.

Tulkintajono s(a/m) on siis tdsméilleen sama tukintajono kuin s paitsi

ettd s(m):n arvo on muutettu s(a/m):ssé a:ksi. Siis s(a/m)(m) = a ja muilla
i:n arvoilla s(a/m)(i) = s(i).

Jos X C M, olkoon

A, (X) = {s|s(a/n) € X kaikilla a € M}.

Siis

s € A, (X) < kaikillaa € M : s(a/n) € X.

Téata operaatiota kiytetaan nyt kvanttoreiden semantiikan tdsmélliseen kasit-
telyyn. Seuraavaa méaaritelmaa kutsutaan Tarskin totuusmaaritelmaksi:

Maaritelma 4.5 Jos L on aakkosto, ¢ on L-kaava ja M on L-struktuuri,
nin

Tulp ()

madaritellddn seuraavasti:

1. Tulpy (= tity) = {s[tM{s) = t3(s)}

2. Tulpy(Rty ... t,) = {s|(t}(s),...,tM(s)) € RM}

n
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3. Tulpyr(—) = NM\ Tulp (o)

4. Tuly ((p = ) = O M\ Tuly () U Tuly (V)
5. Tulpy (Vo) = An(Tulpy(@)).

Tuly (@) on kaavan ¢ tulkinta L-struktuurissa M. Sanomme, ettd s toteut-
taa ¢ :n M :ssd,
M ):8 QO,

jos s € Tulp (). Sanomme, etti M toteuttaa ¢ : n,

M [ o,

jos Tuly (@) = NM, joilloin sanomme myés etti o on tosi M:ssd ja M on
¢ :n malla.

Kaavan ¢ tulkinta struktuurissa M on siis erds joukko tukintajonoja,
nimittdin niiden tulkintajonojen joukko, jotka toteuttavat kaavan ¢. Mita
suurempi s € Tuly(¢) on sitd useampi tulkintajono toteuttaa kaavan .
Toisaalta voi olla, ettd mikdén s ei toteuta kaavaa .

Esimerkki 4.6 1° Tulp (o A1) = Tulp () N Tulpr ().
2° Tulpyr(Fvnp) = {s|s(a/n) € Tulpy (@) jollakin a € M}.
Tod. Harjoitustehtdva. O

Esimerkki 4.7 Olkoon R = (R, +,-,0,1). Nyt s € Tulr(3vg = ++-vgvg-v109020)
joss on olemassa © € R siten ettd s(x/0) € Tuly(~ ++ - vovg-v1Uev20)

eli on olemassa * € R siten etti 2* + s(1) - x + s(2) = 0 eli yhtdlolli
22+ 5(1) - x + s(2) = 0 on reaalinen ratkaisu.

Esimerkki 4.8 L = {f}, #,(f) = 1,M = (M, f). Nyt f on injektio M —
M joss
TUZM(VU()VUl(% fUQf’Ul — ’U()Ul)) = NM

ja f on surjektio M — M joss
Tuly (Vve3vy = fojvg) = N M.

Esimerkki 4.9 Olkoon L = {+,0} ja Z = (Z,+,0). L-struktuuri Z on
seuraavien L-kaavojen malli:
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1. = +vgt+v1v3++vv1v9
2. =~ —f-UOoU(), ~ —|—0U01)0
3. Juy (% +vov1 0N = —|—’Ul'U00>.

Néméa ns. ryhmaaksioomat kirjoitetaan matematiikassa yleensd tutum-
malla merintatavalla:

v+ (y+z2)=(@+y) +=2
r+0=204+2x=2
Jy(r+y=y+z=0)

Algebrassa mité tahansa L-struktuuria, joka toteuttaa ryhméaksiomat 1-
3 sanotaan ryhmaéksi. Eréds viimeaikojen suuria tuloksia matematiikassa oli
aarellisten ryhmien taydellinen luokittelu.

Esimerkki 4.10 Lukuteoriassa tutkitaan luonnollisten lukujen 0,1,2,3,4, ...
jaollisuus- ym. aritmeettisia ominaisuuksia. Lukuteorian standardimalli
on

N=(N,+-0,1)

Monet luonnollisten lukujen ominaisuuksista ovat predikaattilogiikassa “mddariteltavissa’

s(0) parillinen joss N =5 Ju; ~ -+11vyvg
s(0) alkuluku joss N =g =3v3ua((R 010909 A 7 & v109) A = & 1)
s(0) nelié joss N =, Fv; & -v10100.

Maaritelma 4.11 L-kaava ¢ on L-kaavan ¢ looginen seuraus, ¢ = 1,
jos kaikille L-struktuureille M ja kaikille s : N — M pdtee:

Jos M =5 ¢ niin M =, 1.

Looginen seuraus ¢ |= v tarkoittaa, ettd valittiinpa minkélainen struktu-
uri tahansa ja minkélainen tulkintajono muuttujien tulkitsemiseksi tahansa,
niin jos ¢ toteutuu, myos ¥ toteutuu. Tama seuraussuhde on “loogista”
siind mielessa, ettd silld, miten struktuuri ja tulkintajono valitaan ei ole
mitddn merkitysta eli ¢ seuraa @:std pelkéstadn loogisen muotonsa perus-
teella. Esimerkiksi jos ¢ on konjunktio (i) A ), niin tietenkin v seuraa
p:sta.  Kvanttoreiden johdosta looginen seuraus voi kuitenkin olla &&rim-
maéisen mutkikasta. Ei ole olemassa mitdén yleistd mekaanista menetelmaa
sen ratkaisemiseksi seuraako annettu kaava loogisesti toisesta vai ei. Tama
on kuuluisa Churchin lause.
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Esimerkki 4.12 —Vv, ¢ = Jv,—p.

Tod. Oletetaan s € Tulp (=Vv,p). Siis s ¢ An(Tulpy (). Siis on olemassa
a € M siten ettd s(a/n) ¢ Tuly(p). Siis M =g Jv,—p.

a

Esimerkki 4.13 VU(]E]UlRUO’Ul F’é ElUO\V/UlR’U(ﬂ)l.

Tod. Olkoon M = (N, <) jas: N — N. s(a/0)(a+1/1) € Tulp(Rugvy) joten
s(a/0) € Tulp(3v1Rvgvy) olipa a € N mikd hyvinsa. Siis s € Tul p (VogIvyRugoy).
Toisaaalta jos s € Tulp(FvgVv1Rugvy) niin on olemassa a € N siten ettd
s(a/0) € Ay (Tulp (Rugvy)). Erityisesti s(a/0)(a/1) € Tuly (Rvgvy) mikd on
ristiriita. Siis s ¢ Tulp (FvgVo Ruguy).

O

Esimerkki 4.14 JugVuip = Yo Juge.

Tod. Olkoon M |=, FugVuip. Siis jollakin a € M M |=yq0) Yoip. Nyt
voimme todistaa M =4 Yvi3ugp. Olkoon ndet b € M mielivaltainen. Tiedimme
etti M =ya/0)0/1) p- Mutta s(a/0)(b/1) = s(b/1)(a/0), joten M |=yu1)
Jugp. Koska b oli mielivaltainen, pitee M =, Yv,Jugep.

O

Esimerkki 4.15 Yvo(Puvg V Qug) ~ (VogPug V VueQuyp).

Tod. Olkoon M = ({0,1},{0},{1}), missd {0} = Tuly(P) ja {1} =
Tulp(Q). Olkoon s : N — {0,1}. Jos a € {0,1}, niin a = 0 tai a = 1,
joten M g0y (Pvo V Quo). Toisaalta M =, YogPug, koska M 4 0y Puo.
Samoin M s YooQug. Siis M s (YvgPug V VugQuy)

O

Maaritelma 4.16 L-kaava ¢ on validi, = ¢, jos M =5 ¢ pitee kaikille
L-struktuureille M ja kaikille s : N — M. Ekvivalentisti

Tuly(p) =M.

Validisuus on erds loogisen seurauksen erikoistapaus. Validi kaava seu-
raa loogisesti mistd tahansa kaavasta, koska se on aina tosi. Validi kaava
ilmaisee yleisen “loogisen maailman” totuuden, joka ei riipu struktuurista
eikd muuttujien arvoista. Validi kaava on aina tosi pelkdn muotonsa vuoksi.
Esimerkiksi (¢ — ¢) on validi, jopa riippumatta siitd mikid ¢ on. Tésta
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ei pida vetédd sitd johtopadtosté, ettd validisuus olisi jotenkin triviaali omi-
naisuus. Edellamainitun Churchin lauseen nojalla néet validisuuttakaan ei
voi tarkistaa mekaanisesti, joten kaikki validit kaavat eivit ole yhta selvia
tapauksia kuin (¢ — ¢). Implikaatio (¢ — 9) voi olla validi hyvin syvéllis-
estd matemaattisesta syystd. Ajatellaanpa lukuteoriaa. Nyt ¢ olla dérellinen
konjunktio parhaista tunnetuista lukuteorian aksioomeista, jolloin kysymys
kaavan (¢ — 1) validisuudesta on kiyténnossi (joskaan ei teoriassa) yhté
vaikea ratkaista kuin kysymys, onko v tosi lukuteorian standardimallissa.

Esimerkki 4.17 1. ¢ =1 joss E (¢ — )

2. ¢ E (Y A=) joss @:lld ei ole malleja joss ¢ =1 kaikille 1.
Tod. Harj. teht. O

5 Kaavojen ominaisuuksia
Muuttuja v esiintyy seuraavissa kahdessa kaavassa
Rugvy (1)

VUO R'UQ’Ul (2)

Ero johon kiinnitdmme huomion on siiné, ettd kaavan (1) totuus riippuu vg:n
tulkinnasta, kun taas kaavan (2) totuus ei riipu. Vertaa lausekkeisiin

> +y—5 (3)

1
/ z’dr +y (4)
0

Lausekkeen (3) arvo riippuu x:n arvosta, mutta lausekkeen (4) arvo ei. Sanomme
ettd vg esiintyy (1):ssd vapaana, mutta (2):ssa sidottuna. Tarkempi méaaritelméa
seuraa.

Kaavan alikaava on sen osa, joka itsekin on kaava. Téama késite voidaan
madritelld induktiivisesti seuraavasti.

1. Atomikaavan alikaavoja ovat vain kaava itse.

2. Kaavan —p alikaavoja ovat —¢ ja (:n alikaavat.

30



3. Kaavan (¢ — 1) alikaavoja ovat (¢ — 1), ¢ alikaavat ja ¢:n alikaa-
vat.

4. Kaavan Vv, alikaavoja ovat Vv, sekd ¢:n alikaavat.

Muuttujan v, esiintyméa kaavassa on sidottu jos se osuu muotoa Vv,
olevaan alikaavaan. Muuten esiintymé on vapaa. Induktiivinen méaritelméa
samalle asialle:

1. Atomikaavassa muuttujat esiintyvét aina vapaana.
2. —p:ssd on samat sidotut esiintymaét kuin ¢:ssé.

3. (¢ — 1):ssd muuttujan esiintymé on sidottu jos se on sidottu esiintyma
:ssd tai sidottu esiintyma ):ssé.

4. Yv,p:ssé muuttujan v, esiintymaé on sidottu, jos se on sidottu esiintymé
p:ssa tai jos n = m.

Esimerkki 5.1 (VooRvovy — VuiRwvivg), s = sidottu esiintymd

S S v S s v
Vuo(Rugvy — Yo Rujvg), v = wapaa esiintymd
S S v S S S8

Seuraava lause osoittaa, ettd kaavan ¢ toteutuvuus annetulla tulkinta-
jonolla s riippuu funktion s arvoista s(n) vain sellaisilla argumentin n ar-
voilla, joilla v, esiintyy vapaana kaavassa . Aivan erityisesti toteutuvuus
riippuu vain niistd arvoista s(n), joilla v, ylipddtdan esiintyy @:ssd. Nama
tulokset eivit tietenkddn ole yllattavia eivatkd mitenkaédn syvéllisid kaavojen
ominaisuuksia. Mielenkiintoista on oikeastaan vain se, miten téllainen seikka
todistetaan. Todistus on logiikalle tyypillinen induktiotodistus.

Lause 5.2 Olkoon L aakkosto, ¢ L-kaava ja M L-struktuuri. Olkoot s ja s
M:n tulkintajonoja siten ettd

s(n) = s'(n)
jos vy, esuintyy vapaana p:ssa. Talloin
ME; <= M =y .

Tod. Olkoon & niiden L-kaavojen ¢ joukko, joille viite patee. Osoitamme
nyt
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1. L-atomikaavat ovat £:ssa

2. pel = pef

w

e = (p =) el
4. pefneN=WY,pef
Naista ehdoista seuraa, ettd viite péatee kaikille L-kaavoille.

1. (a) = tity € €. Helposti nahdaéan (Vaatii oman pienen induktiotodis-
tuksensa) ettd t}(s) = tM(s'). Siis

M =g tity, <= tM(s) =)/ (s)
— M) = d1(s)
— M ):5/% t1to

M= Rty ..ty = (), ..., tM(s)) € Tuly(R)
= (s, o ()Y € Tuly(R)

<— My Rt;.. . t,.

2. Oletetaan ¢ € £. Nyt

ME,—p = M%S(p{:>M|#5/g0

ind.ol.

= M Ey .

3. Oletetaan ¢, ¢ € £. Kuten ylla, (¢ — ) € £.

4. Oletetaan ¢ € £ jan € N. Osoitamme, ettd Vv,p € £. Olkoon sita
varten s : N — M ja s : N — M se. s(i) = §'(i) kun v; esiintyy
vapaana Yo, p:ssi.

M = Voo <= kaikillaa € M : M Eyum) ¢
< kaikillaa € M : M Fs(a/m) ©

— M [y Youp.
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Maaritelma 5.3 L-kaava on L-lause, jos siind ei esitnny mikddan muuttuja
vapaana.

Yleensi M = ¢ tarkoittaa, ettd M =4 ¢ kaikilla s : N — M. Jos ¢ on
L-lause, niin edellisen lauseen nojalla M =, ¢ kaikilla s : N — M jos ja vain
jos M |=¢ ¢ jollakin s : N — M. Lauseen totuus mallissa on siis riippumaton
tulkintajonosta.

Seuraava tirked ja laajasti sovellettu perustavanlainen lause osoittaa, etta
isomorfia sdilyttdd totuuden. Se osoittaa, ettd logiikan vélinein ei voi erot-
taa toisistaan kahta isomorfista struktuuria. N&in taytyykin olla. Isomor-
fisilla struktuureilla on sama “rakenne” ja logiikka kayttda struktuureita ni-
men omaan esimerkkeiné “rakenteista”. Siksi on tarkedd, etté logiikan kaavat
ovat yhtd mieltd isomorfisista struktuureista.

Lause 5.4 ("Isomorfia siilyttdd totuuden") Olkoot M ja M' L-struktuureita

jam: M — M’ isomorfismi. Tdilloin kaikille L-kaavoille ¢ ja tulkintajonoille
s € NM pitee
M Es o <= M Eros .

Todistus Olkoon & niiden kaavojen ¢ joukko, joille pétee: “Kaikille s € NM:
M s ¢ <= M’ ros ¢”. Todistamme induktiolla, ettd kaikki kaavat ovat
E:ssil.

1. = tity € &, silla:

M i~ tity tM(s) = ) (s) madritelmin mukaan

7t (s)) = n(t}"(s)) koska 7 on injektio

tM (1o s) =t} (r 0 5) lemman 4.3 mukaan

11t

M' =05~ t1ty madritelmén mukaan.

2. Rty ...t, € &, silli:

ME Rty .. t, = ((s),... ( )) € Tulp/(R) mééritelmédn mukaan
— (rt}(s),. tM(s)) € Tulyy(R) koska 7 on isomorfismi.
— (1o 5> : t% (mos)) € Tulpy(R) lemman 4.3 nojalla
— M o Rtl ... t, maaritelmén mukaan.

s'(a/n)(i) aina kun v; esiintyy vapaana :ssé, silld jos i = n,
(i). Toisaalta jos ¢ # n, niin v; esiintyy vapaana myos Vo, @:ssi
s'(a/n)(1), joten induktio-oletusta voidaan soveltaa.

'Huomaa etti s(a/n)(i
niin s(a/n)(i) = a = s'(a/
jas(a/n)(i) = s(i) = s'(i)

~

)=
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3. Oletetaan ¢ € &£ ja todistetaan —p € £.

M s ¢ < M £, p méiritelmdn mukaan
<= M’ Fros p oletuksen ¢ € € mukaan

< M' E,.s ¢ miiritelmin mukaan.

4. Oletetaan ¢ € £ ja ¢ € € ja todistetaan (¢ — ) € €. Triviaali!

5. Oletetaan ¢ € £ jan € N. Teemme ensin seuraavan havainnon: jos
a € M, niin

(mos)(m(a)/n) =mo(s(a/n))) (5)
M Vo, <= Kaikillaa € M M FEyum) ¢
< Kaikillaa € M M’ Ero(sa/n)) ¢
< Kaikillaa € M M' E(ros)(n(a)/n) ¥

<~ Kaikilla o’ € M’ M’ |:(7ros)(a’/n) ¥

= M s Yo

O
Seuraava korollaari on ylla todistetun lauseen varsinainen kayttotapa: iso-
morfisissa malleissa samat lauseet ovat tosia.

Korollaari 5.5 Jos M ja M’ ovat L-struktuureja ja M = M’ niin kaikille

L-lauseille ¢ pdtee.
MEp— MEyp

Kahden mallin ei valttdmaéatta tarvitse olla isomorfisia, jotta niissd olisi
samat lauseet tosia. Tulemme ndkeméén, ettd on olemassa ddrettomia malleja,
joissa on tasmalleen samat lauseet tosia, mutta silti mallit ovat ei-isomorfisia.
Tama havainto on pohjana seuraavalle tarkeélle méaritelmaélle:

Maaritelma 5.6 L-struktuurit M ja M’ ovat elementaalisti ekvivalentit,
M= M
jos kaikille L-lauseille o pdtee
MEpe= Mo
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Korollaarin 5.5 sisélté voidaan nyt kutistaa toteamukseen: M = M’ im-
plikoi M = M.

Maaritelma 5.7 Olkoon M L-struktuuri ja X C M"™. Sanomme, etti X
on maariteltdva relaatio M :ssa, jos on olemassa L-kaava ¢ siten ettd
kaikille s : N — M patee.

MEs <= (s(0),...,s(n—1)) e X

Alkio a € M on mddriteltavd alkio M :ssd jos 1-paikkainen relaatio {a}
on madriteltavd relaatio M :ssd. Funktio h : M™ — M on mdaariteltava
funktio M :ssd jos n+1-paikkainen relaatio

{<CLO, e, Qp1, h(a,o, . ,an,1)>‘a0, s, Qpo1 € M}
on.

Lause 5.8 ("Automorfismit sdilyttavit méiriteltavit relaatiot") Olkoon
M L-struktuurt ja X C M™ mdariteltavd relaatio M :ssa. Jos m on M :n au-
tomorfismi, nuin kaikille aq, ..., a, € M pdtee

(ay,...,a,) € X <= (m(ay),...,7(a,)) € X
Vastaava tulos pdtee mddriteltiville funktioille ja alkioille.
Tod. Olkoon ¢ L-kaava siten etté
(s(0),...,8(n—1)) € X <= M =, .
Nyt

(s(0),...,s(n—=1) e X <= MEp
<= M [=r0s ¢ Lauseen 5.4 noj.
<~ (n(s(0)),...,7(s(n—=1))) € X

Vaitos seuraa kun valitaan s(i) = a;4q. O

Esimerkki 5.9 Kuvassa 1 on 12:n alkion verkko G = (G, R) Alkio 2 on
mddriteltavissd, koska kaikilla s

5(0) = 2 <= G =, Fv1Vua(Rugvy == vovy)
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Figure 1: verkko

Olkoon
92 - & V1V
03 (('92 N = 7)11)3> AR ’U2U3)
94 (((93 N = U1U4) N = UQU4> N~ U3U4)

Qn—i—l ( .. (Gn N = Ulvn—i—l) AR UQ’Un_H) AN AN B Unl)n+1)
Siis #,, sanoo, etta vy, ..., v, ovat eri alkioita. Olkoon 1, kaava
Fuy ... Fv, (0, A (Ruguy A ... A Rugoy,))

Siis 1), sanoo, ettd vp:lla on ainakin n naapuria. Olkoon ¢, kaava (1, A
—b,11), joka sanoo, etti vg:lla on tasan n naapuria.

Joukko {3,4,5,6,7,9,11} on méaariteltava kaavalla po. Joukko {8, 10,12}
on médriteltava kaavalla 3. Alkio 1 on mééariteltdva kaavalla 1o. Alkio 3
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ei ole méaariteltava, koska

4 josx =3
m(x) =43 josx=4

r muuten

on G:n automorfismi. Néin koko verkko G voidaan kiyda lapi ratkaista, mitka
osajoukot ovat maariteltavia ja mitka eivat.

Esimerkki 5.10 Mallin N = (N, +,-,0,1) jokainen alkio on mddriteltivd.
N:lli ei ole muita automorfismeja kuin identtinen kuvaus. (N on jaykka,).
Mallin Q@ = (Q, +,-,0, 1) jokainen alkio on mddriteltavi (Harj.teht.). Mallin
(N, <) jokainen alkio on mddriteltivd, mutta mallin (Q, <) mikddin alkio ei
ole mddriteltava.

Esimerkki 5.11 Olkoon G kuten esimerkissd 5.9. Struktuurissa G' = (G, R, 3)
on alkiolle 3 annettu nimi, esimerkiksi c3. Nyt kaava =~ vocg mdadrittelee
alkion 3. Alkio 4 on mddriteltdvi kaavalla

(Rwocs A —=10).

Joukot {3,4} ja {5,6}, jotka eivit olleet madriteltivid struktuurissa G, ovat
kuitenkin mdadriteltivid struktuurissa G'.

Seuraavassa on tyypillinen tilanne logiikassa: olemme kirjoittaneet kaa-
van, esim
v = Jua(Rugvg A Ruqvy)

ja haluamme kaavan ¢’ joka sanoo vg:sta ja vy:sta saman kuin ¢ sanoo vg:sta
ja vy:std. Suora sijoitus ei kdy, silld néin saadaan

HUQ(R,UO/UQ VAN RUQUQ)
jossa on vain vy vapaa. Taytyy keksid muuta!

Maaritelma 5.12 Termi t on sijoitettavissa muuttujaan v, kaavassa

2
SMK(t, vy, ¢)

jos mikdadn termin t muuttujista ei tule sidotuksi sijoituksen jdlkeen. Sijoit-
taminen tarkoittaa aina sijoittamista vapaisiin esiintymaiin.

37



Esimerkki 5.13

Kaava Muuttujaan | voi sijoittaa | ei voi sijoittaa
Jv; =~ vy o Vg U1

fU[) fUl
Ruouy U1 mitd tahansa -
JugVu, = fvguyvs Vs foous fvguy
JusVu, ~ fvsvsvs Vg fvguy fogvy

Lause 5.14 Kaikille t, v, ja ¢ on olemassa ©* siten, etti = ¢ <> ¢* ja

SMK (¢, vy, ©*).

Tod. Harj. teht. O.

Lause 5.15 ("Sijoitettavuuslause") Olkoon L aakkosto, M L-struktuuri

jas:N— M.

1. Olkoon t L-termi, jossa esiintyy muuttujat vo, ..., v,. Olkoot ty,... t,
L-termejd. Olkoon t' saatu t:std korvaamalla v; termilld t;, kun i =
0,...,n. Nyt ()M (s) =tM(s'), kun

) = {uM (s) i<n

s(i)  i>n

2. Olkoon ¢ L-kaava jossa esiintyy muuttujat vy, ..., v,. Olkoot tg, ... 1,
L-termejd. Olkoon ¢ saatu ¢:std korvaamalla v; vapaissa esiintymis-
sadn termilld t;, kun 0 < i < n. Oletetaan, ettdc SMK(t;,v;,p) kun
0<i<mn. Tdalloin

mMissa

Tod. Harj. teht. O

My o= M |5 ¢

s'(i)

_ {t%(s) i<n

s(i) i>n
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6 Identiteetti

Kiinnitdmme nyt huomiota identiteetin erityisominaisuuksiin. Tietyt iden-
titeetin sisédltévat kaavat ovat valideja varsin triviaaleista syista, kuten nyt
naemme.

Lemma 6.1 Seuraavat L-kaavat ovat valideja olipa ¢ mikd L-atomikaava
hyvinsd ja t,t',ty, ... ty,ur,...,u, mitd L-termeji hyvansd ja mq,...,m,
mitd luonnollisia lukuja tahansa.

1. = tt
2. (=it =~ t't)
3. (((% tiug A LA R tnun) A %0/> — 80”)

missi @' on saatu p:std korvaamalla muuttaja v, termilli t; kaikilla 1 <
i <n ja ¢" vastaavasti korvaamalla muuttaja v,,, termilld u;.

Tod. Olkoon M L-struktuuri ja s : N — M. Kohdat 1 ja 2 ovat triviaaleja,
joten todistamme kohdan 3. Oletetaan

Siis
() =u}"(s) i=1,....n
M |:s 90/
Olkoon
) tf” s) J=my
s'(j) = { .< )
s(j)  muuten
ja

§"(7) — ufw<5> J=my
(4) {S(j.

) muuten.

Lauseen 5.15 nojalla

ME;¢ <= MEyyp
M ¢" &= MEgp
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Koska nyt §'(i) = " (i) kaikilla ¢, saamme
ME,¢ <= M ¢"
o

Lemman 6.1 kohtien (1) ja (2) kaavoja kutsutaan L-identiteettiaksioomiksi.
Identiteettiaksioomat ovat yksinkertaisia, mutta joskus voi vaatia erityista
tarkkaavaisuutta ndhdé, etta tietty kaava on identiteettiaksiooma.

Esimerkki 6.2 L-identiteettiaksioomeja:
R Vo, & cc, = fuguifugu,

((% Vo1 N RUO> — R,Ul)
(= voui A = fuguy) == fuyvs)

(= V1V & V1Vg) == VyU3).

7 Paittely

Predikaattilogiikan paattelyt ovat hyvin samantapaisia kuin propositiologi-
ikankin paattelyt. Identiteetti ja kvanttorit tuovat uusia aksioomeja ja uuden
sdannon Modus Ponens sddnnon rinnalle. Myohemmin osoitamme, ettd myos
predikaattilogiikka toteuttaa téydellisyyslauseen: kaikki validit ovat todistu-
via.

Jokainen predikaattilogiikan kaava on joko atomikaava, negaatiolla alkava
kaava, kahden kaavan implikaatio tai universaalikvanttorilla alkava kaava.
Jos atomikaavoja ja universaalikvanttorilla alkavia kaavoja ajatellaan propo-
sitiosymboleiksi, ovat predikaattilogiikan kaavat itse asiassa propositiolau-
seita. Nain voimme puhua esimerkiksi kaavojen

(= tt" == tt'), (Vogp V Vo)

tautologisuudesta. Kaavan ¢ tautologisuus tarkoittaa siis sitéd, ettd kuvat-
tiinpa atomikaavat ja universaalikvanttorilla alkavat kaavat luvuiksi 0 ja 1
milld tahansa totuusjakaumalla, niin ¢ saa télla totuusjakaumalla arvon 1.
On huomattava, ettd Juvyp on lyhenne kaavasta —Vvy—p. Niinpé

(Vv;= V Jup), ~(Yv;—p A Jugp)
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ovat tautologioita.

Paattely tarkoittaa jonoa kaavoja, missa jokainen jonon jasen saadaan
edeltdjistd niin sanottujen paattelysddntojen avulla. FErddt paittelyjonon
alkiot ovat erityisasemassa. N&itd ovat propositiologiikan aksioomat, L-
identiteettiaksioomat ja ns. L-kvanttoriaksioomat eli L-kaavat:

(Vo0 — '),

missé ¢’ on saatu 1):sté sijoittamalla v;m vapaisiin esiintymiin termi ¢, josta
oletetaan SMK(¢,v;, ).

Lemma 7.1 L-kvanttoriaksioomat ovat valideja.

Tod. Oletetaan M =, Vv;¢) ja SMK(t,v;,v). Siis M =g/ ¢, kun
a = tM(s). Lauseen 5.15 nojalla M =, ¢'. Siis = Yoo — .
O

Maaritelma 7.2 Predikaattilogitkan L-aksioomien joukko madritellddan seu-
raavasti

e [-kaavat jotka ovat propositiologitkan aksioomia ovat myds predikaat-
tilogitkan L-aksioomia.

o [-identiteettiaksioomat ovat aksioomia.

o L-kvanttoriaksioomat ovat aksioomia.
L-kaavojen joukosta ¥ todistuvien L-kaavojen joukko mdadritellddn seuraavasts
(T1) Jokainen ¥:n alkio on todistuva joukosta 3.
(T2) Jokainen L-aksiooma on todistuva joukosta 3.

(T3) Modus Ponens: Jos L-kaavat ¢ ja (¢ — 1) ovat todistuvia joukosta 3
nin myos Y on todistuva joukosta 3.

(T4) Yleistyssidinto: Jos L-kaava (¢ — 0) on todistuva joukosta ¥ ja v; on
muuttuja siten, etta

® v; el esunny vapaana 1) :ssa

e v; ei esunny vapaana X:n kaavoissa
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niin (¢ — Yv;0) on todistuva joukosta X.

Jos L-kaava ¢ on todistuva L-kaavojen joukosta X, merkitdin > F . Jos
0 &, merkitidn - ¢ ja sanotaan, ettd ¢ on todistuva.

Todistuvuuden maaritelma voidaan yhtapitavasti esittaa seuraavassa vai-
htoehtoisessa muodossa:

Maaritelma 7.3 Olkoon L aakkosto ja 3 joukko L-kaavoja. Todistus eli
pddttely X:sta on jono (¢1,...,on) L-kaavoja siten ettd jokainen p; toteut-
taa jonkin seuraavista ehdoista:

1. y; on X alkio
w; on propositiologitkan aksiooma
w; on L-identiteettiaksiooma
w; on L-kvanttoriaksiooma
w; on saatu Modus Ponens-sdadinndlld aikaisemmista eli on ole-
massa j, k < i siten ettd ¢; = (vr — @;).
6. i on saatu yleistyssGdanndlld aikaisemmista eli ¢; = (Y — Yv;0)

ja on olemassa k < i siten ettd

® v = (¢ —0)

® U, €1 esunny vapaana 1/1.'88@

® v; ei esinny vapaana X:n kaavoissa

Selvasti, L-kaava ¢ on todistuva X:sta jos ja vain jos on olemassa todistus
(p1...p,) X:sta siten ettd o, = @.

Osoitimme edelléd propositiologiikan yhteydesséi, ettd kaikki tautologiat
ovat todistuvia. Siksi voimme nyt hyviksyéd todistuksen erddnd askeleena
minka tahansa tautologian.

Esimerkki 7.4 Oletetaan, ettit)’ on saatu kaavasta v sijoittamalla muuttu-
jan v; vapaisiin esiintymiin termi t ja lisiksi SMK(t, v;, ). Tdalldin & (¢ —

Fvj1):
1. (Yvj—¢ — =) L-kvanttoriaksiooma
2. (Vu~¢ — ') — (¢ — =Yu;—))  tautologia
3. (¢ — Jvu) MP 1,2
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Esimerkki 7.5 Oletetaan X F (¢ — 0), missi v; ei esiinny vapaana 6:ssa
eikd X.:n kaavoissa. Tdlloin X F (Jvjp — 6).

1. (¢ —0) oletuksen nojalla todistuva X :sta

2. (= 0) = (=0 — —)) tautologia

3. (~0 — ) MP 1,2

4. (40 = Yv;—)) yleistys 3

5. ((m8 = Yv;~) — (=Vv;— — 6))  tautologia

6. (Jv) — 0) MP 4.5 0

Esimerkki 7.6 {Rc, Yug(Rvy — Puvg)} = Pc
1. (Yvo(Rvyg = Pug) — (Rc — Pc))  kvanttoriaksiooma

2. Yug(Rvg — Puyp) oletus

3. (Rec — Pc) MP 1,2

4. Rc oletus

5. Pc MP 3, O

Esimerkki 7.7 {Yv,—¢} F =3v,p
1. (Yu,—p = = Vu,—p)  tautologia

2. Y, oletus

3. —\—|\V’Un—|(p MP 1,2 O
3
Un @

Esimerkki 7.8 {Jv,—¢} F —Vu,¢

1. (Ve — @) kvanttoriaksiooma
2. (Vopp = ¢) = (Yup — ) tautologia
3. VMo — =) MP 1,2
4. (Yo = Yu,—p) yleistys 3
5. (Vo = Yu,——p) = (=Vu,——p — —VYu,p))  tautologia
6. (—Vu,—~—p — Vo,p) MP 5,6

—_——

Fvn

7. Ju,—p oletus
8. =V, MP 6,7 O
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Lause 7.9 (Korrektisuuslause) Jos ¥ = ¢, niin ¥ = ¢.

Todistus. Olkoon (¢, ..., ¢,) kaavan ¢ todistus X:sta. Todistamme induk-
tiolla m:n suhteen:

Viite: ¥ = ¢;.
1. @; on X:n alkio. Selvd tapaus.
2. ; on propositiologiikan aksiooma. Selvd tapaus.
3. ; identiteettiaksiooma. Lemma 6.1
4. @; kvanttoriaksiooma. Lemma 7.1

5. ¢; saatu Modus Ponensilla ¢;:std ja ¢g:sta, kun ¢ = (@; = ¢;).
Induktio-oletuksen nojalla ¥ = ¢; ja ¥ = ¢. Siis ¥ = ¢;.

6. ¢; on saatu yleistyksella eli
@i = (¥ — Yu0)

@; = (1 — ) jollakin j < 1,
ja vg el ole vapaa 1:ssé eika >i:ssa.

Osoitetaan, ettd X F (¢ — Vug#). Olkoon M E4 ¥ ja M E, 1. Olkoon
a € M. Lauseen 5.2 nojalla M F/n) X ja M Fyq/m) ¥. Induktio-
oletuksen nojalla X E (1) — 0), joten M Ey(4/n) 6. Olemme todistaneet,
etta M |:s Vvkﬁ.

Korrektisuuslause antaa tarkedn keinon osoittaa, ettd X ¥ ¢:
Korollaari 7.10 Jos ¥ F ¢, niin X ¥ .
Esimerkki 7.11 {Vvo(Rvg — Pvy),Pc} ¥ Re.

Todistus. Olkoon M = ({0}, Tulpq), missd Tulp(c) = 0, Tulpg(R) = 0 ja
Tulp(P) = {0}. Nyt M E Yug(Rvg — Pvg) ja M E Pc, mutta M ¥ Rec. O
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Esimerkki 7.12 {Vvo3v; Rvgvy, Yo JvgRugvr } ¥ FugRugug
Todistus. Olkoon M = ({0,1},{(0,1),(1,0)}). Nyt
M ': \V/’U()ElleU()Ul,

M E VYo dugRugvy, mutta
M ¥ ElU(]RUQUo.

O

Seuraava lemma osoittaa, etta tietyissé tapauksissa vakio voidaan korvata
muuttujalla. Esimerkiksi todistuksesta

(1)  (Vvey—Rwg — —Rc) kv. aks.
(2) ((Vvo—Rwg — —Rc) = (Rc — —Vyy—Rug)) tautologia
(3) (Rc— —Vuy—Ruy) MP 1,2
(4) (Rc— JvoRuwp) lyhenne

Saadaan véitteen - (Rv; — JugRuwp) todistus korvaamalla kaikkialla symboli
¢ symbolilla vy:

(1) (Yvo—Rwg — —Rvy) kvanttoriaksiooma
(2) ((Vvo—Rwg — —Rwv;) = (Rv; — —Vuy—Rug)) tautologia

(3) (R,Ul — _\VUQ_\RU()) MP 1,2

(4) (Rwvy — JuyRuy) lyhenne

Merkinta: Jos ¢ on kaava ja t termi,

p(t/vn)

tarkoittaa kaavaa, joka saadaan (:sta korvaamalla v,, vapaissa esiintymissaan
termilla ¢. Lauseeen 5.15 nojalla

SMK(t, v,, ) =
M E o(t/va) <= M Eyam ¢ kun a = t"(s)

Eli, jos t on sijoitettavissa muuttujaan v, kaavassa o, niin kaavan o(t/v,)
totuusehdot voidaan laskea kun tunnetaan kaavan ¢ totuusehdot ja termin
t arvot.
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Lemma 7.13 (Vakioiden lemma) Olkoon L aakkosto, ¢ L-kaava, n € N,
cé¢ L ja ¥ joukko L-kaavoja. Jos

Y Fplc/vn)

niun on olemassa m € N siten etta

Y F (v /vn)
kun k > m.

Tod. Olkoon (p1,..., @) kaavan ¢(c/v,) todistus 3:sta. Olkoon m € N
niin suuri, ettd vy ei esiinny kaavoissa ¢1, ..., ¢, kun k& > m. Olkoon k >
m kiinted. Jos € on mikd tahansa kaava, niin olkoon 6 saatu kaavasta 6
korvaamalla kaikkialla symboli ¢ symbolilla v;. Koska ¢ ¢ L, on ' = 0
kaikilla L-kaavoilla 0. Koska kaavat ¢; ovat L U {c}-kaavoja, niille sama ei
pade.

Viite (¢, ..., ¢,) on todistus X:sta

1° ;€ X ¢ = p; joten p; € X

2°  p; tautologia: Selvésti ¢} on tautologia.

3° ; on identiteettiaksiooma. Selvésti ¢ on identiteettiaksiooma.

4° ¢, on kvanttoriaksiooma Vv;¢ — 1) (t/v;) missé SMK(¢, v;, ¢). Selvésti myos
SMK(t, vj, "), joten ¢} = Yv;o0" — ' (t/v;) on kvanttoriaksiooma.

5% ¢; on saatu MP:lla kaavoista ¢; ja ¢, = (¢; = ¢i). Nyt ¢} saadaan MP:lla
kaavoista ¢ ja ¢}, = (¢} — ¢;).

6° ;= (v = Yu;0) on saatu yleistyssdannolld kaavasta ¢ = (¢ — 0) ja v; el
esiinny vapaana :ssia. Nyt

¢, =W —=0)
vi =W = Vut)

ja v; el esiinny vapaana 1)':ssa, joten ¢; saadaan yleistyssd&annolla ) :sta.

Lause 7.14 (Deduktioteoreema) Jos X U{¢Y} - ¢, niin ¥ F (¢ — ¢).

Tod. Olkoon ¢y,..., ¢, kaavan ¢ todistus 3 U {t}:sta.
Viite: X F (¢ — ;) kaikilla i = 1...n.
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1° @, € LU{}. Selvisti ¥ F (v — ¢;)
2°  p; tautologia. Selvisti X F (¢ — ¢;)
3% ; on identiteettiaksiooma. Selvésti ¥ (¢ — ¢;)
4° ¢, on kvanttoriaksiooma. Selvésti X - (¢ — ¢;)
5% ; on saatu MP:lla p;:std ja @p:sta, o, = (p; = ;). Kéyttamalla tautolo-
giaa (¢ = ¢;) = (¥ = ¢r) = (Y = ¢;))) ndhdéaén ettd X = (¢ — ¢;).
6° ; on saatu yleistyssadnnolla ¢y :sta,
Qi = (91 — Vv]ﬂg)
o = (01 — 6,)
ja v; el vapaa X U {¢} - @ U {0 }:ssd. Nyt
(Y Ab) = 6a)
ja v; el vapaa X U {¢ A 0, }:ssé. Siis
Y F ((@ZJ VAN 91) — vngg)
mista seuraa
O
8 Teoriat

Maaritelma 8.1 Olkoon L aakkosto. L-teoria on mikd tahansa joukko L-
lauseita. L-struktuuri M on L-teorian ¥ malli jos M = X. ¥ on ristiri-
itainen jos on olemassa L-lause ¢ siten ettd

YEpjaXt-op

muuten ristiriidaton.

Lause 8.2 Jos X:lla on malli, nitn ¥ on ristiritdaton.

Todistus. Jos X F ¢ ja X F —¢ niin korrektisuuslauseen nojalla >:lla ei voi
olla mallia. O
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Lause 8.3 L on aakkosto ja M on L-struktuuri, niin
Th(M)={¢ | ¢ L —lause, M = ¢}
on ristiriidaton L-teoria.
Todistus. Koska M = Th(M), seuraa M = . O
Lause 8.3 antaa suuren maaran esimerkkeja ristiriidattomista teorioista:

Th((N,+,-,0,1)) tosi aritmetiikka
Th((R,+,-,0,1)) reaalilukujen kunnan teoria
Th((N,S,0))  seuraajafunktion teoria

Lemma 8.4 Jos ¥ on ristiriitainen joukko L-lauseita, niin on olemassa
adarellinen 35 C X siten, ettd X on ristiriitainen.

Todistus. . Oletetaan, ettd X = ¢ A =p. Olkoon ¢, ..., ¢, lauseen ¢ A —p
todistus Y:sta. Olkoon ¥g = {¢;|¢; € X}. Télloin ¢y, ..., ¢, on lauseen
@ N\~ todistus Yg:sta. [J

Lemma 8.5 (Ketjulemma) Jos ¥y C 31 C ¥y C ... owvat ristiriiddattomia
joukkoja L-lauseita, niin myos | J. -, Xy, on ristiriidaton.

Todistus.. Olkoon X/ C U;'LOZO Y, aarellinen. Talloin on olemassa m € N

sellainen, ettd ¥’ C ¥,,. Koska X, on ristiriidaton, on myos Y’ ristiriidaton.
[

Lemma 8.6 Olkoon ¢ lause. Tdlloin XU {p} on ristiriitainen jos ja vain
jos X —p.

Todistus. . Osoitetaan aluksi, ettd jos XU{p} on ristiriitainen, niin X F —¢.
Olkoon 9 sellainen, ettd ¥ U {p} F (¥ A —¢)). Deduktioteoreeman nojalla
Y F (¢ — (¥ A—v)). Havaitaan, ettd lause ((¢ — (¥ A —))) — —p) on
tautologia, joten kayttamalla MP:ta voidaan paatella Y F —¢p.

Viitteen toisen suunnan osoittamiseksi oletetaan, ettd > = —p. Talloin
Y U{¢} F —p. Lause (¢ — (p = (¢ A —¢))) on tautologia, joten MP:1l4
saadaan X U {¢} F (¢ = (¢ A —¢)), ja edelleen XU {p} F (p A —p). O

Korollaari 8.7 X U {—p} on ristiriitainen jos ja vain jos ¥+ ¢. O
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Maaritelma 8.8 L-teoria X on taydellinen jos se on ristiritdaton ja kaikille
L-lauseille o pdtee
Yk tar X .

Esimerkki 8.9 Th(M) on tdydellinen.

Todistus. Jos M E ¢, niin ¢ € Th(M). Jos M E =, niin —p € Th(M).
U

Lause 8.10 (Lindenbaumin lemma) Olkoon L (numeroituva) aakkosto. Jos

Y2 on ristirivdaton L-teoria, niin on olemassa tdaydellinen L-teoria X siten
ettd > C X*.

Tod. Koska L on numeroituva, voidaan kaikki L-lauseet luetella jonona
Y0, P1, P2, . ... Maaritellaan

2o 2

> [ U{pn}  jos E,F o,
T 8, U{-p,}  muuten

= G din
n=0

Vaite X, on ristiriidaton jokaisella n.

1. n=0:%2,=%

2. Induktio-oletus: X, on ristiriidaton

3. Y1 =X U{pn}ja X, F o, Jos 2,44 olisi ristiriitainen niin lemman 8.6
nojalla ¥, - —p,. Koska myds ¥, F ¢,, seuraa, ettd X, on ristiriitainen
vastoin induktio-oletusta.

4. Y4 =2, U{~¢,} ja X, ¥ p,. Jos ¥, olisi ristiriitainen, niin korollaarin
8.7 nojalla >3, - ¢,, vastoin oletusta. Viite todistettu. Lemman 8.5 nojalla
>* on ristiriidaton.

Vaite X* on taydellinen.
Jos ¢, on L-lause, niin ¢, € ¥, tai ~p, € ¥,11, joten viite tosi. O

Lause 8.11 Jos X on tdydellinen L-teoria, niin kaikille L-lauseille ¢ ja
patee:

(i) X E - joss ¥ ¢

(ii) X+ (@ — 1) joss (B¥F ¢ tai X F )
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Tod. Kuten Lause 2.20. O

Lemma 8.12 Olkoon L aakkosto ja 3 ristiritdaton joukko L-lauseita. Olkoon
L' aakkosto siten etti L'\ L sisdltdd ddrettomdn monia vakiosymboleja. Jos
n € N ja ¢ on L'-lause, niin on olemassa vakiosymboli ¢ € L'\ L siten, ettd
Y UA{(e(c/vn) = Yuup)} on ristiriidaton.

Tod. Valitaan ¢ € L'\ L siten etté c ei esiinny ¢:ssi. Jos ¥ U {(p(c/v,) —
Vunp}) on ristiriitainen, niin Lemman 8.6 nojalla ¥ F =(o(c/v,) — Youp),
joten helposti ndhdaén, ettd X F ¢(c/v,) ja ¥ F =Vu,p. Vakioiden lemman
nojalla ¥ F ¢(vy, /v,) sopivalla m € N. Yleistyssaannolla > F Y, o(v, /v,)
mistéd seuraa helposti X F Vv, p. Toisaalta juuri paateltiin, ettd ¥ F =Vu,p,
vastoin oletusta, ettd X on ristiriidaton. O

Lause 8.13 Olkoon L aakkosto ja X tdydellinen L-teoria siten ettd kaikille
L-lauseille Vv, on olemassa ¢ € L siten ettid X+ (o(c/vy,) — Yuup). Tdlloin
on olemassa L-struktuury M siten ettd kaikille L-lauseille ¢ pditee

M = ¢ joss L F .

Tod. Olkoon Mj kaikkien L-vakiotermien joukko (vakiotermeja ovat kaikki
ne termit, jotka eivét sisélla muuttujia). Olkoon Mj:ssa

t~t = Ykt
[t]={t'e My |t~t}

Viite 1 ~ on ekvivalenssirelaatio Mj:ssa.
Tod. Identiteettiaksioomien nojalla

1. ¥ = tt joten t ~ t.

2. Jost ~t'jat ~t'niin ¥ Fx tt' ja X Fx t't" ja siis X F& " misté
t~t.

3. Jost ~t', niin ¥ F~ tt’ mistd seuraa X b=~ t't ja siis t’ ~ t.
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Viite 2 Jos R € Relp, #.(R) = n, t1,...,t, ovat L-termeja siten ettd
Rt;...tp, e ¥jaty ~t),... . t, ~t , niin Rt ...t € X, silld identiteettiak-
sioomien nojalla

Y ((Rtti N ARt ARty .. t,) = RE L8
O
Viite 3 Jos f € Fungp,#.(f) = n, jaty,... t,,th, ..., 1, ovat L-termeji

siten ettd tq ~ t), ... t, ~ ¢, niin = fty ... t,ft)... .t/ €%
Tod. Seuraa identiteettiaksioomista.

Nyt maaritelladn L-struktuuri M seuraavasti:

M= My/ ~ = {[t] | t € My}
Tulpr(R) = {([ta], ..., [tn]) | EF Rty ...t} kun R € L ja #.(R) =n
Tulp (£)([t1], - - -, [ta]) = [ft1..t,] kun £ € L ja #.(f) =n

Tulp(c) = [c] kun c € L

Viitteiden 1-3 nojalla M on hyvinmaééritelty. Nyt on todistettava M |=
Y. Tamaé seuraa kun todistetaan.

Viite 4 Kaikille L-termeille tq,...,¢, ja L-kaavoille ¢, joissa on vapaana
eslintyvat muuttujat vg,, ..., vy, , patee

tM = [t)]
ja
M = o(t1 /vy s ooy tnJUg,) <= 2 ©(t1 /Uy s ooy TV, ).

Tod. ¢ = [¢] méiiritelmin mukaan.

(fty ... t)M = Tuly(H)(EY, ... M)

Siis tY = [t] kaikilla ¢.
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[t1] = [t2] madritelméa

tl ~ tz maaritelmé

11t

Y b= t1to méadritelma

M ERty.. . t, MY € Tuly (R)
([t1], ..., [ta]) € Tulp(R)

Y Rty...t,

(R

M |==p M [
> ¥ ¢ ind.ol.

3+ —p Lause 8.11

117

ME(p—4) < Mgtai My
< XY F ¢ tal X F 9 ind.ol.
<= X (¢ — ¢) Lause 8.11

5. Oletetaan M |= Yu,p. On olemassa c siten ettd
Y F (p(e/vn) = Yuup)

Selvésti M = ¢(c/vy,), joten induktio-oletuksen nojalla ¥ F ¢(c/v,). Nyt
saadaan helposti X - Vv, . Olkoon kdéntden 3 F Vv, p. Selvisti X F ¢(c/vy,)
kaikille ¢ € L. Osoitamme nyt ettda M = Vo, kiymaélla 1api kaikki mallin
M alkiot. Jos t € My, niin oletuksen nojalla on olemassa ¢ € L siten ettd

Y (==t — Yuy— = ).

Toisaalta, jos ¥ F Vug(— & vgt), niin ylla olevan nojalla M |= Yug(— =~ vyt),
ristiriita. Siis X ¥ Vug(— & vot) ja vilttadmittd ¥ Fa ct eli tY = M. Koska
M = ¢(c/v,), patee myos M = o(t/vy,). Siis M = Yu,e. O
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Lause 8.14 (Godelin taydellisyyslause) Olkoon L numeroituva. Tdlloin
Yy joss X .

Tod. Lauseen 7.9 nojalla 3 F ¢ implikoi ¥ = ¢. Olkoon siis ¥ = ¢, mutta
¥ I/ . Saamme ristiriidan osoittamalla ettd 3 U {—p}:1l4 on malli. Koska
Y U {—¢} on ristiriidaton riittd4 todistaa seuraava lause:

Lause 8.15 (Lowenheim-Skolemin lause) Jos ¥ on ristiriidaton joukko
L-lauseita ja L on numeroituva, nitn X :lla on numeroituva malli.

Todistus. Olkoon L' = L U {¢, | n € N}, missd vakiosymbolit ¢, ovat
uusia. Helposti ndhdéén, ettd ¥ on ristiriidaton joukko L'-lauseita (Lause
2.18!). Soveltamalla perékkiin Lemmaa 8.12 saadaan ristiriidaton ¥ siten,
ettd kaikille ¢ ja n € N on olemassa ¢ € L'\ L siten, ettd (¢(c/v,) —
Yu,p) € ;. Lindenbaumin lemman nojalla on olemassa téydellinen L'-teoria
¥* D ¥;. Lauseen 8.13 nojalla ;:114 on malli M*. Olkoon M L’-struktuurin
M* redukti (kts. sivu 20) aakkostoon L. Silloin M = 3. O

Lauseella 8.15 on mullistavia seurauksia:
e Tyolds todistusten keksiminen voidaan unohtaa. Riittda tutkia malleja.
e Malleja voidaan konstruoida muotoilemalla sopiva ristiriidaton teoria.

Lause 8.16 (Kompaktisuuslause) Jos ¥ on joukko L-lauseita siten, ettd
jokaisella ddrelliselld g C X on malli, niin X:lla on malli.

Todistus. Jos X:1la ei ole mallia, niin > on Lauseen 8.15 nojalla ristiriitainen.
Lemman 8.4 nojalla >:lla on &é&rellinen ristiriitainen osajoukko »,. Mutta
silloin Xg:1la ei korrektisuuslauseen nojalla voi olla mallia. O

Esimerkki 8.17 Olkoon L numeroituva aackkosto ja ¥ L-teoria siten, ettd
jos M = X, niin M on darellinen. Talloin on olemassa n € N siten, ettd
jos M =%, niin M :ssi on < n alkiota. Perustelu: Oletetaan, ettd jokaiselle
n € N on olemassa M, |= 3 siten, ettd M,:ssi on > n alkiota. Olkoon

On = Y1 .. YU, 301 (0 R VU A A DR U Uy).
Siis M, = XU {pn | m <n}. Olkoon
¥ =YU{pn|meN}
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Nyt X' :n jokaisella dadrelliselld osajoukolla on malli. Kompaktisuuslauseen
nojalla X' :lla on malli M. Oletuksen mukaan M on darellinen. Toisaalta
M E ¢, kaikilla n € N. Saatu ristiriita osoittaa, etti vdite on tosi. a

Esimerkki 8.18 Olkoon L = {®,®,<,0,1} ja R = (R, Tuly), missd

Tuly(<) = {(z,y) | = <y},
Tuly(®)(x,y) =z -y, Tulx(®)(z,y) =z + v,
Tul(0) = 0, Tulg(1) = 1.

Olkoon ¥ = Th(R). X:lla on malli ja L on numeroituva, joten X:lla on
numeroituva malli. Itse asiassa, algebrallisten reaalilukujen jarjestetty kunta
on X:n numeroituva malli.

Lause 8.19 Olkoon L numeroituva. L-teoria ¥ on tdydellinen ja suljettu
padttelyn suhteen (elijos ¢ on L-lause ja ¥ & ¢, niin ¢ € ) joss on olemassa
L-struktuuri M siten, ettid 3> = Th(M).

Todistus. 1. Oletetaan, ettéd > on tdydellinen ja suljettu padttelyn suhteen.
Téaydellisyyslauseen nojalla (oikeastaan 8.15:n nojalla) X:1la on malli M. Jos
p € X, niin p € Th(M). Jos taas ¢ € Th(M) ja ¢ ¢ X, niin X F ¢,
joten ¥ F —¢ ja lopulta —p € ¥, mistd seuraa - € Th(M), ristiriita. Siis
Y =Th(M).

2. Olkoon kidéntden ¥ = Th(M). Tietenkin ¥ on suljettu péaittelyn
suhteen. Jos ¢ on L-lause, niin ¢ € Th(M) tai —¢ € Th(M), joten ¥ F ¢
tai X F =g ja X on osoitettu taydelliseksi. O

Lause 8.20 L-teoria Y on taydellinen joss sen kaikki mallit ovat elemen-
taarisesti ekvivalentteja.

Todistus. 1. Olkoon ¥ tdydellinen ja M | X, M' = %. Jos M # M’, niin
on olemassa L-lause  siten, ettd M |= ¢ & M’ = ¢. Jos X F ¢, niin M | ¢
ja M' = ¢. Muuten X F —p, jolloin M F~ ¢ ja M' = . Saatu ristiriita
osoittaa, ettd M = M'.

2. Olkoon ¥ epétédydellinen. Siis on olemassa L-lause ¢ siten, ettd Xt/ ¢
ja X I/ —p. Taydellisyyslauseen nojalla ¥ = ¢ and X = —p. On siis olemassa
M EXU{-p}ja M =X U{p}. Néin ollen M # M. O

L-teoria on Ny-kategorinen, jos sen numeroituvat darettomat mallit ovat
isomorfisia. (Ng luetaan alef nolla)
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Lause 8.21 (Los-Vaught) Olkoon L numeroituva ja 3 No-kategorinen L-
teoria, jolla ei ole ddrellisid malleja. Tédlloin X on tdydellinen.

Todistus. Olkoot M | ¥ ja M’ = ¥ (kdytdmme lausetta 8.20). Olkoon

¥, = Th(M) ja ¥y = Th(M'). Lauseen 8.15 (Lowenheim-Skolemin lause)

nojalla teorialla »; on numeroituva malli M ja teorialla ¥ on numeroituva

malli M,. Ny-kategorisuuden nojalla M; = M,. Korollaarin 5.5 nojalla M; =
M =M, = M, =M,

joten M = M. O

Esimerkki 8.22 Olkoon L = {R}, missi #.(R) = 1. Olkoot M = (R, T'uly)
ja M' = (Q,Tulyp), missd Tulpy(R) = Q ja Tulpy(R) = N. o Selvisti
My, % Ms, koska R on ylinumeroituva. Mutta M = M’', silla molemmat
mallit ovat Ry-kategorisen lausejoukon X malleja, kun % muodostuu lauseista

Vg .. YU, F0p 113007 R Uy A AT R U1 U A
TR Upt2Vo A oo o N\ TR Uy goUp A

RvnH VAN _‘R,'Un_i'_Q,}

missd n € N. X on RNy-kategorinen, koska sen numeroituvissa malleissa R ja
—R ovat numeroituvasti ddarettomad.

Tihedn jarjestyksen teoria ilman reunapisteitd DLO on seuraavanlainen
aakkoston L = {<} #5(<) = 2 lausejoukko ( ¢ < ¥’ ja selvyyden vuoksi
joskus myo6s (t < t') ovat lyhenteitd kaavalle < tt'):

V= (vo < o)

VueVu1 Ve ((vg < v1 Avy < ) — 1o < vg)
YVueVur (vg < v1 V=~ vguy V vy < 1)

Voo (Fvr(ve < v1) A Fuy(vg < vg))

VooV Fue(vg < v1 = (vg < V3 Avg < v1)

Lause 8.23 Teoria DLO on Rg-kategorinen.
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Tod. Olkoot M ja M’ DLO:n numeroituvia malleja. Olkoon M = {d,|n €
N} ja M’' = {d/|n € N}. Olkoon fy = {(do,dj)}. Oletetaan, ettd on
madritelty
fn - {<.Z‘0,y0>, M) <x2n; y2n>}

ja

To < T < ...<Tom, Yo< y1 < ...< yop
missé < tarkoittaa relaatiota Tuly/ (<) ja <’ relaatiota Tulyy(<). Olkoon
dy € M\ {xo,...,x2,} sellainen ettd m on minimaalinen. Nyt joko d,,, < x¢
tai x; < d,, < x;y1 jollakin ¢ < 2n tai xo, < d,. Kussakin tapauksessa
voidaan valita sellainen y € M’ \ {yo,...,y2,} ettd vastaavasti y < yo tai
Yi <y < yir1 tai yo, < y. Tulemme kuvaamaan alkion d,, alkiolle y. Nyt
etsimme vastaavasti alkion M’:sta ja valitsemme sille alkukuvan x. Olkoon
di, € M"\ {yo,...,Ya2n,y} sellainen ettd k on minimaalinen. Valitaan x €
M\ {zo, ..., 2o, dy} kuten y ylld. Lopuksi asetetaan

Frer = fo U{{dm, y), (z, dj) }

Olkoon .
n=0
Nyt
d, € dom(f,) C dom(f)
d, € ran(f,) C ran(f)
Selvésti, f: M — M’ on isomorfismi. O

Esimerkki 8.24 Teorian DLO mallit M = (R, Tulp (<)) ja M' = (Q, Tulp (<
)

Tuly (<) = {{z,y) € R¥z < y}
Tuly (<) = {{z,y) € Q*|z < y}

ovat elementaarisesti ekvivalentteja lauseen 8.23 ja lauseen 8.21 nojalla: M =
M.
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9 Lukuteoria

Lukuteorialla tarkoitetaan tdssd luonnollisten lukujen 0,1,2,... aritmeet-
tisia ominaisuuksia eli yhteen- ja kertolaskun avulla esitettdvid ominaisuuk-
sia. Hamméstyttavan suuri osa matematiikkaa palautuu lukuteoriaan. Es-

imerkiksi
V2 > 1.414

voidaan esittaa lukuteoreettisessa muodossa
Jz(2-10° = 14142 + )

(voidaan valita x = 604). Sarjakehitelmien avulla tavanomaisia transsendent-
tisia funktioita sin(x), cos(z), In(z) jne koskevat véitteet kidntyvit lukute-
oreettisiksi vaitteiksi. Myos logiikan keskeiset kasitteet, kuten todistuvuus,
ristiriidattomuus, validisuus jne, kidntyvat lukuteorian kielelle. Tamén os-
oittaminen on esilla olevan luvun padtarkoitus. Sen jilkeen on mahdollista
todistaa téarkeitéd tuloksia lukuteorian rajoituksista.

Maaritelma 9.1 Lukuteorian aakkosto on
L={8,®,0,1}, #.(®) = #.(®) = 2.
Peanon aksioomat lukuteorialle ovat
(P1) Yvy— =~ @vpl 0
(P2) YuoVv(~ @9l & v11 == vyvy)
(P3) Yug = Guo0vyg
(P4) YuoVvu1 = @vg @ v11 & Gugoq1
(P5) Vv ~ @00 0
(P6) YuoVu, = @ug & v11 @ Qugvyvg
(P7) Yvp, - - - Yo, ((0(0/ve) A Yue(e — @(Brel/vg))) — Yuep) (Induktio-

skeema)
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missd @ kay lapi kaikkt L-kaavat ja vy, ... v, on @:ssi vapaana esiintyvien
muuttujien # vy luettelo. Merkitsemme Peanon aksioomien ddaretintd joukkoa
kirjaimella P. Lukuteorian standardimalli on N = (N, Tuly), missd

Tuly(®)(2,y) =2 +y, Tulv(®)(z,y) =2y
Tulp(0) =0, Tuly(1) =1
Lause 9.2 N E P ja P on siis ristiriidaton.

Todistus. Vain induktioskeema ansaitsee oman tarkastelunsa. Olkoon ¢ L-
kaava, jossa esiintyy vapaana vy, Upg, - , Uy, . Olkoon s : N — N. Olkoon

X ={i e N|N Eyi) ¢}

Oletetaan N E, (p(0/vg) A Vog(p — @(Prgl/g))). Siis 0 € X jai+1€ X
aina kun 7 € X. Induktioperiaatteesta seuraa X = N. Siis N E, Yugp. O

Huom. Eris matematiikan perusteiden kuuluisista kysymyksistéa kuuluu,
voidaanko lausejoukon P ristiriidattomuus todistaa “finitistisesti” eli ilman,
ettd oletetaan ddrettomén struktuurin N olemassaolo. Godel todisti vuonna
1931, etté teoria {¢ | P F ¢} on epétédydellinen ja etté lausejoukon P ristiri-
idattomuutta ei voi todistaa pelkistadn P:std ldhtemélla. Gentzen todisti
vuonna 1943 lausejoukon P ristiriidattomuuden lausejoukkoa P vahvem-
massa teoriassa.

Lause 9.3 Teorialla P on malleja, jotka eivdt ole isomorfisia N :n kanssa.
(Niiti sanotaan epéstandardeiksi malleiksi.)

Todistus. Olkoon L' = {®, ®, 0, 1, ¢}, joka on muuten kuten L paitsi ettd
¢ on uusi vakiosymboli. Olkoon ¥ L’-lauseiden joukko, joka muodostuu P:n
lauseista ja lauseista

“x=cl, "=cl, " =chpll, " =chHpl 11, ...

eli jos merkitaan
nt+l=n1
niin
Y=PU{-=~cn|neN}
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Jos Yy C X on dérellinen, niin on olemassa k € N siten etté
Yo CPU{—~~e|neN, n<k}.

Olkoon N’ L/-struktuuri (N, Tuly) joka on muuten kuten N (eli N7 | L =
N) mutta Tuly~(c) = k. Talloin N7 E . Kompaktisuuslauseen nojalla 3:1la
on malli M’ = (M, Tuly/). Erityisesti, jos M = M’ | L, niin M E P.

Viite M 2 N
Todistus. Oletetaan 7 : M = N. Olkoon m = m(Tulpv(c)). Jos n € N,

niin

ME-=~cn
joten isomorfisuuden nojalla m # Tuly(n). Mutta Tulyr(n) = n joten valinta
n = m johtaa ristiriitaan. O

Lause 9.4 P F Yy, = ©&0vgvyg.

Todistus. Taydellisyyslauseen nojalla riittda osoittaa P F Yvg =~ @0vyvy.
Olkoon siis M = (M, Tuly) F P ja s : N — M. Merkitddn Tuly () =
+/, Tuly(®) =, Tuly(0) = 0" ja Tulpg(1) = 1. Sovellamme induktiota
(P7) kaavaan
Y == B0vvyg.

©(0/vp) on kaava = @0 0 0. M E; p(0/vg) seuraa aksioomasta (P3). Olkoon
sitten a € M ja M Fyq/0) @. Siis 0"+ a = a. o(®vol/vg) =~ G0 D vyl Dyl
joten M Eq/0) p(Prol/vg) joss 0+ (a+'1") = a+'1". Koska M E (P4), on
0+ (a+'1") = (0'+'a)+'1". Oletuksen nojalla saadaan 0'+' (a+'1") = a+'1".
Koska a oli mielivaltainen, seuraa

M E Yl — @(®vel/vp)].
Koska M E (PT7), seuraa M E Yugp. O

Lukuteorian todistukset perustuvat yleensd induktioon. Onkin epétriv-
iaali tehtdvid 1oytda lause ¢ siten ettd N E ¢ mutta P ¥ . Tallaisia ¢
kuitenkin on. Tamén paivin tutkijat yrittavit loytaa téllaisia lauseita ¢
mahdollisimman lahelta “tavallista” matematiikkaa, mutta toistaiseksi kaikissa
esimerkeissa on jotain logiikkaan liittyvaa. Kurt Godel osoitti, ettd lausella
@ = “P on ristiriidaton” on tdma ominaisuus. Todistamme hieman heikom-
man véitteen: {¢ | P ¢} on epétédydellinen teoria. Tété varten tutkimme
lukuteorian funktioiden maériteltavyytta.
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10 Primituvirekursiiviset funktiot

Primitiivirekursiiviset funktiot ovat funktioita, joiden arvo annetuilla argu-
menteilla voidaan aina mekaanisesti laskea aérellisessé ajassa. Tarkastellaan
esimerkiksi yhteenlaskua

r+0 = x
v+ (y+1) = (z+y) +1.

tai kertolaskua

z-0 = 0
z-(y+1) = (z-y)+uz

Yleinen muoto tamén tyyppiselle méarittelylle on:

f(x,0) = g(x)
flz,y+1) = h(y, f(z,y),2).

Nyt esimerkiksi f(5,3) voidaan laskea “rekursiivisesti”:

f5,3) = f(5,2+1)
= h(2 f(5,2),5)
= A2 f(5,1+1),5)
= h(2,h(L, £(5,1),5),5)
= (2, h(L, (5,0 +1),5),5)
= h(2,h(1,h(0, f(5,0),5),5),5)
= h(2,h(1,7(0,4(5),5),5),5)

Jos vaikkapa g(z) = 22 ja h(y, 2,2) = y + 2z + x, niin
£(5,3) = B(2, h(1, B(0, g(5),5),5),5) =2+ 1+ 0+ 25+ 5 + 5+ 5 = 43.

Rekursiivisesti maaritellyilld funktioilla on merkitysta toisaalta tietokoneella
laskettavan funktion mallina, toisaalta esimerkkeiné lukuteoriassa maéariteltavista
funktioista.
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Maaritelma 10.1 Primitiivirekursiiviset (p.r.) funktiot mdadritellidin
seuraavasti:

(PR1) Nollafunktio Z(n) = 0 on primitiivirekursiivinen.
(PR2) Seuraajafunktio S(n) =n+ 1 on primitiivirekursiivinen.

(PR3) Projektiofunktio Pri*(z1, ..., x,) = x; on primitiivirekursiivinen, kun
1<1<n

(PR4) Jos f : N* — N on primitiivirekursiivinen ja g; : N™ — N ovat
primititvirekursiivisia kun 1 <1 < n, nin yhdistetty funktio

h(zy,....xm) = flg1(z1, - Zm), oy Gn(T1, o T)
on primitiivirekursitvinen.

(PR5) Jos f : N* — N on primitiwvirekursiwinen ja g : N"™2 — N on
primitivirekursiivinen, niin rekursiolla saatu funktio

R0, 21, ..., 2) = f(T1,..., %)
hy+1,z1,...,2,) = gy, h(y, 1, ..., X0), T1y .., Tp)

on primitiivirekursiivinen. Tapauksessa n = 0 madritelmd on seuraava

h(0) = a (vakio)
My +1) = g(y, h(y))

Esimerkki 10.2 1° Identtinen funktio id(x) = x on primitiivirekursiivi-
nen, silli id(x) = Pri(z)

2° Jos f : N> — N on primitiwvirekursiivinen, niin
9(z,y) = f(y, @)
on primitiivirekursivinen, silli g(x,y) = f(Pri(z,y), Pr?(x,y)).

3° Yhteenlasku a(y, z) = y + x on primitiwvirekursiivinen, silld

a(0,x) =z = id(x)
aly +1,2) =y +x+1=S(Prj(y, aly, z),z))
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4° Kertolasku b(y, x) = y-x on primitiwirekursiivinen, silld

b(0,z) =0 = Z(x)
b(y +1,2) = bly. z) + = = a(Pry(y, by, z), x), Pri(y, b(y, v), 7))
5° Eksponenttifunktio c¢(y, x) = ¥ on primitiivirekursiivinen. (Harj.teht.)
6° Vakiofunktio Cy(z) = k on primitiivirekursiivinen. (Harj.teht.)
7° Rajoitettu vihennyslasku
. {x —y josx >y
r—Y= ,
0 jJjos x <y
on primitiivirekursiivinen. (Harj.teht.)

Maaritelma 10.3 Relaatio R C N on primitivirekursiivinen, jos sen karak-
teristinen funktio

1, jos{(xy,...,x,) €ER

fR(xb""x") - {()’ jos (xl,..-,$n> ¢ R

on primitiivirekursitvinen.

Esimerkki 10.4 1° Relaatio R = {0} (eli relaatio x = 0) on primiti-
wirekursiivinen, koska fr(r) =1 — x.

2° Relaatio R = {z € N | x > 0} on primitiwirekursiivinen, koska fr(z) =
1= (1 = x). Merkitiin sg(z) = fr(z).

3° Jos R C N” ja S C N" ovat primitiivirekursiivisia, niin N* \ R, RN .S
ja RUS ovat primitiwvirekursiivisia, koska

famp(@, .. 2,) =1 — fr(zy, ..., z)

fras(x1, .. xn) = fr(zr, .o xn): fo(xy, ... xp)

frus(x1, .. xn) = fr(xy, .. xn)+fs(zy, ..o x) — frloy, ... xn) fs(zy, ...
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4° R = {{(x,y) € N* | x < y} on primitiivirekursiwinen, koska fr(x,y) =
1= (z—vy)

r=yer<yjay <xjoten x =y on primititvirekursitvinen.

6°r <y x<yjax#y joten x <y on primitisvirekursiivinen.

70 Jos R; CN" 1 <1< m, ovat primitisvirekursiivisia ja

RiNR;j=@ kuni+#jja | ] Ri=N"
i=1
ja funktiot f; : N — N, 1 <i < m, ovat primititvirekursiivisia, niin
funktio

fi(zy, ..o xn)  jos Ry(xq,...,xy)
h(zy,...,z,) =<

f(@1, . xn)  jos Ry(xy, ... xp)
on primatiivirekursitvinen, silld

Mz, ..., x,) = Zfi(xl, ey Tp) fR(T1, ).

i=1

8° Jos f : N"*' N on primitiivirekursiivinen, niin

x1
g(x1, ... @) = Hf(i,xl,...,xn)
=0
ja
z1
h(zy, ..., x,) :Zf(i,:r;l,...,wn)
=0

ovat primituvirekursiivisia silld jos

g (0,x1,....2,) = f(O,21,...,2,)
Jdy+1lzy, ..., =4 (y,x1,...,x,) fly+ 1, 21,...,1,)
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9° Jos R C N"t! on primitiwvirekursiivinen, niin relaatio
S={{x1,....,z0) | V2 < 21)({(2,21,...,2,) € R)}

on primatiivirekursivinen, silla
fS(xla R 7‘7;”) = HfR(iaxh v an)'

Samoin
S={{x1,...,2,) | Bz <x1)({z,21,...,2,) € R)}

on primitiivirekursitvinen, silld
fo(wr, ) =1 = (1= fali,z1, ... 2)).

10° Jos R C N1 on primitiivirekursiivinen ja f : N* — N on saatu
rajoitetulla minimalisaatiolla R:std, el:

pienin z < xy siten etti (z,21,...,2,) € R,

flxy,...,x,) =  jos sellaisia on olemassa

0 muuten
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nun f on primitisvirekursitvinen, silld jos

f0,21,...,2,) =0

f/(yvzla R 7'1:71) jOS (Elu < y)((“’xh e

) _Jy+1 jos(y+1,21,...,2,) € R ja
Fly+ Loy am) = =(Fu < y)({u,x1,...,7,) € R)

0 muuten

nun

flx1, .. ) = flo, 2,00 @),

11° Olkoon [z] reaaliluvun x kokonaisosa

f(z,y) = [z/y] on primitivirekursiivinen, koska

flz,y) = (pz < z)(z-y +y >x) (Sovimme, etti [n/0] =0.)

g(x) = [\/x | on primitiivirekursiivinen, koska

g9(x) = (nz < x)((z +1)* > )

h(z) = [*log(x + 1)] on primitiivirekursiivinen, koska
h(z) = (pz <z)(2°™' > +1) 0

Parifunktioksi kutsumme primitiivirekursiivista funktiota

m(z,y) = %((:L‘ +y)? + 32 + ).

., ZTn) € R)

Tami on bijektio N> — N (Harj.teht.) joten voimme mééritelld projektio-
funktiot

ja

p(z) = (pr < z
o(2) = (ny < 2)(3

~—

—

Ll

<

IN N
N N

S~— SN—

—~
e

—
8 B
SRS
— —
[
N N
S~— SN~—

p(r(z,y)) =, o(n(z,y)) = y.

7(x,y) siis koodaa luvut z ja y yhdeksi luvuksi. Funktiot p ja o purkavat
tdman koodin.
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Tarvitsemme nyt joitakin tietoja lukuteoriasta. Kaikille z € N ja y €
N\ {0} on olemassa yksikisitteiset ¢ € N ja r € N siten ettd seuraava

jakoidentiteetti pétee:

]xzq-wa?“, r<y.\

Luku r on jakoja&nnos. Merkitaan r = rm(z,y). Sovitaan rm(x,0) = x
kaikilla z. Jos rm(z,y) = 0, on y luvun = tekija ja merkitddn y | = , y
jakaa xmn. Sovitaan 01 x kaikilla = # 0. Luonnollinen luku x on alkuluku,
x € Pr, jos sen tekijat ovat 1 ja = ja jos lisdksi z > 1. Luvut z ja y ovat
suhteellisia alkulukuja, jos niilld ei ole muita yhteisia tekijoita kuin 1 ja
lisdksi x,y > 1. Télloin merkitdén (r,y) € RP (lyhenne sanoista relative
primes).

Esimerkki 10.5 Yild mddritellyt lukuteorian peruskdsitteet ovat kaikki prim-
wtnvirekursiivisia.
1° Jakojadnndsfunktio rm(x,y) on primitiivirekursiivinen, koska
rm(z,y) = (pz < z)(Fn < z)[(r =ny + 2z ja z < y jay > 0)
tai (y =0 ja z = x)].
2° Jaollisuusrelaatio y | x on primitiivirekursiivinen, koska

Y|z <= rm(z,y)=0.

3° Relaatio RP, eli “x ja y ovat suhteellisia alkulukuja”, on primitiivirekur-
sivinen, koska

(x,y) e RP<=z>1jay>1jaei (In<z)(n|zjan|yjan>1).

4° Alkulukujen joukko Pr on primitiivirekursiivinen, koska

re€Pr<=az>1ljaei(In<z)(n|zjan>1jan<z).

Merkitaan perakkaisia alkulukuja seuraavasti:

Po =2 pP3 = 7 P1oo = 547
p1=3 ps =11 Pio1 = -
p2 =95 ps = 13
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Erds matematiikan perustotuuksia on, ettd jokainen kokonaisluku m > 0
voidaan esittda yksikésitteisesti alkulukujen tulona

mo=29.30. Ltk

missi, a; # 0, paitsi jos m = 1 jolloin m = 2°. Tdmé on luvun m alku-
lukukehitelma. Se saadaan yksinkertaisesti jakamalla lukua m peridkkéin
ensin 2:lla niin monta kertaa kuin jako menee tasan, sitten 3:lla, sitten 5:114
ja niin edelleen. Alkulukukehitelmén yksikésitteisyyden vuoksi

a; = (pz <m)(p; | m ja pt' {m).

Kéaytdmme alkulukukehitelméa mielivaltaisen lukujonon koodaamiseen. Jotta
jonon pituuskin tulisi koodattua, lisidmme eksponentteihin aina ykkosen.
Jonon

(ag,...,ax)

koodi on luku
m = 200t gartl L et (6)

Kéantéen, jos m > 1 on annettu niin merkitaén:

k=len(m) = (nz < m)(pz411m)
a; = (m); = (uz < m)(p;? f m).

Siis, jos {ag, . ..,ar) € NFFL niin
k=len(270. . pith
a; = (20,0—1-1' e .ka"i‘l)i'

Nyt voimme sekd koodata mielivaltaisen jonon
(ag,...,ax)
yhdeksi luvuksi m ettd purkaa mielivaltaisen luvun m > 0 jonoksi

<<m>07 ey (m)len(m)>-

Koodin purku on mielekésté vain jos m todella on muotoa (6). Erikoistapauk-
sena madritellddn len(1) = len(0) = 0 ja (m); = 0 kun m = 0 tai m = 1.
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Esimerkki 10.6 Koodaamisessa kdytetyt funktiot ovat kaikki primitiivirekur-
s1visia:

1° Funktio n — p,, on primitiivirekursiivinen. (Harj.teht.)

2° Funktio len(x) on primitiivirekursiivinen. Seuraa kohdasta 1°.

3° Funktio (z,y) — (x), on primitiivirekursiivinen. Seuraa kohdasta 1°.

Primitiivirekursiivisten funktioiden perhe on suljettu mutkikkaampienkin
rekursiivisten méaaritelmien suhteen kuin vain (PR5) sivulla 61. Kéytdmme
nyt koodausta tdmén todistamiseen ja ensimmaiseksi tarkastelemme kahden
funktion samanaikaista rekursiivista maaritelmaé:

Lemma 10.7 (Kaksoisrekursio) Olkoon

f1(0,2) = g1(x)
f2(0,2) = ga(2)
fily+1,2) = h(y, fi(y, z), faly, ), x)
foly + 1,2) = ha(y, fi(y, @), fo(y, 2), 7)

missd g1, g2, h1, he ovat primititvirekursiivisia Tdlloin fi ja fo ovat primiti-
wirekursiivisia

Tod Seuraava menetelmé on usein hyodyllinen: méaritellidn apufunktio

[y, ) = 9f1(y@)+1, gf2(y.x)+1

ja osoitetaan, ettd f* on primitiivirekursiivinen. Sen jalkeen

fl(y,l') = (f*(ywx))o
fQ(yvx) = (f*(yPT))l

ovat primitiivirekursiivisia. Siis sen sijaan, ettd yrittdisimme osoittaa funk-
tiot f1 ja fo suoraan primitiivirekursiivisiksi, keskitymme apufunktioon f*
ja méarittelemme funktiot f; ja fo tdmén avulla. Funktiolle f* saamme
seuraavat yhtalot:

£50,z) = 991(z)+1 | 392(2)+1
f*(y +1, J;) — 9fily+La)+1 3f2(y+1,x)+1
— 2h1(y,f1(y,as),fg(y,x),a:)—i—l . 3h2(y,f1(y,z),f2(y,z),$)+1

— oMy, (f*(y:2))o,(f*(y:2))1,2)+1 | gh2(y,(f*(y:2))o,(f" (y:2))1,2)+1
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Jos merkitadn
g*(:U) — 9g1(x)+1 392(x)+1
ja
B (y7 271,) _ 2h1(z,(z)0,(2)1,x)+1 . 3h2(r,(z)0,(z)1,x)+1

)

niin ¢g* ja h* ovat primitiivirekursiivisia ja

f(0,7) = g*(z)
ffly+12)=h"(y, f(y,2),2)

Toinen tavallista rekursiota mutkikkaampi méaritelmé on esimerkiksi:

h(0,2) = fi(x)
h(1,2) = fa(x)
h(y +2,2) = g(y, h(y, z), h(y + 1,2), 7).

Téssé esimerkissd funktion arvon h(y, x) laskemiseksi on laskettava seké h(y—
1,x) ettd h(y — 2, x), kun tavallisessa rekursiosddnndssa

WO, z) = f(x)
h(y +1,2) = gy, h(y, x), ).
funktion arvon h(y,z) laskemiseksi on laskettava vain h(y — 1,x). Voidaan

myos ajatella, ettd funktion arvon h(y, x) laskemiseksi on laskettava h([y /2] —
1, z). Kaikkien tdménkaltaisten tapausten késittelemiseksi todistamme yleisen

yleisen tuloksen (Lause 10.8). Jos f(y, z1, ..., x,) on funktio, niin merkitddn
Fly,an, ..oy = [ ol oot
i=0

jolloin siis

fl,z, .. xn) = (fy, 1, .., 20))ie

Huom Jos f on primitiivirekursiivinen, niin my6s f on primitiivirekursiivi-
nen. Jos f on primitiivirekursiivinen, niin f on.
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Lause 10.8 Jos
fO, 21, ..., 2) = g(zq, ..., 2)
fly+ 12,2, =hy, fy, 1, .., 2n),T1, ..., Tp)
missd g ja h ovat primitivirekursiivisia, niin f on primitivirekursiivinen.

Tod Riittid osoittaa, ettd f on primitiivirekursiivinen.

{ .f(oa L1y, Ty) = 29(@1,-sn)+1
f 3150y Ty )y L1 ye ey Ty 1
f(y+17x17"'7xn):f(yaml,..., ) py—(‘flf(y 1 )1 )+
O

Esimerkki 10.9 Fibonacci lukujen jono mddritelldin seuraavasti:

apg = 0
a] = 1
Apt2 = Qp + Qpiq

Funktio f(n) = a, on primitiivirekursiivinen, silla f(0) = 0 ja f(n+ 1) =

(f(n)),,-, + (f(n )) +(1=mn).

11 Rekursiiviset funktiot

Primitiivirekursiivisten funktioiden perhe todettiin suljetuksi rajoitetun min-
imalisaation suhteen. Rajoitettu minimalisaatio on erdénlainen etsintdoper-

aatio, kun tiedetdan ehdoton ylaraja sille kuinka suuria lukuja kiydaan lapi.

Rekursiivisten funktioiden perhe yleistdd téata sen verran, etté etsinté salli-

taan, vaikka ei tiedettdisi yldrajaa, kunhan tiedetddn, ettd ratkaisu 16ytyy.

Ero voi vaikuttaa hiuksen hienolta, mutta itse asiassa rekursiivsten funk-
tioiden perhe on paljon laajempi kuin primitiivirekursiivisten funktioiden

perhe.
Olkoon R C N™"*! ja f: N® — N. Sanomme, etti f on saatu minimal-
isaatiolla R:sté jos

1. Kaikilla x1,...,z, € N on olemassa y siten ettd (y,xi,...,x,) € R

2. Kaikilla z4,...,z, € N pitee, ettd f(z1,...,z,) on pienin y siten ettd

(y,x1,...,2,) €ER
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Talloin merkitadn

f(xla-"axn) ::uy(<yax17"'7$n> ER)

Maaritelma 11.1 Rekursiivisten funktioiden perhe madritellian seu-
raavasti:

1. S, Pr} +, -, —, ¥ ovat rekursiivisia.
2. Yhdistimdlld rekursiivisista funktioista saatu funktio on rekursiivinen.

3. Jos R C N" on relaatio siten etti fr on rekursiivinen funktio (eli R
on rekursiivinen relaatio) ja f(x1,...,2,) = py({y, z1,...,2,) € R)
nun f on rekursitvinen.

Voidaaan heti havaita, ettd rekursiivisten funktioiden joukko sisaltda re-
laatiot * = y, * < y ja x < y ja on suljettu konjukntion, disjunktion ja
komplementin suhteen. My0s rajoitettu kvantifiointi sailyttaa rekursiivisuu-
den koska

Vz<y){z,21,...,2,) € R) <
(u2)({(z,21,...,xn) § RV 2z=y+1) =y +1
(Fz <y)({(z,21,...,2,) € R) <=
(n2)((z,21,...,2p) ERVz=y+1) <y

Néin ollen my6s rm(z,y), 7(x,y), p(z,y) ja o(x,y) ovat rekursiivisia.

Huom. Jos R = {(y,z1,...,2n) | ¥y = f(z1,...,2,)}
on primitiivirekursiivinen, niin f ei ole valttdmatta
primitiivirekursiivinen, mutta se on rekursiivinen, koska
[ ) = py(ly, o1, ) € R).

Lause 11.2 Jos

fO,zq,...;2n) = g(T1,. .., Tp)
f(y—Fl,ZEl,...,.an) :h(y7f<y7$17'"axn)axlw"axn)

missd g ja h ovat rekursiivisia, niin f on rekursiivinen.
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Tod. Todistamme aluksi, ettd funktio n + p,, on rekursiivinen. Koodaamme
annetulla n ja jonon pg, py, ..., p, yhdeksi luvuksi z:

z2=20.3. . pn.

n

Nyt siis b = p,, toteuttaa ehdot

b on alkuluku (7)
ei 2|z (8)
Jos p ja q ovat perdkkaisia alkulukuja, p < ¢ ja ¢ < z, niin

Plz = ¢ (9)
b"|z mutta ei "tz (10)

Olkoon R kolmikkojen (z,b,n) joukko, missé z b ja n toteuttavat ylla ole-
van ominaisuuden. On helppo néhdé (induktiolla) ettd R on rekursiivinen
relaatio ja ettd kaikille n on olemassa yksi ja vain yksi z ja yksi ja vain
yksi b jotka toteuttavat ehdon (z,b,n) € R. Nyt p,on helppo laskea luvusta
(42) 3y < 2)R(z,y,n).

Palaamme nyt alkuperéiseen tehtéavaian ja kidytdmme hyvéksi tietoa, etté
funktio n — p, on rekursiivinen: Koodaamme annetuilla y ja Z# jonon
£(0,2), f(1,2), ..., f(y,Z) yhdeksi luvuksi z:

Nyt siis
(2)o = f(0,%
(Z)l - f(1>
(Z)y = f(y7 ZE)

On selvad, etta
f(y,Z) = (pz((2)o = 9(Z) AVi <y((2)isa = h(i, (2)i, T))))y
Siis f on rekursiivinen. O

Lause 11.2 pétee myos jos mééritelmén 11.1 kohdasta (1) jatetddn funk-
tio x¥ pois. Talloin yllaesitelty koodaus korvataan ns. kiinalaisella jadnnds-
lauseella.
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Olemme siis ndhneet, ettd rekursiivisten funktioiden perhe on suljettu
samojen operaatioiden suhteen kuin primitiivirekursiivistenkin funktioiden
perhe. Lisdksi rekursiivisuus séilyy rajoittamattomassa minimalisaatiossa.
Itse asiassa rekursiivisten funktioiden perhe on suljettu mutkikkaampien rekur-
siosddntojen suhteen. Ackermannin funktio

A(0,z) = z+1
Aly+1,0) = Ay, 1)
Aly+Lz+1) = A(y,Aly+ 1,2))

on esimerkki rekursiivisesta funktiosta, joka ei ole primitiivirekursiivinen.
Ns. Churchin teesin mukaan rekursiivisten funktioiden perhe on tés-
mélleen sama kuin ylipddtddn tietokoneella laskettavien funktioiden perhe.
Talla teesilla on vahva empiirinen todistusaineisto: kaikki erilaiset yritykset
médritelld tietokoneella laskettavan (tai mekaanisesti laskettavan) funktion
késite ovat osoittautuneet ekvivalenteiksi rekursiivisuuden késitteen kanssa.

12 Maariteltavyys lukuteoriassa

Osoitamme téssd luvussa, ettd rekursiiviset funktiot ovat méariteltavisséa
(kts. mééritelmé 5.7) lukuteorian standardimallissa. Yksinkertaisuuden
vuoksi laajennamme lukuteorian aakkostoa eksponenttifunktiolla. Olkoon
Loy = {®,®,0,1, exp}, missd exp on 2-paikkainen funktiosymboli. Olkoon
Newp = (N, +,-,0, 1, exp), missd exp(n,m) = n™ ja exp(0,0) = 1.

Palautamme mieleen, etté funktiota f : M"™ — M sanotaan méaariteltavaksi
struktuurissa M (kts. mééritelmé 5.7) jos relaatio

{<x17 cee 7xn7y>|f(l‘17 s 7'In) = y}
on maariteltavissa M :ssa.

Lause 12.1 Olkoon L aakkosto ja M L-struktuuri. Struktuurissa M mddriteltdvien
funktioiden perhe on suljettu yhdistamisen suhteen: Olkoot f : M™ — M ja
gi : M™ — M (1 <1 < n) mddriteltavia. Talloin myés h - M™ — M,

hzy,. .y xm) = fla(T, o Tm)s ooy Gn(T1, o X))

on madriteltdva.
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Tod. Olkoon ¢ L-kaava siten etta

M = p <= f(s(0),...,s(n—1)) = s(n)

ja 1; L-kaavoja (1 < i < n) siten ettd
M }:s Z/h — 91(8(0)7 s >S(m - 1)) = S(m)

Kaavassa ¢ siis muuttuja v, nayttelee funktion f arvon roolissa kun argumen-
tit ovat vy, ..., v,_1. Vastaavasti, kaavassa 1; muuttuja v, niyttelee funktion
g; arvon roolissa kun argumentit ovat v, ..., vpm—1. Nyt h(ag, ..., @m-1) = am,
jos ja vain jos on olemassa luvut bg,...,b, siten, ettd kaikilla ¢ = 0,...,n
gi(ag, ..., am—1) = b; jalisdksi f(b, ..., bn) = ay,. Kirjoitamme saman predikaat-
tilogiikassa. Etsimme aluksi muuttujia jotka eivit esiinny ym. kaavoissa.
Olkoon sen vuoksi k& suurempi kuin mikdan j, jolla v; esiintyy kaavoissa

O, U1, Uy
h(s(0),...,s(m—=1)) = s(m)
e
M  Es Fup... ok (e(ve/vo, .o Ukin/On) A
V1 (vk/Vm) A
Yo (Vgs1/Vm) A ..
e N U (Ukgn—1/Um) A

~ karnUm)

Lause 12.2 Mallissa N.y, madgriteltavien funktioiden ja relaatioiden perhe
on suljettu minimalisaation suhteen: Jos R C N1 on mddriteltivissd Nezp:ssd
ja f: N" — N siten ettd

fx1, .. zn) = py({xy, ..., 20, y) € R)
niin f on mddriteltivissi Negp:ssd.
Tod. Olkoon ¢ lukuteorian kaava siten etté
Newp Es ¢ <= (s(0),...,s(n)) € R
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Olkoon k suurempi kuin mikaén ¢, jolla v; esiintyy @:ssa. Nyt
flxy,.yzy) =y <= ((x1,...,2,,y) € R ja kaikille z < y patee(xy,...,x,,2) ¢ R)
Siispa

f(s(0),...,s(n—1)) =s(n) <
Neap s @ A VR (Fugs1 = & B vpvps11v, = (v /vy,))

Lause 12.3 Rekursiiviset funktiot ja relaatiot ovat madriteltivissi Ny :ssd.

Tod. Lahtofunktiot Z, S, +, -, Prl, — ja m™ ovat selviisti méariteltivissa,
joten viite seuraa lauseista 12.1 ja 12.2. O

Aloitamme nyt prosessin, jota kutsutaan Gddel-numeroinniksi. Siina
liitetdén predikaattilogiikan termeihin ja kaavoihin luonnollisia lukuja ti-
etylla yksikéasitteisella tavalla. Néin voidaan soveltaa lukuteoriaa termeihin
ja kaavoihin. Jos w on jono merkkeja

07 17@7®7@7%7 (7)7_>7_‘7v7 V;

w=wp... W

niin w:n Godel-luku "w™ on luonnollinen luku

missa

#0)=0  #(=)=5 #(-)=9
#(1) =1 #(()=6 #(V)=10
#@)=2 #0))=7 Hv)=11+i
#(®) =3 #(—>)=38
#(exp) =4

Esimerkiksi
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T vguy 1= 25312513 = 2767921875000000

Vo, & @uguyvg 1 = 21138 50 7311120138 17 =

2800793635698292693582235331913008197087098733012068896000000

Lause 12.4 Joukko Trm = {"t7 | t Ley,-termi} on primitiivirekursiivinen.
Tod. Seuraavat relaatiot ovat primitiivirekursiivisia:

Nolla(z) <= z="0"
() <= z="1"
Muuttuja(x) <= x="v;"jollakin i <z
< len(z) =len(x) +len(y) + 1 ja
(¥i < len(2))((2); = (2);) ja
(Vi < len(y))((2)ien@)+i+1 = (¥)s)
Summal(x,y,z) <= z="d'xx*y
Tulo(x,y,z) <= z="Q'sxx*xy
Exp(z,y,z) <= z=Texp'xxxy

x %y on ns. jonotulo?. Osoitamme nyt ettid fr.,, on primitiivirekursiivinen
funktio. Huomaa ettd frym(z) = 1 joss

Nolla(z) tai
Yksi(z) tai

2Huomaa etti

ap+1 | L pantl an41+1 | mAnt+m+1+1l _ 9ap+1 | L @ntmt1+l
2 c P %2 e Dy =2 R i

Esimerkiksi 288 * 10800 = 2° - 32 % 24 .33 . 52 = 25 .32 . 54 . 73 . 112 = 7470540000.
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Muuttuja(z) tai
(Fz < 2)(Fy < 2)
Summa(x,y, z) tai
Tulo(x,y, z) tai
Exp(z,y,2)) ja frm(®) = frm(y) = 1).

Jos < 2z, niin frm(z) = (Fom(2))e- Siis frm(z) = 1 <= Nolla(z)
tal Yksi(z) tal Muuttuja(z) tai (3z < 2)(Jy < 2)((Summa(z,y,z) tai
Tulo(z,y, ) tai Exp(r,y,2)) ja (frm(2))e = (frm(2))y = 1). Ekvivalenssin
oikea puoli on muotoa:

(z — 1,fTrm(z —-1)eRr

missd R on primitiivirekursiivinen relaatio, koska x ja y ylla voidaan valita
z:aa aidosti pienemmiksi, pétee

frm(0) =0
fTrm(z + ]-) - fR<Z7 fTrm(Z))

Siis frym on primitiivirekursiivinen O

Lause 12.5 Joukko Fml = {"¢ 7| ¢ Leyp-kaava} on primitiivirekursiivinen.
Tod. Harjoitustehtava. 0

Maarittelemme nyt sijoitusoperaation joka on puhtaasti lukuteoreettinen,
mutta “koodaa” merkkijonoilla tapahtuvan sijoittamisen. Olkoon Sub C N3
relaatio

(x,y,z) € Sub<= On olemassa jonot w ja w’ siten etta
r="w", y="w'"jaw on saatu w:std
korvaamalla jokainen vy symbolilla z.

Lemma 12.6 Ralaatio Sub on primitiivirekursiivinen
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Tod. Olkoon E C N primitiivirekursiivinen joukko

E = {z € N|(Vy < z)((z), # #(v0))}

Nyt
(x,y,2z) € Sub  joss
(r € Ejax=y) tai
(Fi<2)(Fj <2)(Fk <y)((i,k,z) € Sub
jaz=ix"vy ' xjjay=kx*x"z"*j
jaj € E)
Funktio z — "2 " on selvasti primitiivirekursiivinen Siis Sub on. O

Pyrimme nyt osoittamaan, ettd lukuteorian lauseen ¢ Godel-numeron
ominaisuus “¢ on tosi” ei ole méaariteltava ja sen vuoksi ei myoskaédn rekursi-
ivinen. Lyhyesti sanottuna, totuus ei ole rekursiivisesti esitettavissa. Yhdis-
tettynd Churchin teesiin (kts. sivu 11) tdmé merkitsee sité, ettd lukuteo-
rian véitteiden totuutta ei voi mekaanisesti tarkistaa. Taméa Godelin tulos
vuodelta 1931 aiheutti suuren kohun, joka ei vieldkdédn ole laantunut.

Godelin tuloksen takana on ikivanha totuuteen liittyva paradoksi, ns.
valehtelijan paradoksi. Mies sanoo valehtelevansa, puhuuko hén totta?
Jos puhuu, niin hén valehtelee. Jos taas hén ei puhu totta, hdn valehtelee ja
siis puhuukin totta. Sama hieman toisin esitettyna: Tarkastellaan lausetta

Lause (11) on epétosi. (11)

Onko lause (11) tosi vai epétosi? Jos se on tosi, se on epétosi. Jos se taas
on epétosi, se on tosi. Emme pysty siis ratkaisemaan lauseen (11) totuutta.
Tésta voi péételld ettd lauseessa (11) on jotain vikaa.

Godelin historiallinen saavutus oli korvata “epétosi” késitteella “todistu-
maton” ja osoittaa lauseen 12.3 avulla, etté seuraavanlainen lause on todella
olemassa:

Lause (12) on todistumaton. (12)

Onko lause (12) todistuva? Jos se, se on korrektisuuslauseen nojalla tosi ja
siis todistumaton. Niinpé (12) ei voi olla todistuva. Mutta silloin (11) onkin
tosi. Olemme saanett esimerkin todesta lauseesta, jota ei voi todistaa.
Godelin tuloksen todistus perustuu ns. Godelin kiintopistelauseeseen
(Lause 12.7). Siind tarkastellaan mielivaltaista lukuteorian kaavaa ¢, jossa
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on yksi vapaa muuttuja vy. Kaava ¢ ilmaisee siis jonkin muuttujan vy lukute-
oreettisen ominaisuuden. Toisaalta vy voi itse olla arvoltaan jonkin lukuteo-
rian lauseen ¢ Godel-luku. Siispa téssa tapauksessa ¢ ilmaisee jonkin lauseen
1 Godel-luvun lukuteoreettisen ominaisuuden. Kiintopistelause sanoo, ettéa
1 voidaan valita siten, ettd kun vy tulkitaan ¢:n Godel-luvuksi, niin ¢ il-
maisee tdsmélleen ominaisuuden . Toisin sanottuna, lause ¢("1 /1) sanoo
saman asian kuin lause :kin, kun Tt)7 tarkoittaa vakiotermid &... 01 ("¢
kappaletta @-merkkeja). -

Matematiikassa on erilaisia kiintopistelauseita, esimerkiksi seuraava: Jos
f on suljetun vilin [0, 1] jatkuva funktio itselleen, niin on olemassa vilin
piste z siten ettd f(x) = x. Erds tapa loytdd sellainen = on seuraava:
lasketaan f(0), f(f(0)), f(f(f(0))),... ja osoitetaan, ettd tdmé suppenee jo-
takin pistettd x kohden. Sitten kdytetdan jatkuvuutta ja saadaan f(x) = z.
Laskimellakin voi helposti 16ytad ratkaisun yhtalolle cos(z) = x.

Logiikassa kiintopisteité l0ydetaéan periaatteessa samalla tavalla, siis iteroimalla.
Adrettomit lauseet eivit kuitenkaan ole sallittuja preidkaattilogiikassa. Sen
korvaa erdénlainen sijoitusoperaatiolla aikaansaatava diagonalisaatio.

Lause 12.7 (Godelin kiintopistelause) Jos ¢ on lukuteorian kaava, niin
on olemassa kaava v siten ettd kaikille s : N — Noyp.

Neap Fs = Newp s 0(T97 /00)
ja lisiksi kaavoilla ¥ ja (" /vg) on samat vapaat muuttujat.
Tod. Olkoon o kaava, jolle
(5(0),s(1),5(2)) € Sub <= Newp Es 0

Muista: ("w™,"w'™", z) € Sub <= w' saadaan korvaamalla jokainen vy w:ssé
termilld z. Voidaan olettaa, etté vy ei esiinny sidottuna o:ssa eikd vy tai vy
@:ssd. Olkoon 0 kaava

Fvy ((v1 /) A o (v /v2)).

Kannattaa huomata, etta

-/\/’ea:p Izs(Fw—'/U) 0 < -/\/’eacp ):s(rw’—'/(]) 2
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missd w’ on saatu w:std korvaamalla vy termilla "w™. Olkoon k& = 67 ja

Y = 0(k/vy). Nyt

Newp Fs ¥ = Newp 55 0(k/v0)

Newp Esroy0) 0

Neap Esrwyjo) ¢, missé w' saadaan 0:sta
korvaamalla vy termilld "07(= k)

Neap Fsv/0)

Newp Es ("9 /v0)

e 11

Lause 12.8 (Tarskin lause) Joukko Tr = {"¢7 | ¢ on L-lause ja Neyp =
Y} ei ole madriteltivissi Neyp:ssa.

Tod. Oletetaan, etté olisi olemassa L-kaava ¢ siten ettd s(0) € Tr <=

Newp Es @ 3. Godelin kiintopistelauseen nojalla on olemassa L-kaava 1 siten
ettid Negp s ¥ = Neap s ~0(T107/1g). Olkoon s(0) = "7 Koska ¢ on

L-lause pétee

Nea}p ):s ¢ — l‘w—l € Tr

s(0) € Tr

-/\[emp ):s 2

("7 /vg), koska s(0) = ")

1111

-/\/:a:cp ):s 2
-/V‘emp l?és w
ristiriita. O
Korollaari 12.9 Tr ei ole rekursitvinen joukko.

Tod. Lause 12.3! O

3Voidaan olettaa ettd ¢:n ainoa vapaa muutuja on vy.
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13 Rekursiivisesti numeroituvat joukot

Rekursiivinen joukko on intuitiivisesti ajatellen sellainen joukko, ettd mista
tahansa luonnollisesta luvusta voidaan mekaanisesti darellisessd ajassa ratkaista
kuuluuko se tdhén joukkoon vai ei. Toisin sanottuna, rekursiivisen joukon
karakteristinen funktio on mekaanisesti (algoritmisesti) laskettavissa. Rekur-
siivisesti numeroituvat joukot ovat sellaisia, ettd meilla on jalleen mekaa-
ninen algoritmi tarkastaa kuuluuko annettu luku joukkoon vai ei, mutta
tdmé mekaaninen algoritmi ei vélttdméattd pysdhdy. Sama toisin sanoin:
voimme alkaa luetella joukon alkioita, mutta ne eivat valttamétta tule su-
uruusjarjestyksessé ja niinpd emme tiedd pulpahtaako esimerkiksi 15 esiin
tassa luettelossa kohta, pitkan ajan kuluttua vai ei koskaan.

Maaritelma 13.1 Joukko A C N on rekursiivisesti numeroituva (lyh.
r.n.), jos A =0 tai on olemassa rekursiivinen funktio f : N — N siten ettd

A={f(n)|neN}

Huom. Kysymys m € A? voidaan ratkaista laskemalla f(0), f(1),... kunnes
f(n) = m, jos m € A. Mutta jos m ¢ A, on laskettava kaikki &&rettomén
monta arvoa f(0), f(1),... ennen kuin vastaus m ¢ A selviaa.

Lause 13.2 Jokainen rekursiivinen joukko on rekursiivisesti numeroituva.

Tod. Olkoon A # () rekursiivinen eli f4 on rekursiivinen funktio. Olkoon
a € A mielivaltainen. Asetetaan

[ n, jos fa(n)=1
fn) = { a, jos fa(n)=0

Nyt f on rekursiivinen ja A = {f(n) | n € N}. O
Lause 13.3 Olkoon A C N . Seuraavat ehdot ovat ekvivalentteja:

(1) A on rekursiivinen.
(2) A jaN\ A ovat rekursiivisesti numeroituvia
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Tod. (1) = (2) seuraa Lauseesta 13.2 koska rekursiivisen joukon kom-
plementti on aina rekursiivinen.
(2) = (1). Olkoon

A={f(n)[neN}
N\ A= {g(n)[neN}

missd f ja g ovat rekursiivisia. Jos
h(n) = pm(f(m) = n tai g(m) = n)
niin ~ on rekursiivinen ja
n € A<= f(h(n)) =n,
joten A on rekursiivinen. O
Lause 13.4 Rekursiivisesti numeroituvien joukkojen perhe on suljettu yhdis-
teen ja leikkauksen suhteen.
Tod. Ensin:

Lemma 13.5 Joukko A C N on rekursiivisesti numeroituva jos ja vain jos
on olemassa rekursiivinen relaatio R C N x N siten ettd

(x) mne A<= (ImeN)((n,m) € R)
Tod. Olkoon aluksi A C N rekursiivisesti numeroituva, esim.
A={f(n)|neN}
missd f on rekursiivinen. Olkoon
R ={(n,m) | f(m)=n}.

Nyt R on rekursiivinen ja (*) pétee.
Olkoon kdéntden R rekursiivinen siten ettd (x) péatee. Olkoon a € A ja

f(n) = { p(n) jos (p(n),o(n)) € R

a muuten
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Nyt f on rekursiivinen. Jos n € N ja (p(n),o(n)) € R , niin (*) nojalla
p(n) € Aeli f(n) € A. Jos taas n € A ja (n,m) € R niin n = f(n(n,m)).
Siis

A={f(n)|neN}

O

Korollaari Rekursiivisesti numeroituvat joukot ovat maariteltavissa ./\/emp:ssé.

Palataan Lauseen 14.4 todistukseen. Olkoon

ne A<= (Im e N)((n,m) € R)
n € B <= (Im € N)({(n,m) € R').

Talloin

n€ AUB < (Im € N)((n,m) € R tai (n,m) € R')
n € ANB <= (Im € N)((n,p(m)) € Rja (n,o0(m)) € R').

Lause 13.6 Joukko
Thm = {"¢ | PF ¢, ¢ lukuteorian lause }
on rekursiivisestis numeroituva.
Tod. Olkoon Prf sellaisten lukujen joukko m joukko, etté

<(m)0, (m)l, (m)len(m)>

on todistus.

Apuviite: Prf on primitiivirekursiivinen

Tod.Tarvitsemme sarjan havaintoja, joista jokainen on todistettavissa jo
lapikédydyilla menetelmillé, joskin siind on paljon vaivaa:
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) PeAx ={"¢7 | ¢ on Peanon aksioomien joukossa } on p.r.
) PrAx = {"¢7 | ¢ on propositiologiikan aksiooma } on p.r.
0) TIdAx = {"¢"| ¢ on L-identiteettiaksiooma } on p.r.
) KvAx ={"¢7| ¢ on L-kvanttoriaksiooma } on p.r.
) MP={("o ", (¢ —=¥)","7) | ¢, lukuteorian kaavoja } on p.r.
) YI={"(p = ¢)","(¢ = Yu;90) 7| ¢, lukuteorian kaavoja
ja v; el vapaa @:ssa } on p.r.
(7°) Lau= {"¢" | ¢ on lukuteorian kielen lause } on p.r.

m € Prf <= Vi <len(m)((m); € PeAx tai (m); € PrAx tai (m); € IdAx
tai (m); € KvAx tai
(37 <93k <9)(((m);, (Mg, (m);) € MP)
tai (37 < i)({(m);, (m)) € Y1)).

Lopuksi itse lauseen todistus:

n € Thm <= Im(m € Prf ja (Mm)enm) = n ja n € Lau).

Korollaari 13.7 On olemassa lukuteorian tosi lause, joka ei ole todistuva
Peanon aksioomista.

Tod. Maarittelimme Tarskin lauseessa joukon
Tr={"¢7| N = ¢, ¢ lukuteorian lause }
ja osoitimme, ettd Tr ei ole maariteltavissd N :ssi. Siis Thm # Tr. Korrek-

tisuuslauseen nojalla Thm C Tr. Siis Tr \ Thm # 0. O

Lause 13.8 (Godelin 1. epitiydellisyyslause) Peanon aksioomien teo-
ria P on epdtdaydellinen eli on olemassa lukuteorian lause @ siten ettd P ¥ ¢
ja P ¥ —p.
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Tod. Korollaarin 13.7 nojalla on olemassa tosi lause ¢ siten ettd P ¥ ¢. Jos
P =, niin N = —¢ eikd ¢ olekaan tosi. Siis P ¥ —¢. O

Lauseesta 13.8 seuraa etta P:11a on kaksi mallia M; ja M, joista toisessa ¢
on tosi ja toisessa epétosi. P:n kaikki mallit eivét siis ole elementaarisesti ek-
vivalentteja eli epastandardimalleilla on lukuteoreettisia ominaisuuksia joita
standardimallilla N ei ole.

Lauseen 13.6 nojalla on olemassa lukuteorian kaava Bew jossa on vapaana
vain vy ja jolle péatee

5(0) € Thm <= N, =5 Bew
eli jos ¢ on lukuteorian kielen lause, niin

Pt <= Ny E Bew("¢"/vg).

Godelin kiintopistelauseen nojalla on olemassa lause 1 siten ettd (valitaan
p = Bew ):
Newp £ ¥ = Neap |= ~Bew("¢ 7 /vo).
Jos P F 4, niin Negp = Bew("¢ /1), joten Negp = =0, Koska toisaalta
P + ¢ implikoi N, = 1, saadaan tulos
PF@D:>A[exp ):(w/\_”m
Siis P ¥ 1 eli Ny = 7 Bew("¢™/vy)

eli Nowy = 9.
Siis 1) on esimerkki todesta lauseesta, joka ei ole todistuva. Huomaa etté
1 sanoo " v ei ole todistuva"

eli v on erés versio valehtelijan paradoksista.

Tieddmme, ettd P on ristiriidaton koska ./\/m, = P. P:nristiriidattomuus
on ekvivalentti véitteen P F= 01 kanssa (koska P+ [p A =¢] <>~ 01, olipa
© mika kaava tahansa. Mutta

PF=01 <= Ny E "Bew("= 017/1y)
minké vuoksi otamme lauseelle =“Bew("~ 017/vy) oman lyhenteen
Con(P)

joka tulee enlanninkielen sanasta “consistency” eli ristiriidattomuus.
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Lause 13.9 (Godelin 2. epataydellisyyslause) Peanon aksioomien ris-
tiriiddattomuus ei ole todistuva Peanon aksioomista eli Con(P) on tosi lause
jolle pdtee

P ¥ Con(P)

Tod. (hahmotelma) Olkoon ¢ kuten ylld. Kuten ylla, jos P + 1, niin
Nezp |E Bew("7/vg). Tutkimalla lauseen 13.6 todistusta tarkkaan, voi os-
oittaa, ettd P F 1 implikoi jopa P F Bew("¢"/vg). Tutkimalla Godelin
kiintopistelauseen todistusta tarkkaan, voi havaita, ettd jopa

P (¢ ¢ ~Bew("¢/w)).

Siis P F ¢ implikoi P = =) eli Pt ¢ implikoi P+ [¢p A =] eli P F~ 01 eli
Nezp = ~Con(P). Tamé paittely voidaan tehdéd kokonaisuudessaan P:ssé,
jolloin saadaan

Pt Bew("/vg) — ~Con(P)

eli
Pt Con(P) — =Bew("/vy)

eli

PtE Con(P) — 1.

Jos siis P = Con(P), niin P + 1 , vastoin ailemmin todistettua tietoa
P¥ . 0

Godelin 2. epéataydellisyyslause péatee kaikille matematiikan aksiooma-
joukoille jotka ovat riittavan yksinkertaisesti esitettyjd, jotta Lause 13.6 voidaan
todistaa ja riittdvan vahvoja jotta lukuteorian perusasiat ovat todistuvia.
Misaan téallaisessa aksioomasysteemissé ei voi todistaa sen omaa ristiriidat-
tomuutta. Taméa voidaan tulkita (16ysésti) siten, ettd matematiikassa ei voi
koskaan todistaa matematiikan ristiriidattomuutta.

Lauseella 13.8 on sellainen mielenkiintoinen seuraus, ettd P:114 on epés-
tandardimalli M jossa pétee

M E —=Con(P)
eli
M = Bew("~ 01"/vy).

Siis on olemassa M :n alkio ¢ joka toteuttaa M :ssé kaikki todistuksen ehdot ja
t:n viimeinen alkio on lause ~ 01. Loysasti puhuen, M:sséd voidaan todistaa
ettd 0 = 1 mutta todistus on (ehké) ddrettomén pitka.
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Loppu

87



