
FOURIER ANALYYSI. (syksy 2013)

8. HARJOITUKSET (pe 8.11, 12-14 salissa C124)

1. Olkoon f ∈ L1(Rd). Osoita, että

(i) Jos g(x) = f(−x) , silloin ĝ(ξ) = f̂(ξ) .

(ii) Jos g(x) = 1
td
f
(
x
t

)
, t > 0, silloin ĝ(ξ) = f̂(t ξ).

2. Olkoon α ∈ Nd
0 multi-ideksi. Osoita tarkasti, että jos f ∈ S(Rd), niin

(i) xαf(x) ∈ S(Rd) ja ∂αf(x) ∈ S(Rd),

(ii) f̂ ∈ C∞(Rd) ja ∂α f̂(ξ) =
(
(−i x)α f(x)

)̂(ξ).
(iii) (∂αf)̂(ξ) = (i ξ)α f̂(ξ).

Edellä (ii)-kohdassa iα := i|α|.

3. Sovella edellistä tehtävää ja näytä:

jos f ∈ S(Rd), niin f̂ ∈ S(Rd).

4. Oletetaan, että H ∈ L1(Rd) toteuttaa ehdot jolle H ≥ 0, ja
∫
Rd H(x)dx = 1, sekä

|H(x)| ≤ C

(1 + |x|)d+1
.

Kun ε > 0 merkitään Hε(x) := ε−dH(x/ε). Jos f ∈ L1(Rd) on jatkuva origossa, osoita
että

lim
ε→0

∫
Rd

f(x)Hε(x)dx = f(0).

5. Näytä, että f ∈ S(Rd) kun f(x) = e−|x|
2
.

6∗ Todista Leibnitzin yleinen sääntö tulon derivoinnille: jos α ∈ Nd
0 on mielivaltainen multi-

ideksi ja f, g ∈ C∞(Rd), niin

∂α(fg)(x) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂βf(x) ∂α−βg(x),

missä

(
α

β

)
:=

d∏
j=1

(
αj
βj

)

1



Vihjeitä:

T.2: [(ii)-kohdassa todista ensin induktiolla jälkimmäinen kaava, ]

T.2, T.3: [ ]

T.4: []

T.5: []

T.7: [Ei ole vaikea!]
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