Diff.yht. II, harj. 5, 3.&5.12.2013, ratk. (Jouni Luukkainen), 5 tekstisivua ja 1 kuvasivu

OIKAISU. Osittaisderivoinnin symboli @ on (ainakin melkein) vendjin kielen aakkoston pieni d-kirjain,
mutta ei sittenkdén kaunokirjoituksessa, kuten olen aina vaittanyt, vaan kursivoidussa painotekstissa (kuten
olen ndhnytkin)! Kiitos opiskelijalle, joka kiisti vA&aran véitteeni!

Teht. 1. Etsi seuraavalle homogeenisysteemille R:sséd perusjarjestelméa matriisikeinolla, joka soveltaa yleis-
tettyjd ominaisvektoreita:

1) s =] ) xo.

Ohje. Luentomonisteen yhtalot (5.31) ja (5.32).

Ratk. Matriisin A = [:} _13} karakteristisella yht&lolla det(A—AI) = _1_; A _31_ )\] = A4\ +4 =
(A +2)% = 0 on kaksoisjuuri A = —2. Miéritetdin ominaisvektorit u = (u,us) € R? \ {0}:
up +uz =0
(A4+2Nu = LA u=0<< tr S uy=-—up <= u=a 1 (a € R {0}).
-1 -1 —Up — Uy = 0 -1

Titen Am ominaisvektoreista ei voida valita kantaa R2:lle. Siis perusjirjestelmii ei saada suoraan matriisi-
keinolla. Valinnallaa =1 eliu=[1 —1]" tulee kuitenkin yksi ratkaisu x; (¢) = e~ 2tu = ¢~ 2 {11] vte R
perusjarjestelmaan.

Perusjirjestelmin toisen ratkaisun x, 16ytimiseksi valitaan vektori v € R?, joka ei ole A:n ominaisvektori
eli jolle (A 4 2I)v # 0 eli jolle siis v }f u, ja etsitddn ratkaisu x5 alkuehdolla x2(0) = v muodossa

— 1 1

Xo(t) = etdv = e 2 A2y — =2 (Z —t"(A+ 2[)") v=e2(v4t(A+20)v+ §t2(A+2I)2V+ S ).
n!

n=0
Sarjan katkeamiseksi, ja mahdollisimman pian, vaaditaan nyt, ettd (A + 2I)>v = 0 eli etti v on Amn
ominaisarvoon A = —2 liittyvd A:n yleistetty ominaisvektori. Tamé ehto ei rajoita v:n valintaa, silla itse
asiassa (miké, kuten voidaan osoittaa, ei ole sattumaa)

s [ 1 1 1 1] _[o o0
(A+2)" = -1 1] |[-1 —1] |0 of"

Voidaan siis valita v =[1 0]". Niin saadaan

Xg(t):eQt(v—i—t(A—i—QI)v):e%([(l)_ +t[_} _ﬂ Lﬂ):e%([é] +t[_ﬂ)=e% {ljﬂ.

Olisi helppo sijoittamalla todeta, ettd xo on todellakin ratkaisu. Tietysti W(x1,x2)(0) = det[u v] #0.

Huom. Osoitetaan, etta yleistettyji ominaisvektoreita kiyttiden konstruoidut ratkaisut ovat
todellakin ratkaisuja. Olkoon siis A € R**® A e C,ueC*, meN, (A—A)™u=0 ja

m—1
x(t) = e %(A —A)Fu VteR.
k=0
Talloin x(0) = u ja
m—1 tk m—1 tkil
Ax(t) = Mx(t) + (A = MDx(t) = Ax(t) + e H(A — M)l = Ax(t) 4 M =] (A= XD)Fu
k=0 k=1 v
d ) e d "tk
_ (2 Uk at & o vk — 5
- (dte >;;) (A= AD u+ e o 2 (A—ADfu=x(t) VteR.



Ei siis tarvittu padttymétonté potenssisarjaa ' = 3"27 ((t*/k!) A" ja tietoa (d/dt)e'? = Ae!.

Teht. 2. Etsi matriisikeinolla (joka soveltaa yleistettyjd ominaisvektoreita) R:ssd perusjarjestelméd systee-
mille

1 1 1
x(t) = Ax(t), A=1[2 1 —1|eR¥3
0 -1 1
Ratk. Etsitadn A:n ominaisarvot:
1—-A 1 1
det(A=A)=| 2 1-A -1 51(1/\)‘1_;‘ 1_;‘2‘_1 1_i‘
0 -1 1-2X

=(1=ANA=20)=22-A)=-A=2)N=A=2)=-A+1D(A=-2)2=0.

Etsitd#in ominaisarvoja A = —1 ja A = 2 vastaavat ominaisvektorit u = (u1,u2,u3) € R3\ {0}. Sievennetiiin
ensin kerroinmatriiseja alkeisrivioperaatioin, joiden valinnan voi havaita laskusta:

2 1 1 2 11 2 0 3
A—(-DI=|2 2 —1|~lo 0 o0|l~l0o 1 —2|;
0 -1 2 0 -1 2] |00 0
(-1 1 1 -1 1 1] 100
A—-2]= 2 -1 -1| ~ 0 1 1|~ (0 1 1
0 -1 -1 0 -1 -1] [0 0 0
Taten
(A= (-1))u=0 <= u; = —(3/2)us ja ug = 2uz <= u=s(-3,4,2) (s eR);
(A-2hu=0<=u; =0jauy = —uzs <= u=s(0,1,-1) (s€R).
Saadaan siis ratkaisut x,(t) = e 1 [=3 4 2]" jaxy(t) =€ [0 1 —1]" etsittiivisin perusjirjestelman.

Etsitdfin ominaisarvoon A\ = 2 liittyvit yleistetyt ominaisvektorit ratkaisemalla yhtilo (A — 27)*u = 0.
Sievennetidn ensin kerroinmatriisia alkeisrivioperaatioin:

-1 1 1 -1 1 1 3 -3 -3 1 -1 -1
(A-20?=1] 2 -1 -1 2 -1 —-1|=|-4 4 4|~ |0 0 0
0 -1 -1 0 -1 -1 -2 2 2 0 0 0
Taten
S1 + So 1 1
(A72I)2u:0<:>u1:uQ+U3<:>u: s1 =51 |1|+s2]0 (s1,82 € R).
S92 O 1

(Ominaisvektori u = (0,1, —1) vastaa tapausta (si,s2) = (1,—1).) Valitaan esimerkiksi u = (1,1,0) )k
(0,1, —1). Talloin saadaan etsittiavadn perusjirjestelmain kolmas ratkaisu

1 -1 1 1][1 1 0 1
x3(t) =e(u+t(A—-2Du) = (| 1| +t| 2 —1 —1||1])=e*(|1|+t]| 1|)=€|1+1
0 0 -1 —1] 10 0 —1 —t

Teht. 3. Maariti seuraavan autonomisen systeemin kriittiset pisteet ja niiden laatu (stabiili vai epéstabiili):

T=2y—2
y=—x—2y.
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Ratk. Kyseessd on epahomogeeninen lineaarinen systeemi tasossa R2. Systeemilld on tasan yksi kriittinen
piste:

{ 2y-2=0 = (z,y) = (—2,1).

—x—2y=0

Maéritetadn kriittisen pisteen (—2, 1) laatu vastaavan homogeenisen systeemin z(t) = Az(t), A = [ 0 2] ,

kriittisen pisteen (0,0) laatuna A:n ominaisarvoja kiyttaen:

-2 2

det(A —\I) = ‘ 1 9

’—>\2+2/\+2_(/\+1)2+1_0<:>>\_—1ii.

Koska Re(—1+14¢) = —1 < 0, on kriittinen piste stabiili (jopa asymptoottisesti stabiili). Koska Im(—1+1) =
+1 # 0, radat ldhestyvét pistettd (—2, 1) spiraalimaisesti.

Teht. 4. Maarita seuraavan autonomisen systeemin kriittiset pisteet ja niiden laatu:

T=-2x4+y+6
y=—x+2y—3.

Ratk. Kyseessd on epihomogeeninen lineaarinen systeemi tasossa R?. Midritetiin systeemin kriittiset
pisteet:
{—2x+y—|—6:0 {x:5

—x+2y—3=0 y=4"

Kriittisia pisteitd on siis tasan yksi, (5,4). Systeemin matriisin A = [1 2} ominaisarvot:

—2-A 1

det(A)\I)‘ 1 9.

‘)\230<:>>\i\/§.

Ominaisarvot ovat reaaliset ja erimerkkiset. Siksi kriittinen piste on epéstabiili (satulapiste).

Teht. 5. Maarita seuraavan autonomisen systeemin kriittiset pisteet ja niiden laatu:

i =222 — 2y
y=—4+ 522 — y%

Ratk. Kuvaukset f,g: R? = R, f(z,y) = 222 — 2y ja g(z,y) = —4 + 522 — y?, ovat jatkuvasti derivoituvia.
Kriittiset pisteet (x,y):

f(z,y) =0 y = 2 r=+41  (z=+2
{go:,y):o‘:’{x4—sx2+4=<x2—1><x2—4>=o‘:’{yzl {

— (xvy) € {(17 1)7 (_17 1)7 (2’4)’ (_2’4)}'

y=4

Di f(z,y) sz@c,y)} _ [ de _—Qﬂ.

Kuvauksen (f, g) derivaatan matriisi pisteessi (x,y) on A(z,y) = [
Matriisien

A(lvl):[fo :ﬂ A(—l,l)z{__flo :;} A(2,4):[28O :z] A(—2,4)=[__280 :;}
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ominaisarvot:

det(A(l,l)—)\I):’4m)\ _23)\’:)\2—2)\+12:()\—1)2+11:0<:>)\:1ii\/ﬁ;
R ) ) )

det(A(-L1) =) =| ;7 7 =N +6A-12=(A+3) —21 <= A= -3+21I;

det(A(2,4)—/\I):’82_O)‘ _gﬁ/\lz)\Q—M:O(:))\:i\/ﬂ;

det(A(—2,4) — X) = _§2_0A _S_EA =(A+8)2-40=A2+16+24 =0 )\ = -8+ V40.

Kriittinen piste (1.1) on epéstabiili, silli Re(l + iy/11) = 1 > 0. Kiiittiset pisteet (—1,1) ja (2.4) ovat
epéstabiileja (satulapisteitd), silld kummallakin niistd A(z,y)-matriisin ominaisarvot ovat reaaliset ja eri-
merkkiset. Kriittinen piste (—2,4) on stabiili (jopa asymptoottisesti stabiili), silli molemmat ominaisarvot
ovat negatiiviset.

Teht. 6. Maarita seuraavan autonomisen systeemin kriittiset pisteet:

{zu+n@m

2

y=z°—x—2.

Mita Poincarén lause kertoo kriittisten pisteiden laadusta? Maéritd myos systeemin radat.

Ratk. Luonnostellaan liséksi virtauskuvio piirtdmalla ratoja virtaussuuntineen, koska tarvitsemme tata
erdiden kriittisten pisteiden laadun selvittamiseksi.

Olkoon f(z,y) = (x +1)(y — 2) ja g(z,y) =22 —x — 2= (z + 1)(x — 2), kun (z,y) € R%. Kriittiset pisteet:

z,y) =0 r=—1ltaiy=2

{ f@y) = . Y <~ (z,y) = (-1, s) jollain s € R tai (z,y) = (2,2).
9(z,y) =0 z=-1ltaiz =2

Suoran x = —1 jokainen piste on kriittinen piste; kyseessé on kriittinen suora.

Jokaiseen kriittiseen pisteeseen liittyy pistemiinen rata.

Midritetddn radat kriittisten pisteiden joukon komplementissa G = {(z,y) € R? | z # —1, (z,y) # (2,2)}.

Radat joukon f(x,y) = 0 eli suorien = —1 ja y = 2 ulkopuolella saadaan separoituvasta differentiaaliyhté-
16sté:

dy _§ _glzy) (@+h)@=-2) x-2 / /

2 =2 = = = — [(y—2)dy= [ (z—2)dz

i fmy) G- g2 JWTRw= )

= Lly-2°=L12-2%+Cy (CyeR) =5 (x—2)2—(y—2)?=C (C €R).
Joukon g(x,y) = 0 eli suorien x = —1 ja « = 2 ulkopuolella saadaan radoille separoituva differentiaaliyht&lo

de/dy = f(z,y)/9(x,y) = (y — 2)/(z — 2), jolloin tulee sama yhtdlo [(y — 2)dy = [(z — 2)dz ja sama
lopullinen kéiyra kuin ylla. Niin saatiin radoista joukossa G selvitettyd myos ehdon f(x,y) # 0 poistamat
pisteet.

Jos C' # 0, tdmé kéyrd on C:n merkin mukaan jompikumpi hyperbeleista

@2 -2*_

“Icn?  VIen?

jos taas C' = 0, tamé kayra on ndiden hyperbeliparvien yhteiset aymptoottisuorat

(y—2)=+x(z—2).
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Nama radat ovat kriittisten pisteiden naiden hyperbelien haaroista ja niiden asymptooteista erottamilla yhte-
naisilla avoimilla kaarilla. Itse asiassa ndma avoimet kaaret ovat kokonaisia ratoja, mika ndhdaan seuraavasti.
Olkoon (z(+),y(+)): A — R? maksimaalinen ratkaisu ja « € RU{+o0} viilin A piétepiste. Funktioista x(-) ja
y(+) ainakin toinen on monotoninen, kuten jiljempéné oleva f:n ja g:n merkkien tutkiminen osoittaa, joten
ainakin toinen raja-arvoista

To =limz(t) e RU{£oo} ja  y,=limy(t) e RU{*too}
t—a t—a

on olemassa, jolloin radan yhtalosta seuraa, ettd toinenkin on olemassa ja péatee x, € R <— y, € R.
Tapauksessa (7q,¥q) € R? seuraa 1. kl. systeemien poistumislauseesta, etti o = —oo tai a = oo; tiisti
puolestaan seuraa Lauseen 6.4 nojalla, ettd (x,,y,) on kriittinen piste. Tdten jokainen dsken mainittu
avoin kaari on kokonainen rata.

Suoralla y = 2 on f(x,y) = 0 (eli virtauksella on alustavasti suunta |) ja g(z,y) = (z + 1)(xz —2) > 0
(eli virtauksella on suunta 1), jos ¢ < —1 tai z > 2, ja g(z,y) < 0 (eli virtauksella on suunta |), jos
—1 < x < 2. Suoralla x = 2 on g(x,y) = 0 (eli virtauksella alustavasti suunta —) ja f(z,y) =3y —2) >0
(eli virtauksella suunta —), jos y > 2, ja f(x,y) < 0 (eli virtauksella suunta <), jos y < 2. Alueissa
G1 ={(z,y) € G| x < -1} ja Gy = {(z,y) € G| x > —1} eivit f ja g voi jatkuvina funktioina vaihtaa
merkkiddn muualla kuin suorilla y = 2 ja « = 2, mika polynomeista f ja g ndhd&an suoraankin. Saaduista
viidestd nuolesta (Kuvio 1) voidaan siis ratojen kulkusuunta méérittad (Kuvio 2).

Vaihtoehtoisesti ennen ratojen kulkusuunnan méaarittamista voidaan ensin selvittda f:n ja g:n merkkiyhdis-
telmét ++, +—, —— tai —+ suorien x = —1, x = 2 ja y = 2 rajaamissa alueissa ja piirtda ndiden nojalla
virtauksen suunta niissé alueissa muodossa 7, N\, " tai \ (Kuvio 3). Suorilla y = 2 ja = 2 virtauksen
suunta maardytyy néistd f:n ja g:n jatkuvuuden perusteella muodossa T, |, — tai <.

Kuvauksen (f,g) derivaatalla pisteessi (z,y) € R? on matriisi A(z,y) = {ny__i v ?)_ 1].
0 3] . A 3 ) )
Nyt A(2,2) = 3 (| doten det(A(2,2) — X)) = 3 | = A*—9 =0 < X\ = =£3; siis mat-

riisin A(2,2) ominaisarvot ovat erimerkkiset, jolloin Poincarén lauseen nojalla kriittinen piste (2,2) on
epéstabiili (satulapiste). Tamé ndhdain myos kuviosta 2.

s—2 0
-3 0
jan alkiot A\; = s—2 ja Ay = 0; talloin on myos det A(—1, s) = 0. Siis Poincarén lause ei tdhéin tapaukseen so-
vellu. Mutta kuviosta 2 ndhdéén, ettd kriittinen piste (z,y) = (—1, s) on epéstabiili, jos s > 2, ja stabiili,
mutta ei asymptoottisesti stabiili, jos s < 2.

Toisaalta, kun s € R, niin A(—1,s) = on alakolmiomatriisi, joten sen ominaisarvot ovat lavista-

Huom. Samaa rataa vastaavat systeemin eri maksimaaliset ratkaisut poikkeavat systeemin autonomisuuden
ja systeemien OY-lauseen nojalla toisistaan vain ajan ¢ siirrolla: Jos (z(+),y(-)): A — R? on maksimaalinen
ratkaisu, niin saman radan antavat maksimaaliset ratkaisut saadaan valitsemalla s € R, asettamalla A; =
A + s ja méaarittelemalld (xs(t),ys(t)) = (x(t — s),y(t — 9)), kun t € A,.



