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Lukuteoriaa. Jos a,b,c € Z, niin yhtilén A3 4+ aA? + b\ 4 ¢ = 0 rationaaliset juuret ovat kokonaislukuja
ja kertoimen c tekijoitd. Jos nimittdin p € Z ja ¢ € N ovat lukuja, joilla ei ole yhteisia alkutekijoité, ja
A = p/q on juuri, jolloin p* + ap?q + bpg? + cg® = 0, niin ¢ on luvun p* = —q(ap? + bpg + c¢?) ja p luvun
cq® = —p(p? + apq + bg?) tekiji, joten ¢ = 1 ja ple.

Teht. 1. Muodosta R:ssd perusjirjestelméd homogeenisysteemille x(t) = Ax(t), kun

-1 0 O
A=10 1 2| eR3*3,
0o 2 1
Ratk. Etsitdan A:n ominaisarvot:
“1-A 0 0 Loy
det(A—X)=| 0 1-x 2 |Z(1-) =—A+1)((A=-1)2-1)
0 21—\ 2 1=A

=—A+DA=1-2)A=1+42)=-A+1)*A=3)=0<= A2 = —1 tai \3 = 3.

Siis ominaisarvon A = —1 algebrallinen kertaluku on 2.

Etsitdéin vastaavat ominaisvektorit u = (uy,u2,u3) € R3 \ {0}:

0 00 0 00
A=-1: (A—(-1))Ju=0<= |0 2 2|u=0<= |0 1 1|u=0<= uz=—u3
0 2 2 0 00
a 1] 0
—u=|b|=a|0|+b]| 1 (a,b €R, a® 4+ b* > 0);
—b 0] -1
[—4 0 0] 10 0
A=3: (A-3)lu=0<= |0 -2 2 |u=0<= |0 1 —-1|u=0
| 0 2 2] 00 O
0
—u =0uy=uz<=—=u=a|l (a € R\ {0}).
1
Téaten my6s ominaisarvon A = —1 geometrinen kertaluku on 2: vastaava ominaisavaruus on 2-ulotteinen.
1 0 0
Siis ratkaisut x1(t) = et | 0|, x2(t) = et | 1 | jax3(t) =e3 | 1| muodostavat systeemin perusjirjes-
0 -1 1

telmén (x1, X2, X3).
Teht. 2. Muodosta R:ssd perusmatriisi homogeenisysteemille x(t) = Ax(t), kun

_ 2 -1 2X2
A_[l 2]6R .

Ratk. Etsitddn A:n ominaisarvot: det(A — AI) = ‘ 2 I A 2:1/\

2+,

':A2—4>\+5:()\—2)2+1:0<:>>\=



Etsitddn kompleksista ominaisarvoa A = 2 + ¢ € C vastaavat kompleksiset ominaisvektorit u = (u1,u2) €
C? < {0}:

—1

(A= (2+i)u=0 [ )

ilu= 0 < (lisaamalla toinen rivi i:114 kerrottuna ensimmaéiseen riviin)

[(1) _Ozlu—0<:>u1—iuQ<:>u—a{ﬂ (a € C~{0}).

Valinnalla a = 1 saadaan systeemille kompleksinen ratkaisu

x(t) = Mu = et m = ¢ (cost +isint) (m i [é]) ,

josta saadaan reaalisista ratkaisuista

%1 (t) = Rex(t) = <m cost — m sint) _
x(t) = Imx(t) = * ({H cost + [ﬂ sint> =

koostuva perusjirjestelmi R:ssd. Talloin X (¢) = [x1(t) xo(t)] = {

o

ot | —sint
cost
9t | cost
sint

—sint cost
cost sint

@

] vVt € R on systeemin
perusmatriisi.

Teht. 3. Ratkaise lineaarinen systeemi

(1) = Ax(t) + £(1), A[(l) ‘01], f(t){‘ﬂ,

kayttden sopivaa suoraa yritetta.

Ratk. Ratkaistaan ensin homogeenisysteemi x(t) = Ax(¢). Etsitddn A:n ominaisarvot: det(A — AI) =

‘ 71>\ :}\ =M 41 =0 <= X\ = =+i (ominaisarvot puhtaan imaginiiriset, koska A on antisymmetrinen:
AT = —A).

Etsitddan kompleksista ominaisarvoa A = i € C vastaavat kompleksiset ominaisvektorit u = (u1,us) €
C? < {0}:

—iul — Uy = 0

(A—z'I)u:0<:>{ <:>u1:iu2(:>u:a“] (aeC~ {0}).

ulfiu2:0

Valinnalla a = 1 saadaan systeemille kompleksinen ratkaisu

x(t) = e’ {” = (cost +isint) ({ﬂ +i [é]) ,

josta saadaan reaalisista ratkaisuista

—sint

cost

cost
sint

x1(f) = Rex(t) = m cost - m sint = [ ] ja xa(t) = Tmx(t) = [(1)] cost + m sint = [

koostuva perusjirjestelmé R:ssd. Homogeenisysteemin yleinen ratkaisu on siis x = ¢1x1 + coXa (c1,¢2 € R).

Huomataan, etta f ei ole homogeenisysteemin ratkaisu. Tayden yhtédlon yksittdisen ratkaisun 16ytdmiseksi
kéaytetadn siksi yritettd, joka on samaa muotoa kuin f, eli siis vakiofunktioyritettd x(t) = [a b]T (a,b € R):

x(t) = Ax(t) +£(t) <= 0= [? _01} m + [_32} - [_;:32} A { Z::S.
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. . . . —sint cost -3
Yleiseksi ratkaisuksi saadaan x(t) = ¢1 [ cost } + co [sint] + [_2} VteR (c1,c0 €R).

Teht. 4. Ratkaise lineaarinen systeemi

(1) (1) = Ax(t) + £(1), AH ﬂ, f(t){smt],

cost

kéyttden variointikeinoa. Huomaa, ettd sama A kuin edellisessd tehtdvassa.

Ratk. Homogeenisella systeemilld x(¢) = Ax(¢) on perusmatriisi X (¢) = [x1(t) =x2(t)] = {_ s COSt]

cost sint
vVt € R, joka kullakin ¢ on ortogonaalinen, koska sen sarakkeet ovat keskenddn kohtisuorassa olevia yksik-
kovektoreita, ja symmetrinen; tillsin X (¢)7! = X (¢)T = X(¢). Kirjoitetaan homogeenisysteemin yleinen
ratkaisu muotoon x(t) = X (t)c (c € R?).

Téyden yhtélon yksittdisen ratkaisun 16ytamiseksi kiytetdén variointikeinoa ja kirjoitetaan x(t) = X (t)c(t),
jolloin x(t) = X (t)c(t) + X (¢)e(t) = AX (t)c + X (t)e(t) = Ax(t) + X (t)e(t) ja siis
x(t) = Ax(t) + f(t) < X (t)e(t) = £(¢)

(
S er | —sint cost]| [ —sint]| sin?t + cos? t 1
e(t) =X () £(t) = [ cost sint} { cost } o {—costsint—«—sintcost 10
t
0

—a- (3] -]

Niin saadaan yksittédisratkaisu

x(t) = X (t)c(t) = [sint cost} [(t)] _ [tsint] .

cost  sint tcost
Yleiseksi ratkaisuksi saadaan x(t) = ¢; | sin +c cost + —tsint VteR (c1,c0 €R)
— T cost 21 sint tcost 12 ’
Teht. 5. Ratkaise lineaarinen systeemi

(1) (t) = Ax(t) + £(1), A:B ” f(t):{COSt],

—sint

kayttaen sopivaa suoraa yritetta.
Ohje. Suoraviivainen lasku johtaa 4 x 4-kokoiseen lineaariseen yhtaléryhmaan.

Ratk. Ratkaistaan ensin tdydelleen homogeeninen systeemi x(t) = Ax(t). Karakteristisen yhtalon

det(A/\I)’IZ)\ 11)\‘(1)\)24(1)\+2)(1>\2)(/\3)()\+1)0
juuret ovat erisuuret reaaliluvut A = 3 ja A = —1. Etsitiiin vastaavat ominaisvektorit u = (u1,uz2) € R*~{0}:
-2 1 1
(A3I)u—[4 _2]u—0<:>uz—2u1<:>u—a{2] (a € R\ 0);
2 1 1
(A—l—I)u—[4 2}u—0<:>uQ_—2u1<:>u—a{2} (a € RN\0).

.. . . . . 1 1
Titen homogeenisen systeemin yleinen ratkaisu on x(t) = ¢;e%t {2] + coet {_ 2] .
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Huomataan, etta f(t) = —ejcost — ey sint ei sisélly homogeenisen systeemin ratkaisuihin. Tehd&én siksi
(1):n yksittiisratkaisun 1oytamiseksi yrite x(t) = acost + bsint V¢ € R miéritettivin kertoimin a,b € R2.
Yritteelle on

(1) <= —asint + beost = Aacost + Absint — ej cost —egsint <= —a=Ab—e; & b= Aa—e;.

Sijoittamalla jalkimmaé&inen yhtalo edelliseen saadaan

1
jossa A2 = Lo by 52 ja siis (A2 + 1)~ = 6 2 71—i 6 -2 _ 113 -1
) T4 1|4 1| |8 5] ~ 18 6] T 20|-8 6| 10|-4 3]
jolloin
— (A2 |13 =11 _1]-2
a=(4"+1) M_lo 4 3||5] 10|11
1 1] 1 [-2 1 [9 1 1 [-1
I RS RA e
1

1 [-2 1 [-1] .
]—1—10[ }cost#—[?)]smtweﬂ%

—a=A%a—Ae; —ey < (A’ + a= Ae| +e; = [H + [O} = [1],

Talloin

Siis (1)m yleinen ratkaisu on x(t) = cpe3t B} + ce™t {_

[\

(c1,c2 € R).

Teht. 6. Ratkaise lineaarinen systeemi

(1) (1) = Ax(t) + £(0), A:H ” f(t):e?’t{i],

kéyttden variointikeinoa. Toisaalta, miké olisi tédssa toimiva suoran yritteen muoto? Huomaa, ettd sama A
kuin edellisessa tehtavassa.

3t —t
Ratk. Homogeenisysteemilld %(t) = Ax(t) on perusmatriisi X(¢) = [x1(t) =x2(t)] = [2663t —Zet} .
Kirjoitetaan homogeenisysteemin yleinen ratkaisu muotoon x(¢) = X (¢)c (c € R?).
Téyden yhtélon yksittdisen ratkaisun 16ytamiseksi kdytetddn variointikeinoa ja kirjoitetaan x(t) = X (t)c(t),
jolloin (ks. teht. 4) merkitsemalld c(t) = (c1(t), c2(t)) tulee vaatimus

K1) = Ax(1) + £() = X(0)e(t) = £(t) { er(t) e iea(t) = 3e% { de¥er(t) = 4™

2e3t¢ (t) — 27 tea(t) = —23 de~téy(t) = 8e3t

:}{él(t)zl <:{c1(t):t

éo(t) = 2t cot) = Lett’
Nain saadaan yksittéisratkaisu
et et t tedt + Ledt 1 2t +1
x(t) = X(t)e(t) = |:263t Cge—t | | 1pat | T | gpe3t et | = §€3t A — 9"
2

Lisadmalla tdhan homogeenisysteemin ratkaisu %xl (t) 16ydetadn seuraava yksinkertaisempi yksittdisratkaisu:

ol 2t +1 g |1 s |t+1
X(t)—§6 {4252]4—26 5| =¢ 9 |-

t+1

Yleiseksi ratkaisuksi tulee x(t) = c1e® B] + coe™? [_12} +e3t [ ot

] VteR (c1,c0 €R).

Suora yrite olisi x(t) = te*a + €3'b (a,b € R?).



