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Todennäköisyysteoria
Harjoitus 8, 15.11.2012
Ratkaisuehdotuksia (Hoa Ngo)

1. Tehtävän voi todistaa vastaoletuksella kuten luennnon lauseen 7.0.1 todistuksessa. Näy-
tetään tässä toisen version eli suora todistuksen. Sovelletaan todistuksessa lausetta 7.0.1:

Koska supn∈N E(|Xn|), supn∈N E(|Yn|) <∞, niin

sup
n∈N

E(|Xn + Yn|) ≤ sup
n∈N

E(|Xn|) + sup
n∈N

E(|Yn|) <∞.

Olkoon ε > 0. Koska satunnaismuuttujat {Xn} ja {Yn} ovat tasaisesti integroituvia,
niin lauseen 7.0.1 nojalla on olemassa δ = min{δ1, δ2} > 0 siten, että

max
{

sup
n∈N

E
(
|Xn|1A

)
, sup
n∈N

E
(
|Yn|1A

)}
<
ε

2

aina kun P(A) < δ. Olkoon A ∈ F siten, että P(A) < δ. Tällöin

sup
n∈N

E
(
|Xn + Yn|1A

)
≤ sup

n∈N
E(|Xn|1A) + sup

n∈N
E(|Yn|1A) <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Lauseen 7.0.1 nojalla satunnaismuuttujat {Xn + Yn}n∈N ovat tasaisesti integroituvia.

2. (a) Olkoon p > 1. Tällöin

E(|X|p) ≥ E(|X|p1{|X|≥K}) ≥ E(|X|p−1|X|1{|X|≥K}) ≥ Kp−1E(|X|1{|X|≥K}),
mistä seuraa Chebyschevin variaatio

E(|X|1{|X|≥K}) ≤ K1−pE(|X|p).
(b) Sovelletaan (a)-kohta:

0 ≤ lim
K→∞

sup
n∈N

E(|Xn|1{|Xn|≥K}) ≤ lim
K→∞

K1−p sup
n∈N

E(|Xn|p)︸ ︷︷ ︸
<∞

= 0

kaikilla p > 1. Määritelmän 7.0.2 nojalla satunnaismuuttujat {Xn} ovat tasaisesti
integroituvia.
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3. Edetään todistus helpoimmasta vaikeampaa:

”⇐ ” Olkoot B1, B2, . . . , Bd ∈ B(R). Tällöin

P(X1 ∈ B1, X2 ∈ B2, . . . , Xd ∈ Bd) = PX(B1 ×B2 × · · · ×Bd)

= (PX1 ⊗ PX2 ⊗ · · · ⊗ PXd
)(B1 ×B2 × · · · ×Bd)

= PX1(B1)PX2(B2) · · ·PXd
(Bd)

=
d∏
i=1

P(Xi ∈ Bi),

joten satunnaismuuttujat {X1, X2, . . . , Xd} ovat riippumattomia.

”⇒ ” Satunnaismuuttujien X1, X2, . . . , Xd riippumattomuuksien nojalla

PX(U) = PX
(
B(q1, 1/n1)×B(q2, 1/n2)× · · · ×B(qd, 1/nd)

)
= PX

(
X1 ∈ B(q1, 1/n1), X2 ∈ B(q2, 1/n2), . . . , Xd ∈ B(qd, 1/nd)

)
= P

(
X1 ∈ B(q1, 1/n1)

)
P
(
X2 ∈ B(q2, 1/n2)

)
· · ·P

(
Xd ∈ B(qd, 1/nd)

)
= (PX1 ⊗ PX2 ⊗ · · · ⊗ PXd

)(U)

kaikilla U ∈ G3. Harjoituksen 3 tehtävän 6 (ratkaisun) nojalla σ(G3) = B(Rd). Koska
G3 on π-luokka, PX ja PX1 ⊗PX2 ⊗ · · ·⊗PXd

ovat todennäköisyysmittoja, niin mitan
yksikäsitteisyyslauseen (2.1.1) nojalla PX = PX1 ⊗ PX2 ⊗ · · · ⊗ PXd

.

4. (a) Lasketaan satunnaismuuttujan N ∼ Poisson(λ) momentti generoiva funktio φλ sekä
sen ensimmäisen ja toisen kertaluvun derivaatat:

φλ(t) = Eλ(exp(tN)) =
∞∑
k=0

etkP(N = k) = e−λ
∞∑
k=0

(λet)k

k!
= e−λ · eλet = eλ(e

t−1)

φ
′

λ(t) = eλ(e
t−1) · λet = λetφλ(t)

φ
′′

λ(t) = λetφλ(t) + λetφ
′

λ(t) = (λet + λ2e2t)φλ(t)

kaikilla t ∈ R.

(b) Esimerkin 8.0.2 nojalla tai laskemalla helpohko laskulla (vrt. 5.(a)):

φλ(t) =
∞∑
j=0

tj

j!
Eλ(N j) =⇒ φ

(j)
λ (0) = Eλ(N j).

Nyt (a)-kohdan nojalla

Eλ(N) = φ
′

λ(0) = λ

Eλ(N2) = φ
′′

λ(0) = λ+ λ2.
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5. (a) Taylorin eksponenttisarjan kehitelmän nojalla

φ(t) = E(etG) = e
t
2 =

∞∑
k=0

(t2/2)k

k!
= e

∞∑
k=0

(t/2)ke−1
1

k!
= e

∞∑
k=0

(t/2)kP(N = k)

= eE
(
(t/2)N

)
.

(b) Kun m > 2N tai t = 0, niin asia on selvä. Voidaan olettaa m ≤ 2N ja t 6= 0. Tehdään
yläraja-arvio:

|X(m)(t)| = 2N(2N − 1) · · · (2N − (m− 1))|t2N−m|2−N ≤ (2N)m|t2N−m|2−N

≤ 2m−N |t2N−m| ≤ 2N |t2N−m| = |t−m|(2t2)N m.v.

Määritetään ensin satunnaismuuttujan (2t2)N odotusarvo:

E
(
(2t2)N

)
=
∞∑
k=0

(2t2)k · e−1 1

k!
= e−1

∞∑
k=0

(2t2)k

k!
= e−1e2t

2

= e2t
2−1.

Nyt

E(|X(m)(t)|) ≤ |t−m|E
(
(2t2)N

)
= |t−m|e2t2−1 <∞

kaikilla t 6= 0. Siis X(m)(t) ∈ L1(P) kaikilla t ∈ R.

(c) Valitaan esimerkiksi avoimeksi väliksi (a, b) = B(0, 1) = (−1, 1) (origon ympäristö),
Tällöin laskemalla kuten yllä, saadaan ylärajaksi

|X(m)(t)| ≤ 2N m.v.

Huomataan, että

|X(m)(t)| > K =⇒ N >
lnK

ln 2
.
= L.

Kun K → ∞, niin selvästikin L → ∞. Voidaan olettaa K on suuri. Odototusarvon
yläraja on

E
(
|X(m)(t)|1{|X(m)(t)|>K}

)
≤ E

(
2N1{N>L}

)
≤

∞∑
j=L

2j · e−1 1

j!

kaikilla t ∈ (−1, 1). Ottamalla supremumin yli joukon t ∈ (−1, 1) saadaan

sup
t∈(−1,1)

E
(
|X(m)(t)|1{|X(m)(t)|>K}

)
≤ e−1

∞∑
j=L

2j

j!
→ 0,

kun K →∞, sillä sarja
∑∞

j=0
2j

j!
on suppeneva. Määritelmän 7.0.2 nojalla satunnais-

muutujat {X(t) : t ∈ (−1, 1)} ovat tasaisesti integroituvia.

(d) Yhtälöiden ensimmäiset yhtäsuuruudet ovat triviaaleja. Riittää perustella derivoin-
nin ja integroinnin järjestyksen vaihto lauseen 8.0.3 avulla. Selvästikin polynomifunk-
tio on jatkuva, joten kuvaus X(m)(·, ω) : (a, b)×Ω→ R on jatkuva kaikilla ω ∈ Ω ja
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kuvaus X(m)(t, ·) on satunnaismuuttuja (F -mitallinen) kaikilla t ∈ R (suoralla laskul-
la ja tietoa N on satunnaismuuttuja). Lisäksi (c)-kohdan nojalla satunnaismuuttujat
{X(m)(t) : t ∈ B(0, r)} ovat tasaisesti integroituvia, missä säde r = 1 (pätee ylei-
sestikin). Koska edelliset pätevät mielivaltaisille m ∈ N, soveltamalla lausetta 8.0.3
toistuvasti saadaan

d

dt
E(X(t)) = E

( d
dt
X(t)

)
= E(X

′
(t))

d2

dt2
E(X(t)) =

d

dt

( d
dt
E(X(t))

)
=

d

dt
E(X

′
(t)) = E(X

′′
(t))

...

dm

dtm
E(X(t)) = E(X(m)(t))

Nyt

dm

dtm
E
(

(t/2)N
)

=
dm

dtm
E(X(t)) = E

( dm
dtm

X(t)
)

= E
(
X(m)

)
= E

(
X(m)1{m≤2N}

)
=
∑
k≥m/2

2k(2k − 1) · · · (2k −m+ 1)t2k−m · 2−k · e−1 1

k!

= e−1
∑
k≥m/2

dm

dtm

(
t2k
) 1

2kk!

= e−1
∞∑
k=0

dm

dtm

( t2k

2kk!

)
,

mistä seuraa väite korottamalla yhtälö puolittain e.

Huomaa, että tehtävässä on perusteltu myös sarjan summan derivoinnin järjestyksen
vaihto:

dm

dtm

∞∑
k=0

t2k

2kk!
=
∞∑
k=0

dm

dtm

( t2k

2kk!

)
.

(e) Esimerkin 8.0.2 ja edellisen kohdan nojalla

φ(m)(t) =
dm

dtm
E(etG) =

∑
k≥m/2

2k(2k − 1) · · · (2k −m+ 1)t2k−m · 1

2kk!
.

Tästä seuraa, että

E(Gm) = φ(m)(0) =

{
(2n)!
2nn!

, kunm = 2n

0, kunm = 2n+ 1

kaikilla n ∈ N.


