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1. (a) Lasketaan tehtävän vihjeen tai vektorianalyysin kurssin tietojen avulla:(∫
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(b) Kohdan (a) tuloksen perusteella todetaan, että määritelty funktio Φ(x) on kertymä-
funktio, joten harjoituksen 4 tehtävän 6 nojalla on olemassa yksikäsitteinen toden-
näköisyysmitta P : B(R)→ [0, 1] siten, että

P((−∞, x)) = Φ(x).

Valitsemalla satunnaismuuttujaksi G(z) = z huomataan, että

P(G ≤ x) = PG((−∞, x]) = P(G−1(−∞, x]) = P((−∞, x]) = Φ(x).

On siis olemassa todennäköisyysavaruus (Ω,F ,P) ja satunnaismuuttuja G siten, että

P(G ≤ x) =

∫ x

−∞

1√
2π
e−

y2

2 dy. (1)

(c) Koska satunnaismuuttujan G jakauman kertymäfunktio Φ on derivoituva (Analyysi
I), niin sen tiheysfunktio on kertymäfunktion derivaatta (s.53):
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= Φ

′
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e−
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2
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kaikilla x ∈ R. Satunnaismuuttujalla G on siis jatkuva tiheysfunktio ϕ. Sanomme
tässä tapauksesssa, että se noudattaa standardi normaalijakauman ja merkitsemme
G ∼ N(0, 1).

Huomautus. Itse asiassa kaavassa (1) pätee yleisesti kaikilla B ∈ B(R):

PG(B) =

∫
B

ϕ(y)dy.

Tämä seuraa Caratheodoryn laajennuslauseesta (teoreema 2.1.1) ja mitan laajen-
nuksen yksikäsitteisyyslauseesta (lause 2.1.1). Sanotaan myös tässä, että Radon-
Nikodymin derivaatta on G:n jakauman tiheysfunktio:

dPG
dx

= ϕ.

Tiheysfunktio tulisi täten toteuttaa ehdot:

(tf1) f(x) ≥ 0 melkein kaikilla x ∈ R.
(tf2)

∫
R f(x)dx = 1.

2. (a) Tehtävässä oletetaan, että G ∼ N(0, 1). Määritetään satunnaismuuttujan X kerty-
mäfunktio FX :

FX(x) = P(X ≤ x) = P(m+ σG ≤ x) = P
(
G ≤ x−m

σ

)
= Φ
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σ

)
.

(b) Kertymäfunktio Φ
(
x−m
σ

)
on selvästikin derivoituva, joten satunnaismuuttujan X

tiheysfunktio on
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d
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σ
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Yleisesti jos satunnaismuuttujalla X on yllä oleva jatkuva tiheysfunktio, sanomme
että satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa parametrein m ja σ2 > 0.
Merkitsemme X ∼ N(m,σ2).

(c) Kohdan (b) ja mitan vaihtokaavan nojalla

PX(A) =

∫
A

fX(x)︸ ︷︷ ︸
≥0

dx =

∫
A

fX(x)
dx

dPG
dPG =

∫
A

fX(x)ϕ−1(x)dPG

kaikilla A ∈ B(R). Teoreeman 4.2.3 nojalla kysytty Radon-Nikodymin derivaatta on

dPX
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3. (a) Määritetään satunnaismuuttujan G momentti generoiva funktio MG mitan vaihto-
kaavan avulla:

MG(λ) = E(eλG) =

∫
R
eλx︸︷︷︸
≥0

dPG(x) =

∫
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eλx · 1√
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2 dx = e
λ2

2

∫
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2

kaikilla λ ∈ R.

(b) Satunnaismuuttujan X = m+σG momentti generoiva funktio on (a) kohdan nojalla:

MX(λ) = E(eλX) = eλmE(eλσG) = eλmMG(λσ) = eλm · e
(λσ)2

2 = eλm+ 1
2
m2λ2

kaikilla λ ∈ R.

4. Näytetään, että Riemannin zeta funktio ζ on hyvin määritelty kaikilla s > 1:

ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s = 1 +
∞∑
n=1

(n+ 1)−s ≤ 1 + lim
t→∞

∫ t

1

x−sdx = 1 +
1

−s+ 1
lim
t→∞

t/
1

x−s+1

= 1 +
1

s− 1
<∞.

Tästä seuraa, että voidaan määritellä todennköisyysmitta P:

P({n}) =
n−s

ζ(s)

kaikilla n ∈ N todennäköisyysavaruudessa (N,P(N)).Oletetaan jatkossa, että s > 1.

Huomataan lisäksi, että tapahtuman kN = {k, 2k, 3k, . . . } todennäköisyys on

P(kN) = P
( ⋃
n∈N

{nk}
)

=
∑
n∈N

P({nk}) =
∑
n∈N

(nk)−s

ζ(s)
=
k−s

ζ(s)

∑
n∈N

n−s =
k−s

ζ(s)
· ζ(s)

= k−s (2)

kaikilla k ∈ N.

(a) Olkoon alkuluku p > 1. Kaikki luonnolliset luvut, jotka ovat jaollisia alkuluvulla
p, muosdostavat joukon Ep = pN = {p, 2p, 3p, . . . } ∈ P(N). Tämän tapahtuman
todennäköisyys on tiedon (2) nojalla

P(Ep) = P(pN) = p−s

(b) Olkoot mielivaltaisia alkulukuja p1, p2, . . . , pk ∈ P , missä k ∈ N. Osoitetaan, että
tapahtumat Ep1 , Ep2 , . . . , Epk ovat riippumattomia. Havaitaan, että lunnollinen luku
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n on jaollinen kaikilla alkuluvuilla p1, p2, . . . , pk täsmälleen silloin, kun on olemassa
luonnollinen luku q ∈ N siten, että n = p1p2 · · · pkq. Siispä

k⋂
i=1

Epi = p1p2 · · · pkN,

joten tiedon (2) nojalla

P(
⋂
i∈Ik

Epi) = P(p1p2 · · · pkN) = (p1p2 · · · pk)−s =
k∏
i=1

p−si =
∏
i∈Ik

P(Epi).

Koska tämä pätee kaikille indeksijoukoille Ik, tapahtumat (Ep : p on alkuluku) ovat
riippumattomia (kts. s.43).

(c) Selvästikin

P({1}) =
1−s

ζ(s)
=

1

ζ(s)
.

Osoitetaan väitteen jälkimmäisen yhtäsuurus. Algebran I ja lukuteorian kursilla käy-
ty Arimetiikan peruslauseen nojalla jokainen luonnollinen luku n > 1 voidaan esittää
alkulukujen tulona:

n = p1p2 · · · pk. (3)

Tästä seuraa, että kaikilla n > 1 on olemassa alkuluku pk ∈ P siten, että
n ∈ pkN = Epk . Siis

{1} ∪
( ⋃
p∈P

Ep

)
= N,

joten (a) ja (b) kohtien sekä vasta tapahtumien riippumattomuuksien nojalla

P({1}) = 1− P
( ⋃
p∈P

Ep

)
= 1− [1− P

( ⋂
p∈P

Ec
p

)
] = P

( ⋂
p∈P

Ec
p

)
⊥⊥
=
∏
p∈P

P(Ec
p) =

∏
p∈P

(1− P(Ep)) =
∏
p∈P

(1− p−s).

Huomautus. Eulerin kaavassa pätee kaikilla s > 1:

1

ζ(s)
=
∏
p∈P

(1− p−s). (4)

(d) Sevästikin pqN ⊂ pN, joten tiedon (2) nojalla

P(pqN | pN) =
P(pqN ∩ pN)

P(pN)
=

P(pqN)

P(pN)
=

(pq)−s

p−s
= q−s = P(qN).
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(e) Olkoon kysytty tapahtuma A. Tällöin sen vastatapahtuma on

Ac = {X on jaollinen k2 jollain k > 1} =
∞⋃
k=2

k2N.

Selvästikin
∞⋃
k=2

k2N ⊃
⋃
p∈P

p2N =
⋃
p∈P

Ep2 .

Toisaalta tiedon (3) nojalla
⋃∞
k=2 k

2N ⊂
⋃
p∈P Ep2 . Siis

Ac =
⋃
p∈P

Ep2 .

Korvaamalla (b)-kohdassa pi:n tilalle p2i todetaan samoin, että tapahtumat {Ep2}p∈P
ovat riippumattomia, ja täten myös {Ec

p2}p∈P ovat riippumattomia. Laskemalla nyt

kuten (c)-kohdassa ja käyttämällä tietoa (4), saadaan kysytty tapahtuman A toden-
näköisyydeksi

P(A) = 1− P
( ⋃
p∈P

Ep2
)

= 1− [1− P
( ⋂
p∈P

Ec
p2

)
] = P

( ⋂
p∈P

Ec
p2

)
⊥⊥
=
∏
p∈P

P(Ec
p2) =

∏
p∈P

(1− P(Ep2)) =
∏
p∈P

(1− p−2s) =
1

ζ(2s)
.

(f) Palautetaan mieleen, että suurin yhteinen jakaja tarkoittaa sama asia kuin suurin
yhteinen tekijä eli R = syt(X, Y ). Kun n = 1, niin satunnaismuuttujien X ja Y
riippumattomuuksien, vasta tapahtumien riippumattomuuksien, tiedon (2) ja Eulerin
kaavan (4) nojalla

P(R = 1) = 1− P
( ∞⋃
n=2

{R = n}
)

= 1− P
( ∞⋃
n=2

{X ∈ nN} ∩ {Y ∈ nN}
)

= P
( ∞⋂
p∈P

(
{X ∈ pN} ∩ {Y ∈ pN}

)c)
⊥⊥
=
∏
p∈P

P
((
{X ∈ pN} ∩ {Y ∈ pN}

)c)
⊥⊥
=
∏
p∈P

(
1− P

(
{X ∈ pN})P ∩ {Y ∈ pN}

))
=
∏
p∈P

(1− p−s · p−s)

=
1

ζ(2s)
.
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Todettakoon vielä, että luvujen X ja Y suurin yhteinen tekijä on yksi täsmälleen
silloin, kun kummallakaan luvulla ei ole yhteistä tekijänä alkulukua eli

{syt(X, Y ) = 1} =
∞⋂
p∈P

(
{X ∈ pN} ∩ {Y ∈ pN}

)c
.

Yleisesti olkoon n ∈ N. Kuten edellä satunnaismuuttujien X ja Y riippumattomuuk-
sien, vasta tapahtumien riippumattomuuksien, tiedon (2) ja Eulerin kaavan (4) no-
jalla

P(R = n) = P
( ⋂
p∈P

(
{X/n ∈ Ep} ∩ {Y/n ∈ Ep}

)c ∩ {X ∈ nN} ∩ {Y ∈ nN})
⊥⊥
=
∏
p∈P

P(
(
{X/n ∈ Ep} ∩ {Y/n ∈ Ep}

)c
)P(X ∈ nN)P(Y ∈ nN)

⊥⊥
=
∏
p∈P

(
1− P(X/n ∈ Ep)P(Y/n ∈ Ep)

)
P(X ∈ nN)P(Y ∈ nN)

=
∏
p∈P

(1− p−sp−s)n−sn−s

=
n−2s

ζ(2s)
.


