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Ratkaisuehdotuksia (Hoa Ngo)

1. Olkoot A1, A2, . . . ∈ F . Merkitään C1 = A1 ja Cn = An \
⋃n−1
i=1 Ai = An \ Bn kaikilla

n ≥ 1. Tällöin joukot C1, C2, . . . ovat erillisiä. Todennäköisyysmitan σ-additiivisuuden
nojalla

P
( ⋃
n∈N

An

)
= P

( ⋃
n∈N

Cn

)
=
∑
n∈N

P(An \Bn) =
∑
n∈N

(P(An)− P(Bn))︸ ︷︷ ︸
≤P(An)

≤
∑
n∈N

P(An).

2. Olkoon q ∈ Q. Jos
←
F (q) = sup{x : F (x) ≤ q} =∞, niin funktion F kasvavuuden nojalla

F (x) ≤ q kaikilla x ∈ R, joten

{x : F (x) ≤ q} = R.

Oletetaan, että
←
F (q) <∞. Tällöin suoraan yleistetyn käänteiskuvauksen

←
F määritelmäs-

tä seuraa, että (
−∞,

←
F (q)

)
⊂ {x : F (x) ≤ q} ⊂

(
−∞,

←
F (q)

]
.

On vain kahta tapausta funktio on joko vasemmalta jatkuva kohdassa
←
F (q) tai sitten ei:

1◦ F on vasemmalta jatkuva kohdassa
←
F (q): Olkoon t ≤

←
F (q). Tällöin funktion F

kasvavuuden ja yleistetyn käänteiskuvauksen määritelmästä seuraa, että

F (t) ≤ F (
←
F (q)) ≤ q

eli t ∈ {x : F (x) ≤ q}. Tässä tapaukessa saadaan siis

{x : F (x) ≤ q} =
(
−∞,

←
F (q)

]
.

2◦ F ei ole vasemmalta jatkuva kohdassa
←
F (q): Olkoon t ∈ {x : F (x) ≤ q}. Selvästikin

t ≤
←
F (q). Merkitään x0 =

←
F (q). Tällöin oletuksen nojalla

F (t) ≤ lim
x→x0−

F (x) < F (x0) = F (
←
F (q)).

On siis oltava t <
←
F (q), sillä muuten päädytään ristiriitaan. Saadaan siis

{x : F (x) ≤ q} =
(
−∞,

←
F (q)

)
.

Osoitettiin, että joukko {x : F (x) ≤ q} on aina avoin - tai puoliavoin väli kaikilla q ∈ Q.
Siispä {x : F (x) ≤ q} ∈ B kaikilla q ∈ Q. Osoitetaan, että kyseinen ehto riittää Borel
mitallisuuteen:

{x ∈ R : F (x) ≤ y} =
⋂

q∈Q∩(y,∞)

{x ∈ R : F (x) ≤ q}︸ ︷︷ ︸
∈B

∈ B
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kaikilla y ∈ R. Siis kasvava funktio F on Borel-mitallinen (kts. luentomoniste s.39).

3. Tehtävän 2 nojalla kasvava funktio h on Borel-funktio, joten h(X) on satunnaismuuttuja.
Selvästikin h(X) ≥ 0, joten tehtävän vihjeen nojalla

E(h(X)) ≥ E(1{X≥t}h(X)) ≥ h(t)E(1{X≥t}) = h(t)P(X ≥ t)

kaikilla t ∈ R. Erityisesti, kun h(t) > 0, niin

P(X ≥ t) ≤ E(h(X))

h(t)
.

4. (Kasvavuus :) Olkoon s ≤ t. Selvästikin ] −∞, s] ⊂] −∞, t], joten todennäköisyysmitan
monotonisuuden nojalla

F (s) = P(X ≤ s) ≤ P(X ≤ t) = F (t).

(Oikealta jatkuvuus:) Olkoon t ∈ R ja mielivaltainen vähenevä jono {tn} siten, että tn ↓ t.
Tällöin An = {X ≤ tn} ↓ {X ≤ t} = A. Merkitään Bn = An \ A kaikilla n ∈ N.
Selvästikin Bn ↓ ∅, joten harjoituksen 2 tehtävän 1 nojalla

0 = lim
n→∞

P(Bn) = lim
n→∞

(P(An)− P(A)),

joten

lim
n→∞

P(An) = P(A). (1)

Tästä seuraa, että

lim
n→∞

F (tn) = lim
n→∞

P(An) = P(A) = F (t).

Siis F on oikealta jatkuva.

Huomautus! Itse asiassa olemme yleistäneet harjoituksen 2 tehtävän 1 tuloksen eli
osoittaneet kohdassa (1) todennäköisyysmitan monotonisen jatkuvuuden: ”Jos An ↓ A,
niin P(An) ↓ P(A).” Tästä seuraa helposti toisen tuloksen: ”Jos An ↑ A, niin P(An) ↑
P(A).”

(Raja-arvot äärettömyydessä:) Kuten edellä valitaan jonoksi tn = n kaikilla n ∈ N.
Tällöin An ↑ Ω ja Bn = Ω \ An ↓ ∅, joten

F (∞) = lim
x→∞

F (x) = lim
n→∞

F (tn) = lim
n→∞

P(An) = P(Ω) = 1.

Valitaan jonoksi sn = −n. Selvästikin Cn =] − ∞, sn] ↓ ∅, joten taas harjoituksen 2
tehtävän 1 nojalla

F (−∞) = lim
x→−∞

F (x) = lim
n→∞

F (sn) = lim
n→∞

P(Cn) = P(∅) = 0.
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5. (a) Osoitetaan, että määritelty funktio F toteuttaa kertymäfunktion ehdot:

(KF1) Olkoon t ≥ s. Jos s ∈ R\ [0, 1], niin selvästikin F (s) = F (t). Olkoon s ∈ (0, 1).
Tällöin on olemassa m ∈ N siten, että t ≥ 1

m
≥ s. Tästä seuraa, että

F (t) =
∞∑

n=m+1

1

2m
1{t≥ 1

n
} +

m∑
n=1

1

2m
≥

m∑
n=1

1

2n
1{s≥ 1

n
} = F (s).

(KF2) Koska yksinkertaiset funktiot 1[ 1
n
,∞) ovat oikealta jatkuvia kaikilla n ∈ N, niin

F (t+) = lim
s→t+

F (s) = lim
s→t+

∞∑
n=1

1

2n
1[ 1

n
,∞)(s) =

∞∑
n=1

1

2n
lim
s→t+

1[ 1
n
,∞)(s)

=
∞∑
n=1

1

2n
1[ 1

n
,∞)(t) = F (t)

kaikilla t ∈ R.

(KF3) Jos t ≤ 0, niin 1{t≥ 1
n
} = 0. Siis F (t) = 0 kaikilla t ≤ 0. Tästä seuraa, että

F (−∞) = lim
t→−∞

F (t) = lim
t→−∞

0 = 0.

Vastaavasti

F (t) =
∞∑
n=1

1

2n
=

1

2
· 1

1/2
= 1

kaikilla t ≥ 1, joten

F (∞) = lim
t→∞

F (t) = lim
t→∞

1 = 1.

(b) Selvästkin A3 = {0} ⊂ (−∞, 0) ⊂ (−∞, 0], joten todennäköisyysmitan mono-
tonisuuden nojalla

0 ≤ P(A3) ≤ P((−∞, 0)) ≤ P((−∞, 0]) = F (0) = 0.

Epäyhtälöistä seuraavat, että P(A3) = P(A5) = 0.

Samoin

P(A6) = 1− P(Ac6) = 1− F (0) = 1− 0 = 1.
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Osoitetaan ensin yleisen tuloksen, jolloin saadaan laskettu helposti loput tapah-
tumien A1, A2 ja A4 todennäköisyydet. Merkitään Bi = (−∞, 1

m
− 1

i
]. Tällöin

Bi ↑ (−∞, 1
m

), joten monotonisen jatkuvuuden nojalla

P([ 1
m
,∞)) = 1− P((−∞, 1

m
)) = 1− lim

i→∞
P(Bi)

= 1− lim
i→∞

F
(

1
m
− 1

i

)
.

Koska 1
m
− 1

i
< 1

m
kaikilla i ∈ N ja karakteristinen funktio 1[ 1

n
,∞) on jatkuva

alueessa ( 1
m+1

,∞) kaikilla n ≥ m+ 1, niin

lim
i→∞

F ( 1
m
− 1

i
) = 1− lim

i→∞

∞∑
n=1

1

2n
1[ 1

n
,∞)(

1
m
− 1

i
)

=
∞∑

n=m+1

1

2n
lim
i→∞

1[ 1
n
,∞)(

1
m
− 1

i
)

=
∞∑

n=m+1

1

2n
=
∞∑
n=1

1

2n
−

m∑
n=1

1

2n
= 1−

m∑
n=1

1

2n
.

Siis

P([ 1
m
,∞)) = 1− lim

i→∞
F (1− 1

i
) =

m∑
n=1

1

2n
= 1− 1

2m

kaikilla m ∈ N. Nyt

P(A1) = P([1,∞)) = 1− 1

2
=

1

2

P(A2) = P([ 1
10
,∞)) = 1− 1

210
(≈ 1)

P(A4) = P([0, 1
2
)) = 1−

(
P((−∞, 0)) + P([1

2
,∞))

)
= 1−

(
P(A5)︸ ︷︷ ︸

=0

+1− 1

22

)
=

1

4
.
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(c) Identiteetti kuvaus on tunnetusti jatkuva, joten se on Borel-funktio. Siispä
identiteetti kuvaus X on satunnaismuuttuja. Koska

P
(
(0, 1]

)
= F (1)− F (0) = 1− 0 = 1

ja kuvaus X ja F ovat kasvavia, niin satunnaismuuttujan X odotusarvo on
luennolla käsitelty Riemann-Stieljtjesin intgraalin (s. 43) nojalla

E(X) =

∫ 1

0

X(t)dF (t) =

1/
0

X(t)F (t)−
∫ 1

0

F (t)dX(t)

= F (1)−
∞∑
n=1

∫ 1

0

1

2n
1
[
1
n
,∞)

(t)dt = 1−
∞∑
n=1

1

2n

∫ 1

1
n

dt

= 1−
∞∑
n=1

1

2n
(1− 1

n
) = 1− 1 +

∞∑
n=1

1

n2n
=
∞∑
n=1

1

n2n
.

Odotusarvo on olemassa, sillä kyseinen sarja suppenee ts.
∑∞

n=1
1
n2n

< 1.

6. (a) (Kasvavuus koordinaattien suhteen:) Olkoon 1 ≤ i ≤ d ja x ≤ y. Tällöin
{Xi ≤ x} ⊂ {Xi ≤ y}, joten⋂

1≤j≤d,j 6=i

{Xj ≤ tj} ∩ {Xi ≤ x} ⊂
⋂

1≤j≤d,j 6=i

{Xj ≤ tj} ∩ {Xi ≤ y}.

Todennäköisyysmitan motonotonisuuden nojalla

F (t1, . . . , x, . . . , td) = P(X1 ≤ t1, . . . , Xi ≤ x, . . . , Xd ≤ td)

≤ P(X1 ≤ t1, . . . , Xi ≤ y, . . . , Xd ≤ td) = F (t1, . . . , y, . . . , td).

(Oikealta jatkuvuus koordinaattien suhteen:) Olkoon 1 ≤ i ≤ d, x ∈ R ja mielivaltai-
nen vähenevä jono {xn} siten, että xn ↓ x. Tällöin {Xi ≤ xn} ↓ {Xi ≤ x},
joten myös

An =
⋂

1≤j≤d,j 6=i

{Xj ≤ tj} ∩ {Xi ≤ xn} ↓
⋂

1≤j≤d,j 6=i

{Xj ≤ tj} ∩ {Xi ≤ x}

Todennäköisyysmitan monotonisen jatkuvuuden nojalla

lim
n→∞

F (t1, . . . , xn, . . . , td) = lim
n→∞

P(An) = P(X1 ≤ t1, . . . , Xi ≤ x, . . . , Xd ≤ td)

= F (t1, . . . , x, . . . , td).

Siis F on oikealta jatkuva jokaisen koordinaatin i suhteen.



6

(Raja-arvot äärettömyydessä:) Selvästikin {Xi ≤ −n} ↓ ∅, joten myös

An =
⋂

1≤j≤d,j 6=i

{Xj ≤ tj} ∩ {Xi ≤ −n} ↓ ∅.

Monotonisen jatkuvuuden nojalla

lim
x→−∞

F (t1, . . . , x, . . . , td) = lim
n→∞

F (t1, . . . ,−n, . . . , td) = lim
n→∞

P(An) = P(∅) = 0.

Selvästikin {Xi ≤ n} ↑ {Xi ∈ R} = Ω kaikilla 1 ≤ i ≤ d, joten myös

An =
⋂

1≤i≤d

{Xi ≤ n} ↑
⋂

1≤i≤d

Ω = Ω.

Monotonisen jatkuvuuden nojalla

lim
t1→∞,t2→∞,...,td→∞

F (t1, . . . , td) = lim
n→∞

F (n, n, . . . , n) = lim
n→∞

P(An) = P(Ω) = 1.

(b) Todetaan heti alussa, että harjoituksen 2 tehtävän 2 tulos pätee yleisesti toisin sanoen
joukko kokoelma Ed0 ⊂ P(Rd) on algebra kaikilla d ∈ N. Tarkastellaan tapausta d = 2,
sillä yleinen tapaus seuraa samalla idealla. Kun d = 2, niin

A .
= E20 =

{ n⋃
i=1

(ai, bi]× (ci, di] | ai ≤ bi, ci ≤ di; i = 1, 2, ..., n, n ∈ N
}
.

Määritellään kuvaus P : A → [0, 1] kaavalla

P0(A) =
n∑
i=1

(
[F (bi, di)− F (bi, ci)]− [F (ai, di)− F (ai, ci)]

)
,

kaikilla A ∈ A. Kuvaus P0 on hyvin määritelty, sillä se ei riipu joukon A esityksestä.
Teoreeman 2.1.1 eli Caratheodoryn laajennuslauseen mukaan kuvaus P0 voidaan laa-
jentaa todennäköisyymitaksi silloin, kun kuvaus P0 on σ-additiivinen algebralle A.
Koska harjoituksen 2 tehtävän 1 tulos pätee myös algebralle, riittää osoittaa, että
kaikilla algebran A laskevalle jonoille pätee:

An ↓ ∅ =⇒ P0(An) ↓ 0. (2)

Tehdään vastaoletus ominaisuus (2) ei päde ts. on olemassa laskeva jono {An} ja
ε > 0 siten, että An ↓ ∅ ja P(An) ≥ ε kaikilla n ∈ N. Tällöin jokaista n ∈ N kohti
on olemassa joukko Bn ∈ A siten, että Bn ⊂ An ja P(An \ Bn) < ε

2n+1 (2&3/HJ3).
Tehtävän 1 ja jonon {An} laskevuuden nojalla

P
(
An ∩

( n⋂
i=1

Bi

)c) ≤ n∑
i=1

P(An ∩Bc
i ) ≤

n∑
i=1

ε

2i+1
≤ ε

2

∞∑
i=1

1

2i
=
ε

2
.

Tästä seuraa, että

P
( n⋂
i=1

Bi

)
= P(An)− P

(
An ∩

( n⋂
i=1

Bi

)c) ≥ ε− ε

2
=
ε

2
> 0
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kaikilla n ∈ N. On siis oltava
⋂n
i=1Bi 6= ∅, joten myös Cn

.
=
⋂n
i=1Bi 6= ∅ kaikilla

n ∈ N. Joukko Cn on selvätikin avaruuden R2 rajoitettu ja suljettu osajoukko, joten
se on kompakti (Topologia I). Olkoon cn ∈ Cn kaikilla n ∈ N. Koska jono {cn} on
kompakti metrisessä avaruudessa C1 ⊂ R2, ja tunnetusti kompakti avaruuden jonolla
on on suppeneva osajono, niin on olemassa c ∈ R2 siten, että

cnj
→ c ∈

∞⋂
i=1

Ci ⊂
∞⋂
i=1

Ai.

Tämähän tarkoittaa sitä, että c ∈
⋂∞
i=1Ai = ∅, mikä on ristiriita. Siis kuvaus P0 on

σ-additiivinen. Caratheodoryn laajennuslauseen (teoreema 2.1.1) nojalla on olemassa
todennäköisyysmitta P : σ(A)→ [0, 1] siten, että P|A = P0. Valitsemalla
A = (−∞, t1]× (−∞, t2] ∈ A nähdään, että

P
(
(−∞, t]

) .
= P(A) = P0(A) = P0

(
(−∞, t1]× (−∞, t2]

)
= F (t1, t2)

.
= F (t)

kaikilla t = (t1, t2) ∈ R2. Tämä todennäköisyysmitta on kaiken lisäksi yksikäsitteinen
mitan laajennuksen yksikäsitteisyyslauseen (lause 2.1.1) nojalla, sillä algebra A on
π-systeemi.


