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Todennäköisyysteoria
Harjoitus 3, 27.9.2012
Ratkaisuehdotuksia (Hoa Ngo)

1. Selvästikin P∗(G) ≤ infF∈F :F⊇G P(F ). Näytetään toinen suunta. Olkoon joukko G ⊆ Ω
ja sen numeroituvan mitallinen peite {Fn}. Valitaan peitteeksi F =

⋃n
i=1 Fi ⊇ G. Mitan

subadditiivisuuden nojalla
∞∑
n=1

P(Fn) ≥ P(F ) ≥ inf
F∈F :F⊇G

P(F ).

Ottamalla infinumin yli kaikkien numeroituvien mitallisten peitteiden {Fn : n ∈ N} yli
saadaan

P∗(G) ≥ inf
F∈F :F⊇G

P(F ).

Siis P∗(G) = infF∈F :F⊇G P(F ).

2. Tehtävän voi ratkaistaa vihjeen avulla. Sovelletaan kuitenkin tehtävän 1 tieto. Olkoon
mielivaltainen joukko G ⊂ Ω. Tehtävän yksi nojalla jokaista n ∈ N kohti on olemassa
mitallinen joukko Fn ∈ F siten, että G ⊂ Fn ja

P(Fn) ≤ P∗(G) +
1

n
.

Valitaan joukoksi F =
⋂
n∈N Fn. Tällöin G ⊂ F ja F ∈ F (F on σ-algebra), joten

P∗(G) ≤ P(F ) ≤ P(Fn) ≤ P∗(G) +
1

n

kaikilla n ∈ N. Antamalla n→∞, mistä seuraa P(F ) = P∗(G).

3. Olkoon G ∈ L. Tehtävän 2 nojalla on olemassa joukko F ∈ F siten, että F ⊂ Gc ja
P(F ) = P∗(Gc). Valitaan joukoksi E = F c ⊃ G. Koska P on todennäköisyysmitta ja
joukko G on mitallinen, niin

P(E) = P(F c) = 1− P(F ) = 1− P∗(Gc) = P∗(G).

4. (” ⊂ ”). Olkoon B ∈ FP. Tällöin on olemassa joukot A,C ∈ F siten, että A ⊂ B ⊂ C
ja P(C \ A) = 0 . Koska B ∩ Ac ⊂ C ∩ Ac ∈ F ja P(C ∩ Ac) = P(C \ A) = 0, niin
B ∩ Ac ∈ N P. Selvästikin

B = B ∩ (A ∪ Ac) = A ∪ (B ∩ Ac) ∈ σ(F ,N P),

joten FP ⊂ σ(F ,N P).

(” ⊃ ”). Riittää osoittaa, että FP on σ-algebra, joka sisältää joukot FP jaN P, mistä seu-
raa FP ⊃ σ(F ,N P). Olkoon B ∈ F . Tällöin valitsemalla joukoiksi A = C = Ω ∈ F seuraa
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B ∈ FP. Samoin nähdään N P ⊂ FP. Siis F∪N P ⊂ FP. Osoitetaan, että FP on σ-algebra:

(σ1) Koska F ⊂ FP, niin Ω ∈ FP.

(σ2) Olkoon B ∈ FP. Tällöin on olemassa joukot A,C ∈ F siten, että A ⊂ B ⊂ C ja
P(C \ A) = 0. Tästä seuraa selvästikin Cc ⊂ Bc ⊂ Ac ja

P(Ac \ Cc) = P(Ac ∩ (Cc)c) = P(C \ A) = 0,

joten Bc ∈ FP.

(σ3) Olkoon Bn ∈ FP, missä n ∈ N. Tällöin on olemassa joukot An, Cn ∈ F siten, että
An ⊂ Bn ⊂ Cn ja P(Cn \ An) = 0. Selvästikin

⋃
n∈NAn ⊂

⋃
n∈NBn ⊂

⋃
n∈NCn.

Merkitään A =
⋃
n∈NAn. Tällöin Cn ∩ Ac ∈ F ja

0 ≤ P(Cn ∩ Ac) ≤ P(Cn ∩ Acn) = P(Cn \ An) = 0

kaikilla n ∈ N, mistä seuraa

P(
⋃
n∈N

Cn \ A) = P
( ⋃
n∈N

(Cn ∩ Ac)
)
≤
∑
n∈N

P(Cn ∩ Ac) =
∑
n∈N

0 = 0.

Siis
⋃
n∈NBn ∈ FP.

5. (” ⊂ ”). Osoitetaan ensin, että N P ⊂ L. Olkoon A ∈ N P. Tällöin on olemassa joukko
B ∈ F siten, että A ⊂ B ja P(B) = 0. Osoitetaan, että joukko A on mitallinen. Olkoon
G ⊂ Ω. Ulkomitan subadditiivisuuden nojalla

P∗(G) = P∗
(

(G ∩ A) ∪ (G ∩ Ac)
)
≤ P∗(G ∩ A) + P∗(G ∩ Ac)

≤ P(B) + P∗(G ∩ Ac) = 0 + P∗(G ∩ Ac) = P∗(G ∩ Ac).

Selvästikin P∗(G) ≥ P∗(G ∩ Ac), joten

P∗(G) = P∗(G ∩ Ac) = 0 + P∗(G ∩ Ac) = P∗(G ∩ A) + P∗(G ∩ Ac).

Siis A on mitallinen, joten A ∈ L eli N P ⊂ L. Koska L on σ-algebra ja F ∪N P ⊂ L, niin
FP = σ(F ,N P) ⊂ L.

(” ⊃ ”). Olkoon A ∈ L. Tällöin tehtävän 2 ja 3 nojalla on olemassa joukot E,F ∈ F
siten, että E ⊂ G ⊂ F ja P(E) = P(F ) = P∗(G). Koska P on todennäköisyysmitta, niin

P(F \ E) = P(F )− P(E) = P∗(G)− P∗(G) = 0.

Siis A ∈ FP, joten L ⊂ FP.
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6. Merkitään topologia τ d = {U ⊆ Rd : U avoin } ja B(Rd) = σ(τ d) sekä joukko kokokelmat:

G1 =
{
B(q, n−1) : q ∈ Qd, n ∈ N

}
,

G2 = {B(q, n−1) : q ∈ Qd, n ∈ N
}
,

G3 =
{
B(q1, 1/n1)×B(q2, 1/n2)× · · · ×B(qd, 1/nd) : q1, . . . , qd ∈ Q, n1, . . . , nd ∈ N

}
,

G4 =
{
B(q1, 1/n1)×B(q2, 1/n2)× · · · ×B(q2, 1/nd) : q1, . . . , qd ∈ Q, n1, . . . , nd ∈ N

}
.

(a) Selvästikin G1 ⊂ τ d, joten σ(G1) ⊂ B(Rd). Olkooon U ∈ τ d. Koska U on avoin,
kaikilla x ∈ U on olemassa r > 0 siten, että B(x, r) ⊂ U . Joukon Qd tiheyden nojalla
kaikille x ∈ U löytyy qx ∈ U ∩Qd ⊂ Qd ja nqx ∈ N siten, että B(qx,

1
nqx

) ⊂ B(x, r).

Joukko U voidaan täten esittää numeroituvan pallojen kokoelman yhdisteenä:

U =
⋃

qx∈U∩Qd

B(qx,
1

nqx

) ∈ σ(G1),

joten τ d ⊂ σ(G1). Tästä seuraa, että B(Rd) ⊂ σ(G1). Siis B(Rd) = σ(G1).

(b) Koska Borel-joukkojen kokoelma B(Rd) sisältää kaikki joukon Rd sujetut osajoukot,
niin B(Rd) ⊃ σ(G2). Havaitaan, että

B(q,
1

n
) =

∞⋃
i=1

B(q, n−1 − (n+ i)−1) ∈ σ(G2)

kaikilla q ∈ Qd ja n ∈ N, joten G1 ⊂ σ(G2). Tästä seuraa, että σ(G1) ⊂ σ(G2).

(c) Selvästikin ×di=1B(qi, 1/ni) ∈ τ d kaikilla qi ∈ Q ja ni ∈ N, joten σ(G3) ⊂ B(Rd). Ol-
koon U ∈ τ d. Kohdan (a) nojalla kaikille x ∈ U löytyy qx = (qx(1), qx(2), . . . , qx(d)) ∈
U ∩Qd ja nqx ∈ N siten, että

C(qx, nqx)
.
= ×di=1B(qx(i),

1

nqx

) ⊂ B(x, r).

Geometrisesti tulkittuna jokaiselle x ∈ U löytyy avoin kuutio C(qx, nqx) siten, että
C(qx, nqx) ⊂ U . Nimittäin jos y ∈ C(qx, nqx), niin

d(y,qx) =
√

(y1 − qx(1))2 + (y2 − qx(2))2 + · · ·+ (yd − qx(d))2

≤

√
(

1

nqx

)2 + (
1

nqx

)2 + · · ·+ (
1

nqx

)2 =

√
d

nqx

< r,

kun nqx on riittävän suuri. Avoin joukko U voidaan esittää numeroituvan avoin
kuutioiden kokoelman yhdisteenä:

U =
⋃

qx∈U∩Qd

C(qx, nqx) =
⋃

qx∈U∩Qd

(
×di=1 B(qx(i),

1

nqx

)
)
∈ σ(G3),

joten τ d ⊂ σ(G3). Tästä seuraa, että B(Rd) ⊂ σ(G3). Ollaan osoitettu B(Rd) = σ(G3).



4

(d) Tunnetusti topologian kurssilla suljettujen joukkojen karteesiset tulot on suljettu,
joten σ(G4) ⊂ B(Rd). Kohdan (b) nojalla

B(q,
1

n
) =

∞⋃
k=n+1

B(q, n−1 − k−1),

kaikilla q ∈ Q ja n ∈ N, joten

×di=1B(qi,
1

ni
) = ×di=1

∞⋃
k=ni+1

B(qi, n
−1
i − k−1)

=
∞⋃

kd=nd+1

∞⋃
k2=n2+1

· · ·
∞⋃

k1=n1+1

×di=1B(qi, n
−1
i − k−1i )︸ ︷︷ ︸

∈G4

∈ σ(G4).

Siis G3 ⊂ σ(G4), joten σ(G3) ⊂ σ(G4). Kohdasta (c) seuraa B(Rd) = σ(G4).

(e) Osoitetaan väite induktiolla. Väite pätee selvästikin arvolla d = 1. Tehdään induktio-
oletus väite pätee arvolla d ∈ N. Tällöin σ-algebran ominaisuuksien nojalla

B(R)⊗(d+1) = B(R)⊗d ⊗ B(R)

IO
= σ(τ d)⊗ σ(τ)

=
(
σ(τ d)× R

)
∩
((
×di=1 R

)
× σ(τ)

)
= σ(τ d × R) ∩ σ

((
×di=1 R

)
× τ
)

= σ(τ d × R) ∩
((
×di=1 R

)
× U

)
= σ

(
τ d × R ∩

(
×di=1 R

)
× U

)
= σ

(
τ d × U︸︷︷︸

∈τ

)
= σ

(
τ d × τ

)
= B(Rd+1).

Huomautus. Tehtävän voi todistaa ensin tapaukselle, kun d = 2 ja sen jälkeen induk-
tiolla! On selvä, että G3 ⊂ B(R)⊗d , mistä seuraa σ(G3) ⊂ B(R)⊗d. Riittää siis itse
asiassa todistaa, että B(Rd) ⊃ B(R)⊗d.


