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Ratkaisuehdotuksia (Hoa Ngo)

1. (” ⇒ ”). Olkoot joukot A1, A2, ... ∈ F siten, että An ⊃ An+1 kakilla n ∈ N ja An ↓ ∅.
Merkitään Bk = Ak \ Ak+1 kaikilla k ∈ N. Selvästikin joukot B1, B2, ... ∈ F ovat erillisiä
ja An = ∪∞k=nBk kaikilla n ∈ N. Oletuksen nojalla kuvaus P on σ-additiivinen, joten

∞∑
k=1

P(Bk) = P(∪∞k=1Bk) = P(A1) <∞.

Sarja siis suppenee, joten sarjan jäännöstermi suppenee kohti nollaan eli

lim
n→∞

P(An) = lim
n→∞

P(∪∞k=nBk) = lim
n→∞

∞∑
k=n

P(Bk) = 0.

(”⇐ ”). Olkoot erilliset joukot A1, A2, ... ∈ F . Merkitään Bk = ∪kn=1An kaikilla k ∈ N
ja B = limBk = ∪∞n=1An ∈ F . Kuvauksen P additiivisuuden ominaisuuden nojalla

P(∪∞n=1An) = P
(
(B \Bk) ∪Bk

)
= P(B \Bk) + P(Bk) = P(B \Bk) +

k∑
n=1

P(An).

Selvästikin B \Bk ↓ ∅, joten oletuksen nojalla

P(∪∞n=1An) = lim
k→∞

P(B \Bk) + lim
k→∞

k∑
n=1

P(An) = 0 +
∞∑
n=1

P(An) =
∞∑
n=1

P(An).

Määritelmän (2.0.2) nojalla kuvaus P on σ-additiivinen.

2. Osoitetaan, että määritelty kuvaus c : A → [0, 1] on ulkomitta tarkistamalla, että se to-
teuttaa ulkomitan määritelmän 2.1.5 ehdot:

(U1) c(∅) = supQ∈Q {Q(∅)} = supQ∈Q {0} = 0.

(U2) Olkoot A,B ∈ A siten, että A ⊂ B. Tiedämme, että todennäköisyysmitta on mono-
toninen, joten Q(A) ≤ Q(B) kaikilla Q ∈ Q. Tästä seuraa, että

c(A) = sup
Q∈Q
{Q(A)} ≤ sup

Q∈Q
{Q(B)} = c(B).

(U3) Olkoot A1, A2, ... ∈ A. Tällöin edelleen todennäisyysmitan monotonisuuden nojalla

Q
( ∞⋃

n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

Q(An) ≤
∞∑
n=1

c(An).
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Ottamalla supremumin yli joukon Q saadaan

c
( ∞⋃

n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

c(An).

3. Osoitetaan, että kokoelma E0 on algebra (määritelmä 2.0.1):

(A1) Selvästikin Ω =]−∞,∞], joten Ω ∈ E0.

(A2) Olkoon E ∈ E0. Tällöin E =
⋃n

i=1(ai, bi], missä ui ≤ vi ≤ uj ≤ vj kaikilla i < j.
Osoitetaan induktiolla, että sen komplementti Ec on myös muotoa:

Ec =
m⋃
i=1

(ui, vi],

missä ui ≤ vi ≤ uj ≤ vj kaikilla i < j ja m ∈ N. Havaitaan, että

(ai, bi]
c = (−∞, ai] ∪ (bi,∞]

missä i = 1, 2, ..., n. Väite pätee selvästikin, kun n = 1. Tehdään induktio-oletus (IO)
väite pätee arvolla k ≥ 2. Osoitetaan, että väite pätee myös arvolla k + 1:

( k+1⋃
i=1

(ai, bi]
)c

=
( k⋃

i=1

(ai, bi]
)c
∩ (ak+1, bk+1]

c

(IO)
=
( m⋃

i=1

(ui, vi]
)
∩ (ak+1, bk+1]

c

=
( m⋃

i=1

(ui, vi]
)
∩
(

(−∞, ak+1] ∪ (bk+1,∞]
)

=
( m⋃

i=1

(ui,mi]
)
∪
( m⋃

i=1

(Mi, vi]
)
,

missä mi = min(vi, ak+1) ja Mi = max(ui, bk+1). Voidaan olettaa, että (Mi, vi] 6= ∅
kaikilla i ∈ Im

.
= {1, 2, ...,m}, sillä tyhjä joukot voidaan aina poista esityksestä. Ha-

vaitaan, että ui ≤ um ≤ bk ≤ ak+1, joten ui ≤ mi ≤ Mi ≤ vi kaikilla i ∈ Im. Tästä
seuraa induktioväite. Olemme siis osoittaneet, että Ec ∈ E , aina kun E ∈ E .

(A3) Olkoon E,F ∈ E0. Järjestämällä reaaliluvut suuruusjärjestykseen, saadaan esitys:

E ∪ F = (u1, v1] ∪ (u2, v2] ∪ · · · ∪ (um, vm],

mistä seuraa E ∪ F ∈ E0.
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4. Tiedämme summauksen järjestyksellä ei ole väliä, joten voimme asettaa:

P0(E) =
n∑

i=1

(F (bi)− F (ai) =
∑
i∈In

(F (bi)− F (ai))

kaikilla E ∈ E0, missä indeksijoukko In = {1, 2, ..., n} kaikilla n ∈ N.

Kuvaus P0 on hyvin määritelty, sillä se ei riipu joukon E esityksestä. Funktion F ei-
vähenevyyden ominaisuuksesta seuraa, että P0(E) ≥ 0 kaikilla E ∈ E0. Osoitetaan, että
kuvaus P0 : E0 → [0,∞] on additiivinen:

(i) P0(∅) = P0((∞,∞]) = F (∞)− F (∞) = 1− 1 = 0.

(ii) Olkoot erilliset joukot E,F ∈ E0. Tällöin joukot ovat muotoa E
.
=
⋃n

i=1(ai, bi] ja

F =
⋃m

i=1(ci, di] Näiden joukkojen yhdiste on E ∪ F =
⋃m+n

i=1 (ai, bi], missä välit
(ai, bi] ovat erillisiä. Siis

P0(E ∪ F ) =
∑

i∈Im+n

(F (bi)− F (ai))

=
∑
i∈In

(F (bi)− F (ai)) +
∑
i∈Im

(F (bn+i)− F (an+i))

=
∑
i∈In

(F (bi)− F (ai)) +
∑
i∈Im

(F (di)− F (ci))

= P0(E) + P0(F ).

σ-äärellisyys seuraa tästä induktiolla.

5. Olkoot A1, A2, ... ∈ A. Oletuksen nojalla kokoelma A on σ-algebra, joten myös
Bn

.
=
⋃∞

k=nAk ∈ A ja Cn
.
=
⋂∞

k=nAk ∈ A. Näistä tiedoista seuraavat väitteet:

lim sup
n→∞

An =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak =
∞⋂
n=1

Bn ∈ A

lim inf
n→∞

An =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak =
∞⋃
n=1

Cn ∈ A.

Osoitetaan väitteet indikaattorifunktioille:

(1) Olkoon ω ∈ Ω. Tällöin indikaattorifunktion ominaiuuksien nojalla:

1lim supAn(ω) = 1⋂
n∈N Bn(ω) =

∏
n∈N

1⋃
k≥n Ak

(ω) = lim
n→∞

sup
k≥n
{1Ak

(ω)} = lim sup1An(ω).
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(2) Havaitaan, että

(lim inf
n→∞

An)c =
∞⋂
k=n

Cc
n =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ac
k = lim sup

n→∞
Ac

n.

Kohdan (1) tiedon nojalla:

1(lim inf An)c(ω) = 1lim supAc
n
(ω) = lim sup1An

c(ω) = lim sup {1− 1An(ω)}

= 1− lim
(
− sup {−1An(ω)}

)
= 1− lim inf 1An(ω).

Tästä seuraa toinen väite:

1lim inf An(ω) = 1− 1(lim inf An)c(ω) = 1− (1− lim inf 1An(ω)) = lim inf 1An(ω).

6. (a) Kokoelma Fn on σ-algebra, sillä mielivaltaisten (jonosta ω muodostettu) ”n-jonojen”
joukkojen yhdiste on edelleen n-jonojen joukko.

(b) Osoitetaan ensin (tehtävän vihje): Uq,r, Vq,r ∈ F∞ kaikilla q < r ∈ Q, missä

Uq,r = {ω ∈ Ω : lim sup
n→∞

ωn ∈ [q, r)}

Vq,r = {ω ∈ Ω : lim inf
n→∞

ωn ∈ [q, r)}

ja ωn = 1
n

∑n
i=1 ωi (otoskeskiarvo). Nähdään, että

Uq,r = {ω ∈ Ω : lim sup
n→∞

ωn ≥ q} ∩ {ω ∈ Ω : lim sup
n→∞

ωn < r} .= Uq ∩ Ur

Tarkastellaan erikseen joukot Uq ja Ur:
(i)

Ur = {ω : lim sup
n→∞

ωn < r}

=
⋃
n∈N

{ω : sup
k≥n

ωk ≤ r − 1

n
}

=
⋃
n∈N

⋂
k≥n

{ω ∈ Ãk : ωk ≤ r − 1

n
}︸ ︷︷ ︸

∈Fk

.
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(ii)

Uq = {ω : lim sup
n→∞

ωn ≥ q}

=
⋂
m∈N

{ω : sup
k≥m

ωk ≥ q}

=
⋂
m∈N

⋂
n∈N

{ω : sup
k≥m

ωk > q − 1

n
}

=
⋂
m∈N

⋂
n∈N

⋃
k≥m

{ω ∈ Ãk : ωk > q − 1

n
}︸ ︷︷ ︸

∈Fk

,

Kohdista (i) ja (ii) seuraavat, että Uq, Ur ∈ F∞, joten myös Uq,r ∈ F∞. Samoin näy-
tetään, että Vq,r ∈ F∞.

Osoitetaan nyt L ∈ F∞. Havaitaan, että

ω ∈ L⇐⇒ ∃a ∈ R : lim supωn = a ∧ lim inf ωn = a.

Tarkastellaan nämä kaksi tapaukset erikseen:

(1) Jono {lim supωn}n∈N on tunnetusti vähenevä, joten

lim sup
n→∞

ωn = a

⇐⇒ ∀n ∈ N ∃n0 ∈ N : n ≥ n0 =⇒ 0 ≤ lim supωn − a <
1

n

⇐⇒ ∀n ∈ N ∃q ∈ Q : q ≤ a ≤ lim supωn < a+
1

n
< q +

4

n
+

1

n
= q +

5

n

⇐⇒ ∀n ∈ N ∃q ∈ Q : ω ∈ {ω ∈ Ω : lim sup
n→∞

ωn ∈ [q, q +
5

n
)} .= Aq,r(n).

(2) Vastaavasti jonon {lim inf ωn}n∈N kasvavuuden tiedosta seuraa:

lim inf
n→∞

ωn = a

⇐⇒ ∀n ∈ N ∃q ∈ Q : q ≤ lim inf ωn < q +
5

n
.

⇐⇒ ∀n ∈ N ∃q ∈ Q : ω ∈ {ω ∈ Ω : lim inf
n→∞

ωn ∈ [q, q +
5

n
)} .= Bq,r(n).

Kokoamalla kohdat (1) ja (2) saadaan:

L =
⋂
n∈N

⋃
q∈Q

(Aq,r(n) ∩Bq,r(n)).

Koska q < r(n) kaikilla n ∈ N, niin alkun nojalla Aq,r(n), Bq,r(n) ∈ F∞. Siis L ∈ F∞.
Osoitetaan lopuksi L /∈

⋃
n∈NFn. Valitaan jonoksi ω = (1, 1, 1, . . . , 1, 1, 1, . . . ). Sel-

västikin ω ∈ L, mutta ω /∈ An ⊆ {0, 1}n millään n ∈ N, joten L /∈
⋃

n∈NFn.


