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1. Todennäköisyysavaruudessa (Ω,F , P ) Olkoon satunnaismuuttujen jo-
not (Xn : n ∈ N) ⊆ L1(P ) ja (Yn : n ∈ N) ⊆ L1(P ) tasaisesti
integroituvia. Osoita että jono (Xn +Yn : n ∈ N) on tasaisesti integroi-
tuva.

Vihje: käytä tasaisen integroituvuuden karakterisaatio (Lause 7.0.1)
C ⊆ L1(P ) on tasaisesti integroituva jos ja vain jos

sup
X∈C

EP (|X|) <∞ ja ∀ε > 0 ∃ δ : P (A) < δ =⇒ sup
X∈C

EP
(
|X|1A

)
< ε

ja välikokeen vihje ∀K > 0,{
ω : |Xn(ω) + Yn(ω)| > K

}
⊆
{
ω : |Xn(ω)|+ |Yn(ω)| > K

}
⊆
{
ω : |Xn(ω)| > K/2

}⋃{
ω : |Yn(ω)| > K/2

}
,

2. (a) Osoita seuraava Chebychevin epäyhtälön variaatio: ∀p > 1

EP
(
|X|1(|X| > K)

)
≤ EP (|X|p)K1−p

(b) Olkoon (Xn : n ∈ N) satunnaismuuttujen jono jolla

sup
n
EP
(
|Xn|p

)
<∞

jollekin p > 1.
Osoita että (Xn : n ∈ N) on tasaisesti integroituva.

3. Todennäköisyysavaruudessa (Ω,F , P ), olkoon

X(ω) = (X1(ω), X2(ω), . . . Xd(ω)) ∈ Rd

satunnaisvektori, ja olkoon PX(dt) sen todennäköisyysjakauma (Rd,B(Rd))
avaruudessa:

PX(B) = P (X−1(B)) = P
({
ω : X(ω) ∈ B

})
, kun B ∈ B(Rd)

SatunnaismuuttujatX1(ω), . . . , Xd(ω) ovat rippumattomia P -mitan suh-
teen jos ja vain jos vektorin todennäköisyysjakauma on koordinattien
jakaumien tulo:

PX = (PX1 ⊗ · · · ⊗ PXd
)

Vihje Määrittele sopivasti testi-funktioita.
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4. Olkoon N Poisson jakautunut parametrilla λ > 0, eli

Pλ(N = k) = exp(−λ)
λk

k!

(a) Laske momentti generoiva funktio

φλ(t) = Eλ(exp(tN))

(b) Laske Eλ(N), Eλ(N2).

5. Olkoon G(ω) standardi Gaussinen satunnaismuuttuja jolla on

P (G ≤ x) =
1√
2π

∫ x

−∞
exp

(
−y

2

2

)
dy

ja momentti generoiva funktio

φ(t) = EP
(
exp(tG)

)
= exp

(
t2

2

)
Olkoon myös N(ω) Poisson jakautunut parametrilla λ = 1:

P (N = k) = exp(−1)
1

k!
, k ∈ N

(a) Osoita

EP (exp(tG)) = exp(1)EP

((
t2/2

)N)
(b) Olkoon

X(t, ω) =

(
t2

2

)N(ω)

Sen m-kertainen derivaatta on

X(m)(t, ω) = 2−N dm

dtm

(
t2N(ω)

)
= 2N(2N − 1) . . . (2N −m+ 1)t2N−m2−N , m ≤ 2N

0 m > 2N

Osoita että X(m)(t, ω) ∈ L1(P ) ∀t.
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(c) Osoita että löytyy väli (a, b) 3 t, jolla

{ X(m)(s, ω) : s ∈ (a, b)} on tasaisesti integroituva .

Vihje esitä integroituva yläraja.

(d) Osoita

dm

dtm
EP
(
exp(tG)

)
=

dm

dtm
exp

(
t2

2

)
=

dm

dtm

∞∑
k=0

t2k

2kk!
=

exp(1)
dm

dtm
EP

((
t2/2

)N)
= exp(1)EP

(
dm

dtm

{(
t2

2

)N})
=

∞∑
k=0

dm

dtm
t2k

2kk!

perustelemalla derivoinnin ja integroinnin järjestyksen vaihtoa.

(e) Osoita

EP (G2n) =
(2n)!

n!2n
, EP (G2n+1) = 0 ∀n ∈ N

Vihje Laske Gaussisen momentti generoiva funktion 2n-kertainen
derivaatta pisteessä t = 0.

3


