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1. Olkoon ε > 0, ja (Xn(ω) ∈ N) jono satunnaismuuttujia (ei välttämättä
riippumattomia !) jolla

P
(
Xn = n(1+ε) − 1

)
= n−(1+ε) = 1− P (Xn = −1)

Peli tulkinta:Xn on pelaajan voitto arpajaisissa jossa arpalippu maksaa
1 e, ja voittaa n(1+ε) e todennäköisyydellä n−(1+ε).

(a) Osoita: EP (Xn) = 0

(b) Osoita :

∞∑
n=1

n−(1+ε)

{
=∞ kun ε ≤ 0
<∞ kun ε > 0

(c) Olkoon Sn(ω) = X1(ω) +X2(ω) + · · ·+Xn(ω). Osoita että toden-
näköisyydellä P = 1

lim
n→∞

Sn(ω)

n
= −1

Vihje: käytä Borel Cantellin lemma ( kumpi ?).
Eli vaikka peli on odotusarvon mielessä reilu, pelaaja joka jatkaa
pelaamaan lopulta häviää pystyyn!

2. Olkoon (Ω,F , P ) todennäköisyysavaruus . OlkoonG(ω) standardi Gaus-
sinen satunnaismuuttuja jolla

P (G > x) =

∫ ∞
x

φ(y)dy, φ(y) =
1√
2π

exp

(
−y

2

2

)
(a) Osoita: φ′(y) = d

dy
φ(y) = −yφ(y).

(b) Osoita epäyhtälö:

P (G > x) =
1√
2π

∫ ∞
x

exp

(
−y

2

2

)
dy ≤ 1

x
√

2π
exp

(
−x

2

2

)
(0.1)

Vihje:

φ(x) = φ(∞)−
∫ ∞
x

φ′(y)dy

1



3. (a) Osoita ∫ ∞
2

1

x log x
dx =∞

Vihje Laske: d
dx

log(x log(x))

(b) Osoita
∞∑
n=2

1

n1+ε log n

{
=∞ kun ε ≤ 0
<∞ kun ε > 0

4. Olkoon {Gn(ω) : n ∈ N} jono samoin jakautuneita standardi gaussisia
satunnaismuuttujaa (ei välttämättä riippumattomia) Osoita :

P

({
ω : lim sup

n

(
Gn(ω)√
2 log n

)
≤ 1

})
= 1

Vihje Tämä tarkoittaa että kaikille ε > 0,

P
(
lim sup

n
Aε

n

)
= 0

jossa

Aε
n =

{
ω : Gn(ω) > (1 + ε)

√
2 log n

}
käytä yläraja ja Borel-Cantellin (kumpi?) lemma.

5. Olkoon ψ(x) = x−1φ(x).

Osoita

x−1φ(x) = ψ(+∞)−
∫ ∞
x

ψ′(y)dy ≤ (1 + x−2)

∫ ∞
x

φ(x)dx

josta seuraa alaraja

P (G > x) ≥ φ(x)

(
x+

1

x

)−1
(0.2)

6. Olkoon nyt {Gn(ω) : n ∈ N} jono samoin jakautuneita ja P -riippumattomia
standardi gaussisia satunnaismuuttujaa.

Osoita

P

({
ω : lim sup

n

(
Gn(ω)√
2 log n

)
= 1

})
= 1

2



Vihje Jää osoitettavaksi

P

({
ω : lim sup

n

(
Gn(ω)√
2 log n

)
≥ 1

})
= 1,

eli kaikille ε ≥ 0,

P
(
lim sup

n
A−εn

)
= 1

jossa

A−εn =
{
ω : Gn(ω) > (1− ε)

√
2 log n

}
käytä alaraja (0.2) ja Borel-Cantellin (kumpi?) lemma.
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