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1. Olkoon (Ω,F) todennäköisyys avaruus, jossa F on Ω:n σ-algebra, ja
additiivinen mitta P : F 7→ [0, 1]. Osoita että P on σ-additiivinen jos
ja vain jos kun

{An : n ∈ N} ⊆ A, An ↓ ∅

( eli An ⊇ An+1 ja
⋂
n∈N

An = ∅ ), seuraa

=⇒ P (An) ↓ 0 kun n ↑ ∞ .

2. Olkoon (Ω,A) todennäköisyys-avaruus jossa A on σ-algebra, ja

Q ⊆ {Q : todennäköisyys A 7→ [0, 1]}.

todennäköisyyksien kokoelma. Osoita että c : A 7→ [0, 1] jossa

c(A) := sup
Q∈Q
{ Q(A)}, A ∈ A

on ulkomitta (totetutaa Määritelmää 2.1.5 luentomonisteessa).

3. Olkoon Ω = R∪ {+∞}, ja E0 ⊆ 2Ω kokelma joukoista joilla on muotoa

E = (a1, b1] ∪ (a2, b2] ∪ · · · ∪ (an, bn],

jossa n ∈ N ja

−∞ ≤ a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2 ≤ · · · ≤ an ≤ bn ≤ +∞,

Osoita E0 on algebra.

4. Olkoon funktio F : (R ∪ { +∞}) :−→ [0, 1]. Oletamme että F on

• ei-vähenevä: F (a) ≤ F (b) kun a ≤ b,

• oikealta jatkuva: F (a+) = F (a) ∀a ∈ R, eli

F (b) ↓ F (a) kun b ↓ a

• F (+∞) = 1.
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Kun joukolla E ∈ E0 on esitys (0.1), määritellään

P0(E) =
n∑

k=1

(F (bk)− F (ak))

Osoita että P0 on additiivinen algebralla E0. (σ-additivisuutta todiste-
taan myöhemmin luennolla).

5. Olkoon (An : n ∈ N) ⊆ A, jossa (Ω,A) on todennäköisyysavaruus (siis
A on σ-algebra).
Määritelään

lim sup
n
An :=

⋂
n∈N

⋃
k≥n

An =

{
ω ∈ Ω : ∀n ∃k ≥ n jolla ω ∈ Ak

}
lim inf

n
An :=

⋃
n∈N

⋂
k≥n

An =

{
ω ∈ Ω : ∃n jolla ∀k ≥ n ω ∈ Ak

}
Osoita :

• (lim supnAn), (lim infnAn) ∈ A
• Indikaattorifunktioille pätee

1lim supn An(ω) = lim sup
n

1An(ω), 1lim infn An(ω) = lim inf
n
1An(ω).

6. Olkoon Ω = {0, 1}N binaari jonojen ω = (ωn : n ∈ N) avaruus.
Määritellään sylinterin algebra Fn, jossa A ∈ Fn jos ja vain jos a set
An ⊆ {0, 1}n such that

A = {ω : (ω1, . . . , ωn) ∈ An}.

joillekin An ⊆ {0, 1}n.

• Fn on myös σ-algebra, selitä miksi.

• Olkoon F∞ = σ

( ⋃
n∈N
Fn

)
, eli pienin σ-algebra joka sisältää kaikki

sylinteri-σ-algebrat.
Olkoon

L = {ω : ∃ lim
n→∞

n−1

n∑
i=1

ωi} =

= {ω : lim sup
n→∞

n−1

n∑
i=1

ωi = lim inf
n→∞

n−1

n∑
i=1

ωi}
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Osoita että L ∈ F∞, mutta L 6∈
⋃

n∈NFn.
Vihje: Osoita että kun q1 < q2 ∈ Q ∩ [0, 1] ,

{ω : lim sup
n
n−1

n∑
i=1

ωi ∈ (q1, q2)} ∈ F∞ ja

{ω : lim inf
n
n−1

n∑
i=1

ωi ∈ (q1, q2)} ∈ F∞
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