HY Todenn#kéisyysteoria, syksy 2012, Harjoitukset-10 (7.12.2012
) ?
6.12 on itsendisyyspaivi, mahdollisesti laskarit pidetidin perjan-

taina 7.12, sovitaan tasta vield luennolla.

1. Olkoon X(w) Poisson()\) jakautunut satunnaismuuttuja, A > 0, ja
Y(w) :=1(X(w) > 0).

a Laske satunnaismuuttujan X "elementaarinen” ehdollinen odotusar-
vo ehdolla tapahtumia A = {w: Y(w) = 1} ja A° = {w : Y(w) = 0}

Ep(X|Y =1), Ep(X|Y =0).
b Laske satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo ehdolla o-algebraa
a(Y)
Ep(X]o(Y))(w)
2. Olkoon G;(w) ja Go(w) riippumattomia standardi Gaussisia satunnais-
muuttujat jolla

PGy <x,Gy <y)=P(G; <x)P(Gy <y) =P(x)P(y),

O(z) = \/% /_x exp(—%)dy

Olkoon M (w) = max{G(w), G2(w)}.

a) Laske Ep(M|o(Gy))(w).

b) Laske Ep(Gi|o(M))(w). Vihje Katso tehtévéin 5) vihjeet.
3. Todennéakéisyysavaruudessa (€2, F, P), olkoon X (w) satunnaismuuttu-

ja jolla

a) P(X € dzx) =1(z > 0) exp(—x)dx, X on l-eskponentiaalinen

b) P(X €dx)=n"'(1+ 2*) 'dr, X on Cauchy jakautunut.

Osoita: tapauksessa a) Fp(|X|) < oo ja tapauksessa b ) Ep(|X]|) = 0o
4. Olkoon YV(w) = |[X(w)] =max{n€Z:n < X(w)} € Z.

Laske tapauksissa a) ja b) ehdollinen odotusarvo

Ep(X|o(Y))(w) €R

Vihje Huomaat ettd o-algebra ¢(Y) on numeroituvasti generoitu, eli
on olemassa numeroituva F-mitallinen ositus joka virittdé o-algebraa.
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5. Olkoon X (w) ja Y(w) P riippumattomia ja tasaisesti jakautuneita vé-
lissé [0, 1], siis

P(X €dx,Y € dy) = 1pq(x) Lp(y) de dy
Olkoon Z(w) = min(X (w),Y(w)) ja I(w) = 1(X(w) < Y(w))
(a) Laske P(X >Y).

(b) Laske “elementaarinen” ehdollinen odotusarvon tapahtuman eh-
dolla

Ep(X|X >Y)
(c) Laske ehdollinen odotusarvo
Ep(Xlo(l))(w)

(d) Laske ehdollinen odotusarvo Ep(X|o(Z),I)(w).
Vihje Koska

Z(W(X(w) > Y(w)) = YV(w)1(X(w) > Y(w))
voit osoitaa ensin (Kolmogorovin mééritelméan kautta)

Ep(X|0(2),0(I))(w) 1(X(w) > Y(w))
— Ep(X]o(Y), 0(I))(@)1(X (w) > Y (w))
 Ep(X1(X > YV)|o(Y)

T TPX > Y)W

1(X(w) > Y(w))
Muistetaan etta silloin kun X ja Y ovat P-riippumattomia,

Ep(f(X,;Y)lo(Y))(w) = Ep(f(X,y))

y=Y ()

Vihje Laske ensin Ep(X|o(Z, 1)), jossa I(w) := 1(X(w) < Y(w))
ja tietenkino (Z,I) 2 o(Z).

Ep(Z10(2)) = Ep(Ep(X|0(2.1))|0(2))



