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Luku 6
Epayhtaloita

Epédyhtdlot ovat yksi matemaatikon voimakkaimmista tyovélineistd. Siind missd yhtédlo a = b
kertoo sen, ettd kaksi ehk# n#ennéisesti erilaista asiaa ovatkin samoja, epdyhtélo a < b saat-
taa antaa keinon analysoida monimutkaista tilannetta paljon helpommin ymmérrettdvin asian
avulla.

Todennikdisyyslaskennan epayhtéloitd kiaytetddn tyypillisesti teorian apuna, kuten esim.
raja-arvotulosten johtamiseen, mutta niille 16ytyy toisenlaisiakin sovelluksia. Esimerkiksi niitéd
voidaan kéyttad tyokaluna satunnaistettujen algoritmien vaativuuden analysoinnissa.

Kuten yhtédloiden kanssa, myos epédyhtdloiden kanssa tydskennellesséd tdytyy kiinnittda huo-
miota paitsi epdyhtédlon kummankin puolen muotoon myds sithen minké ehtojen vallitessa se
on voimassa. Naiden asioiden lisidksi epayhtdloiden kohdalla pitdd kiinnittaéd erityistd huomio-
ta sithen, kumpi suuruusjérjestys puolien vililla vallitsee. Usein matemaattinen argumentointi
perustuu sithen, ettd muotoa a < b oleva tulos johdetaan pitkén epéyhtéloketjun

a<a; <---<ap<b

avulla. Jos téssd ketjussa yksikin <-merkki on tullut kirjoitettua vahingossa véirin péin, niin
koko argumentilta putoaa pohja pois.

6.1 Markovin ja TSebysevin epiyhtilGt
Lause 6.1 (Markovin epéyhtils). Olkoon X > 0 sm, jonka odotusarvo on olemassa. Tdilldin
EX
P(X>a) < —, Va >0
a

Todistus. Maaritelladn sm Y kaavalla

0, kun 0 < X < a,

Y = al[a,oo)(X) = { kun X > a.

Koska Y < X, on
EX>EY=0-PY=0)4+a-P(Y =a)=aP(X >a). O

Lause 6.2 (TsebySevin epiyhtiil). Olkoon X sm, jonka odotusarvo on u ja varianssi o2 on

olemassa Talloin

o2

PIX —pl2<%  vt>o.
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FErityisesti, jos o > 0, niin

1

= k>0

PlX —p[ = ko] <

Todistus. Sovelletaan Markovin epdyht#los sm:aan Y = (X — p)2. Jos t > 0, niin

o2

PIX = p| > 4] = P[(X — p)* > #*] < 75

Toinen epayhtélo seuraa valitsemalla t = ko. O

Tsebysevin epdyhtilon sovelluksena seuraavaksi todistetaan heikko suurten lukujen laki (engl.
weak law of large numbers, WLLN). Lauseessa esiintyvidd satunnaismuuttujien suppenemisen
lajia kutsutaan stokastiseksi suppenemiseksi (eli stokastiseksi konvergenssiksi).

Lause 6.3 (Heikko suurten lukujen laki). Olkoon X1, Xs,... jono riippumattomia sm:ia, joilla
on sama odotusarvo u = EX; ja varianssi 02 = var X; < oo. Tdlloin keskiarvojen

>ox
i=1

muodostama jono (X,,) konvergoi stokastisesti kohti arvoa p, eli

X, =

S|

P(|X,, —p| > €) —— 0, kaikilla € > 0.

n—oo

Todistus. Nyt
EX, = Ly var X, = —no? = —.
n

Tsebysevin epayhtalon nojalla
2

> o
P(|Xn—ﬂ|25)§@-

6.2 Konveksit funktiot ja Jensenin epayhtalo

Funktio on konveksi, jos sen kuvaaja jaa jokaisen jénteensid alapuolelle. Funktio on konkaavi,
jos sen kuvaaja on jokaisen jédnteensd yldpuolella. Tdmé asia muotoillaan tdsmaéllisemmin alla
olevassa médritelméssé. Yleensd funktiot eivét ole konvekseja eikd konkaaveja.

Seuraavassa médritelméssi sana vili tarkoittaa mitd tahansa suljettua, avointa tai puolia-
vointa dérellistd tai ddretontd vilid, ts. vili on muotoa (a,b), [a,b), (a,b] tai [a,b] oleva joukko,
jossa a < b ja tapaukset a = —oo tai b = oo sallitaan. Jos I on vili ja z,y € I, niin my0s pisteitd
x ja y yhdistévin janan pisteet Az + (1 — M)y, 0 < A < 1 kuuluvat vilille I. Konveksin joukon
karakterisoi juuri tdmé& ominaisuus, ja reaaliakselin konveksit joukot ovat vileja.

Maaritelmé 6.1 (Konveksi funktio, konkaavi funktio). Olkoon I C R vili. Funktio g : I — R
on konveksi, jos

gDz + (1= Ny) < Mg(z) + (1= Ng(y),  kaikilla 2,y € I ja kaikilla 0 < X\ < 1.

Funktio g : I — R on konkaavi, jos —g on konveksi.
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Konveksisuuden mééritelméssé voitaisiin yhtéd hyvin rajoittua tarkastelemaan valia 0 < A < 1
koska tapaukset A = 0 ja A = 1 ovat triviaaleja. Funktiot z2, e* ja |z| ovat konvekseja koko
reaaliakselilla; 1/2 on konveksi, kun x > 0, ja logz on konkaavi funktio, kun x > 0. Affiini
funktio a + bx on sekd konveksi etté konkaavi koko reaaliakselilla.

Seuraavassa lauseessa esiintyy erotusosaméérid, jotka kannattaa tulkita geometrisesti g:n
jénteiden kulmakertoimien avulla. Piirré itse kuva. Lauseen tarkistus jatetddn lukijalle.

Lause 6.4. Olkoon I avoin vili. Funktio g : I — R on konveksi, jos ja vain jos kaikilla a < b < c,
joille a, b, c € I pitee epdyhtdld

9(b) —g(a) _ g(c) —g(b)
< . 6.1

b—a T c—b (6.1)

Lause 6.5 (Konveksisuustarkistimia). Olkoon I C R avoin vili, ja g : I — R funktio.

(a) Jos g on jatkuvasti derivoituva ja g’ on kasvava (ja molemmat ominaisuudet ovat voimassa
koko 1:1li), niin g on konveksi.

(b) Jos g on kahdesti derivoituwva I:lld, ja g"(x) > 0 kaikilla x € I, niin g on konveksi.

Todistus. (a): Jos a,b,c € I ja a < b < ¢, niin kaikilla a < z < b ja kaikilla b < y < ¢ piitee

g'(x) < g'(b) < g¢'(y),

josta saadaan derivaatan integraaleille arviot

b c
/ g'(x)dz < (b—a)g'(b), /b () dy > (c—b)g'(b).

Tamén takia

g(b) —g(a 1 b
Dos) L [war g0
I g(c) — g(b)
< "(y)dy = =———22,
_C_b/bg(y)y P
joten g on konveksi.
(b): Koska ¢"” > 0, niin ¢’ on kasvava [:1l4. O

Jos g : I — R on konveksi, niin konveksin funktion mééritelméstd saadaan helposti induktiolla
johdettua epéayhtalo

Q(Zpi z;) < Zpig(fﬂi% (6.2)

joka pitéd paikkansa, kun kukin z; € I ja kukin p; > 0 ja ). p; = 1. Télldistd lineaarikombi-
naatiota © = ), p;x;, jossa painot p; ovat ei-negatiivisia ja summautuvat ykkoseksi, kutsutaan
pisteiden x4, ..., x, konveksiksi kombinaatioksi. Tietenkin my6s konveksi kombinaatio z € I.

Jensenin epayhtilo on edellisen epayhtélon yleistys, kun epédyhtélossa esiintyva diskreetti ja-
kauma ptnf:lld f(z;) = p; korvataan mielivaltaisella jakaumalla. Jensenin epéyhtilon todistami-
nen on helppoa, kunhan ensin todistamme seuraavan apulauseen. Siind todetaan, ettd konveksin
funktion kuvaaja on jokaisen tangenttinsa yldpuolella.
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Lause 6.6. Jos I C R on avoin vili ja g : I — R on konveksi funktio, ja m € I, niin voidaan
valita luku k siten, ettd
g(x) > g(m) + k(x —m), Vo e 1.

Todistus. Rajoitutaan todistamaan véite siind tapauksessa, jossa g on jatkuvasti derivoituva
I:114. Téllsin ¢’ on ei-vihenevi funktio. Jos > m ja x € I, niin

mm—gww=/‘ymMuzJWMx—m»

m

Jos taas x < m ja x € I, niin

am—amz/ ¢ (u) du < g/ (m)(m — ).

T

Viite pitdd paikkansa, kun kulmakertoimeksi valitaan k = ¢'(m).
Tamé lause pitdé paikkansa myos ilman oletusta g:n derivoituvuudesta. Todistus 16ytyy useis-
ta analyysin oppikirjoista, kuten esim. Billingsleyn teoksesta Probability and Measure. O

Lause 6.7 (Jensenin epiyhtils). Olkoon I C R avoin vili, ja g : I — R konveksi funktio. Jos
X on sm, jonka arvot ovat I:ssi (tn:lld yksi), ja EX seki Eg(X) ovat olemassa, niin

9(EX) < Eg(X) (6.3)
Todistus. Koska p = EX € I, niin voidaan valita luku k siten, etté
g(x) > g(p) + k(z —p), Vrel

Siis todennékoisyydelléd yksi
9(X) = g(p) + k(X — p),

ja Jensenin epéyhtélo seuraa ottamalla odotusarvo puolittain. O
Esimerkki 6.1. Funktio x? on konveksi, joten Jensenin epayht&lon mukaan
(EX)* < B(X?),
mikali kyseiset momentit ovat olemassa. Tédstéd seuraa arvio
var X = E(X?) — (EX)? >0,

minké tietenkin tiesimme ennestian. A

6.3 Holderin epiayhtilo

Lause 6.8. Olkoot p,q > 1 sellaisia lukuja, ettd

S+t =1
P q

Tdlloin ) )

EIXY| < [E[X|P]7 [E|Y]|7]
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Todistus. Viite on triviaalisti tosi, jos E|X|P = oo tai E|Y|? = co tai jos E|X|P =0 tai E|Y]? =
0. Tdmén takia oletamme, ettd ndmé molemmat odotusarvot ovat déarellisid ja nollaa suurempia.

Ensin todistetaan positiivisia reaalilukuja koskeva epayhtéld. Olkoot a,b > 0 mielivaltaisia,
ja médaritelladn s ja t siten, ettd

1 1
a = exp(—s), b = exp(-t).
(p) (q)

Koska exp(z) = e” on konveksi, on
1 1 1 1 aP bl
ab=exp(=s+ —t) < —e® + —e' = — + —.
p q p q p q
Sama epayhtilo pétee myos, jos a = 0 tai b = 0, kun sovimme, etti nolla korotettuna positiiviseen
potenssiin on nolla.

Valitaan ) )
u=[EX[P]*,  v=[E[Y[|]",

ja otetaan puolittain odotusarvo epayhtélosta

XY < 1XP 1]y|?
w | T plu qglv|’
jolloin saadaan
XY 1E|XP 1E|Y|4
p|XY | 1EXP 1By -
uv pE|X|P  qE|Y]|?
Holderin epdyhtélon helppona sovelluksena (HT) voidaan todistaa, ettd
[E|X[7]" < [E|X|*]?, kaikilla0<r<s (6.4)
Téatéa tulosta kutsutaan Ljapunovin epdyhtdloksi.
Minkowskin epdyhtdlé toteaa, etté
[E|X +Y|?]» < [E|X[P]> + [E|]Y[]]r,  kaikilla p > 1. (6.5)

(Jos jokin odotusarvoista ei ole reaalilukuna olemassa, niin vastaavalle termille kiiytetiéin ar-
voa 00). Minkowskin epdyht#lo seuraa kohtalaisen helposti kolmioepédyhtélostéi sekii Holderin
epéyhtilosta (HT).

6.4 Cauchyn-Schwarzin epayhtéilo, kovarianssi ja korrelaa-
tio
Cauchyn-Schwarzin epdyhtiloksi sanotaan Holderin epdyhtilon sitd tapausta, jossa p = ¢ = 2,

jolloin saadaan
E|XY|<VEX2VEY?2

Téaméi epdyhtild voi joissakin tapauksissa olla voimassa muodossa E|XY| < co, miki ei kerro
mitdin mielenkiintoista. Jos sekd EX?2 < oo ettd EY? < oo, niin silloin ylidraja on direllinen, ja
saadaan tulos

|E(XY)| < E|XY| < VEX?VEY?. (6.6)
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Téssd ensimmainen epéayhtilo seurasi lauseesta 4.4.
Oletetaan nyt, ettéd satunnaismuuttujilla X ja Y on &érelliset varianssit, 0% = var X ja
0% =varY. Niiden kovarianssi on

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)].

Tamé odotusarvo on dérellinen, silld kun Cauchyn-Schwarzin epayhtélod sovelletaan satunnais-
muuttujien X — FX jaY — EY tuloon, niin saadaan epayhtalo

|cov(X,Y)| < oxoy. (6.7)

Téssé yldrajana on muuttujien keskihajontojen tulo.
Mikéli molemmat keskihajonnat ox ja oy ovat aidosti positiivisia, niin X:n ja Y:n korre-
laatiokerroin (jota merkitidéin usein corr(X,Y) tai pxy) mééritelldin kaavalla

cov(X,Y)

corr(X,Y)=pxy =p= P

(6.8)

Cauchyn-Scwarzin epayhtélén nojalla
|corr(X,Y)| < 1. (6.9)

Jos corr(X,Y) > 0, jolloin my&s cov(X,Y) > 0, niin sanotaan ettd X ja Y ovat positiivisesti
korreloituneita. Jos corr(X,Y) < 0, jolloin myds cov(X,Y) < 0, niin sanotaan ettd X ja Y ovat
negativisesti korreloituneita. Jos corr(X,Y) = 0, jolloin myés cov(X,Y) = 0, niin sanotaan, etté
X ja'Y eivit korreloi (lineaarisesti) tai ettéi ne ovat (lineaarisesti) korreloimattomia.

6.5 Momenttiemifunktiota koskevia epayhtiloita

Palautetaan mieleen mééaritelmét. Satunnaismuuttujan X momenttieméfunktio My ja sen ku-
mulanttieméfunktio ovat
Mx(t) = Ee'™, Kx(t)=1nMx(t)

niissé pisteissé, joissa odotusarvo on dérellinen.

Lause 6.9 (Emifunktioiden ominaisuuksia). a) Hdintitodenndkdisyyksille pitevit seuraavat ylirajat
kaikilla a,

P(X >a) < infe "M ‘ P(X <a) < infe "Mx(t).
(X >a) < infe™™Mx(t),  ja (X <a) < infe™™"Mx(t)

b) Kumulanttiemdfunktio ja momenttiemdfunktio ovat konvekseja funktioita.

Todistus. Kohta (a): kun ¢ > 0 niin funktio # +— e!®* on aidosti kasvava, joten Markovin

epayhtalon avulla
EetX
eta -’

P(X >a) = P(e™ >¢') <

Koska tdmi arvio pétee kaikilla ¢ > 0, niin se pitee vield silloinkin, kun yldraja korvataan
sen minimilla alueessa ¢ > 0. Toinen epéyhtéloistd todistetaan soveltamalla ensimmaéistd sm:an
Y =-X.

Kumulanttieméfunktion konveksisuus seuraa Holderin epayhtalostd (HT). Tamén jilkeen mo-
menttieméfunktion konveksisuus seuraa siitd, ettd e® on kasvava ja konveksi funktio. O
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Luku 7

Kaksiulotteinen jakauma

7.1 Jatkuva kaksiulotteinen jakauma

Maéritelmé 7.1 (Jatkuva (yhteis)jakauma, yhteistiheysfunktio). Satunnaisvektorilla (X,Y") on
jatkuva jakauma, eli satunnaismuuttujilla X ja Y on jatkuva yhteisjakauma, mikéli on olemassa
R%:1la mééritelty funktio f > 0 siten, etti

P((X,Y)€B) = //B f(z,y) dedy,  kaikille B C R?. (7.1)

Tallsin f = fxy onsvin (X,Y) tiheysfunktio, eli satunnaismuuttujien X ja Y yhteistiheysfunktio
(lyh. ytf) (engl. joint (probability) density function, joint pdf).

Kaava (7.1) ilmaistaan toisinaan heuristisella merkinnall&
P(X eda, Y e dy) = f(z,y) dedy.

Téssd merkinndn P(X € dz, Y € dy) voidaan ajatella tarkoittavan samaa kuin P(z < X <
x+dr,y <Y < y+dy), jossa dz ja dy ovat hyvin pienid positiivisia lukuja. Kuten yksi-
ulotteisessa myos kaksiulotteisessa tapauksessa tiheysfunktion arvolle pisteessii (z,y) voidaan
antaa frekvenssitulkinta.

Kaksiulotteista jatkuvaa jakaumaa voidaan havainnollistaa erilaisilla tavoilla. Yksi mahdol-
lisuus on piirtdé perspektiivikuva funktiosta z = f(x,y). Toinen mahdollisuus on piirtdd zy-
tasoon funktion tasa-arvokdyrii (engl. level curve, contour line). Tasoon ¢ liittyvéd funktion f
tasa-arvokéyrd koostuu niistd pisteistd (x,y), joissa f(z,y) = c. Eri vakion ¢ arvoilla saadaan
erilaisia tasa-arvokéyrid. Kolmas mahdollisuus on simuloida pisteitd (X;,Y;),i =1,..., N kysei-
sestd jakaumasta ja piirtdéd pisteet tasoon. Kuvassa 7.1 esitelldédn néitéd tapoja.

Kaksiulotteisen jatkuvan jakauman tapauksessa joudutaan laskemaan tasointegraaleja an-
nettujen integrointijoukkojen yli. Joukon B yli laskettu tasointegraali funktiosta g tarkoittaa
funktion 15 ¢ integraalia koko tason R? yli. Sille kiiytetiin mm. seuraavia merkintsj,

/Bg=/Bg(x,y) d(w,y)=//Bg(x,y) dxdy://R2 1p(z,y) g(z,y) dady.

Tavallisesti tasointegraalit lasketaan iteroituina integraaleina. Téssé yhteydessid sovelletaan
Fubinin lausetta (jota el todisteta télld kurssilla). Seuraavan lauseen muotoilu on pétevé Lebes-
guen integraalille.
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Kuva 7.1 Erilaisia tapoja havainnollistaa jatkuvaa jakaumaa: (a) perspektiivikuva, (b) tiheys-
funktion tasa-arvokéyrié seké jakaumasta simuloitu pisteparvi.

15

10
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Lause 7.1 (Fubini). Seuraavissa kahdessa tapauksissa tasointegraali voidaan laskea iteroituna
integraalina, eli alla olevat yhtdldt ovat voimassa,

[ atwm i = [ ([ 1n gt o) ay
-/ (/Z 15(2,9) g(2,9) dy) da

(a) Jos g > 0, jolloin integraalien yhteinen arvo voi olla co.

(b) Jos fB lg| < oo, jolloin integraalien yhteinen arvo on ddrellinen. (Huomaa, etti integraali
5 9] voidaan aina laskea a-kohdan perusteella iteroituna integraalina.)

Esimerkiksi, jos B voidaan esittdd muodossa
B={(z,y):a<z<b clz)<y<dx)},

ja [ lg] < oo tai g > 0, niin

/Bg=//Bg(w,y) dxdy:/ab (/::)g(fmy)dy> da.

Sama tulos saadaan, vaikka joukon B mééritelméssé yksi tai useampi relaatioista < korvataan
relaatiolla <. Télle iteroidulle integraalille voidaan kayttda myos muita merkintdja, kuten esim.

Jor= [ peaman= [ [

Jos taas B voidaan esittdd muodossa
B ={(z,y):c<y<d aly) <z <by)}

ja [ 5 19| < oo tai g > 0, niin tasointegraali voidaan laskea iteroituna integraalina

d b(y)
[[ stwazay= [ ([ gz ay
B c a(y)
b(y) b(y)
:/ / J:ydxdy—/dy/
y=c Jr=a(y) a(y)

Useimmat sovelluksissa esiintyvét integrointijoukot voidaan osittaa erillisiksi paloiksi, joille voi-
daan kiyttdd jompaa kumpaa esitystd. Koko alkuperéisen joukon yli laskettu tasointegraali voi-
daan laskea summana néiden palojen yli lasketuista tasointegraaleista.

b d
/ / g(z,y) drdy.

on yleinen. Sen yhteydessé ei ole itsestddn selvdd, kumpaan muuttujaan kumpikin integrointi-
joukko liitty: joissakin ldhteissd merkinnilld tarkoitetaan joukon (x,y) € (a,b) x (¢, d) yli lasket-
tua integraalia, ja toisissa taas joukon (z,y) € (¢,d) x (a,b) yli laskettua integraalia.

Huomautus. Myos merkinté
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Kaksiulotteisen jakauman tiheysfunktio ei ole yksikésitteinen, mutta melkein yksikésitteinen.
Jos f on tiheysfunktio, ja g on saman jakauman tiheysfunktio, niin f = g melkein kaikkialla, eli
f(z,y) = g(x,y) kaikkialla muualla paitsi nollamittaisessa joukossa. Kaksiulotteisessa avaruu-
dessa esim. kaikkien yksiulotteisten kdyrien kuvaajat ovat nollamittaisia.

Lause 7.2. Olkoon satunnaisvektorilla (X,Y) jatkuva jakauma. Tdlléin reunajakaumat ovat
myds jatkuvia, ja niiden tiheysfunktiot saadaan integroimalla toinen muuttuja pois yhteistiheys-
funktiosta,

fx(x) = /_OO fxv(2,y)dy, fr(y) = /_OO fxy(2,y)dz.

Todistus. Jos B C R, niin

P(X€B)=P((X,Y)eBxR) = /B (/_O; Fxy (@) dy> dz.

Y :n tiheysfunktion lauseke johdetaan vastaavasti. O

Esimerkki 7.1. Siitd, ettd reunajakaumat ovat jatkuvia, ei seuraa, ettd yhteisjakauma olisi
jatkuva. Otetaan sm X, jolla on jatkuva jakauma tf:lla fx. Madritellddn sm Y siten, ettd Y = X,
ts.

Y(w) = X(w), kaikilla w € Q.

T&ll6in Y:n jakauma on sama kuin X:n jakauma, joten molemmat reunajakaumat ovat jatkuvia.
Svin (X,Y) jakauma on keskittynyt livistéjélle

B={(x,y) : z =y},

mutta mille tahansa funktiolle f : R> — R on f pJ = 0, silld lavistdjda B on yksiulotteise-
na joukkona nollamittainen R?:ssa. Tiamin takia sv:lla (X,Y) ei voi olla jatkuva jakauma, eli
yvhteisjakauma ei ole jatkuva. AN

Jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa ykf:114 on esitys,
z Y
Fxy(z,y) = P(X,Y) € (=00, 2] x (—00,¥]) :/ ds/ fx,y(s,t) dt.
Derivoidaan tdmé yhtdlo ensin muuttujan x suhteen,

a Yy
%FX,Y(xay):[me,Y(xvt) dtv

ja sitten vield muuttujan y suhteen,
62
Oz dy

FX,Y(%?}) = fX,Y(‘r7y)7

ja tdmé tulos pétee ainakin niissé pisteissd (x,y), joissa fxy on jatkuva. Seuraavan lauseen
todistus vaatisi tyokaluja, joita meillé ei ole kaytettavissa.

Lause 7.3. Jos satunnaisvektorilla (X,Y) on jatkuva jakauma, niin jakeuman tiheysfunktioksi

voidaan valita )

[xy(z,y) = oz any,Y(x,y)-

Tami toisen kertaluvun sekaderivaatta on olemassa melkein kaikilla (x,y), ja niissd pisteissd,
joissa sekaderivaatta et ole mddritelty, voidaan kdyttad mielivaltaista madrittelyd fx y :lle.
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Huomautus. Mielivaltaisesta annetusta kaksiulotteisen jakauman kertyméfunktiosta voi olla han-
kala tunnistaa, onko se jatkuvan jakauman kertymaéfunktio. Periaatteessa pitéisi tutkia, kelpaako
ko. toisen kertauluvun sekaderivaattaa jakauman tiheysfunktioksi.

Lause 7.4. Jos f : R> = R on ei-negatiivinen, ja sen integraali koko tason yli on yksi, niin se
on jonkin kaksiulotteisen satunnaisvektorin tiheysfunktio.

7.2 Tasajakauma alueessa

Miésritelméd 7.2 (Alueen A tasajakauma). Olkoon A C R? joukko, jonka pinta-ala

// La(z,y) dzdy
RQ

toteuttaa ehdot 0 < m(A) < oo. Sv (X,Y) noudattaa tasajakaumaa joukossa A, mikéli silld on
ytf
f(@,y) = 1a(z,y)/m(A).

Tasajakauman tiheysfunktio hévidd kyseisen alueen A ulkopuolella, ja sen pisteissé (z,y) € A
silld on nollasta poikkeava vakioarvo. Olkoon vektorilla (X,Y’) tasajakauma alueessa A. Jos
B C R?, niin
m(AN B)

P((X,Y) € B) =/Bf(x,y) deay="A0F)

Erityisesti P((X,Y) € R®) = 1, kuten pitéi ollakin.

Huomaa, etté esimerkiksi suljetun nelién [0, 1] x [0, 1] ja avoimen nelitn (0,1) x (0,1) tasaja-
kaumat ovat samat, silld nelion reunan pinta-ala on nolla eli se on nollamittainen.

Seuraavassa esimerkissd tarkastellaan tasajakaumaa ei-negatiivisen ja integroituvan funktion
h kuvaajan ja x-akselin viliin jadvéssa alueessa. Huomaa, ettd x-koordinaatin reunajakaumalla
on talloin tiheysfunktio, joka on verrannollinen funktioon h. Toisin sanoen, sm:lla X on jatkuva
jakauma, jonka m#arda normalisoimaton tiheysfunktio h.

Esimerkki 7.2. Olkoon h(z) = exp(—3x?), ja olkoon sv:lla (X,Y) tasajakauma h:n kuvaajan
alla, eli joukossa
A={(z,y): 0 <y <h(x)}

Témén joukon pinta-ala on

A)://1A(x,y)dxdy:/_de/oh(m)ldy:/_o;h(x)dxzm,

fxy(@y) = = H0 <y < h(z)},

joten ytf on

EH
)

jossa kaytetadn merkintéda

1, kun 0 <y < h(z)

0, muuten.

1{0 <y< h(x)} = 1{(u,v):0<v<h(u)}(xay) = {

X:n reunatiheysfunktio on
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joten X:n reunajakauma on N (0, 1).
Miké on Y:n reunatiheysfunktio? Kaikilla 2 on 0 < h(z) < 1, joten epéayhtils

0 <y <h(x)

voi toteutua vain, kun 0 < y < 1. Jos 0 < y < 1, niin epidyhtilo
L 5
0<y< exp(—ix )

saadaan helposti ratkaistua z:n suhteen, ja tulos on

—v2lny<z<+/—2Iny.

(Huomaa, ettd —Iny > 0, kun 0 < y < 1.) Siis ytf voidaan esittdd myos kaavalla

1
fxy(zy) = Nir H{o<y<1l, —v/—2lny <z <+/—2Iny},
T

josta on helppo laskea Y:n reunatiheysfunktio,

fY(y)Z%\/Tny, 0<y<l.

7.3 Riippumattomuus
Palautetaan mieleen mééritelmé. Sm:t X ja Y ovat riippumattomia (merkintd X 1Y), jos
P(XeAYeB)=P(XeA)PY e€B), kaikilla A, B C R.
Jaksossa 3.5 todettiin, etté
X1Y <« Fxy(z,y) =Fx(x)Fy(y) kaikilla (z, y).

Seuraavaksi naytetddn, ettd riippumattomien satunnaismuuttujien yptnf tai ytf voidaan esittia
reunajakaumien vastaavien funktioiden tulona, jos yhteisjakauma on joko diskreetti tai jatkuva.

Huomautus. Huomaa, ettd riippumattomien satunnaismuuttujien yhteiskertyméfunktio ei ole
funktioden Fx ja Fy tavanomainen tulo

u— Fx(u) Fy (u),

vaan niiden ns. tensoritulo
(u,v) = Fx(u) Fy (v).

Samaan tapaan, riippumattomien satunnaismuuttujien yptnf/ytf voidaan esittds reunajakau-
mien ptnf/tf:ien tulona, mikéli ymmérretidin, ettd kyseessd on téllainen funktioiden tensoritulo.

Lause 7.5. Olkoon satunnaisvektorilla (X,Y") joko diskreetti tai jatkuva yhteisjakauma, jonka
ypinf tai ytf on fxy.

a) Jos X LY, niin ytf-ksi kelpaa fxy(x,y) = fx(x) fy(y).
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b) Jos fxy voidaan esittid tulomuodossa
fX,Y(xvy) :g(x) h(y)v Vm,y,
jossa g > 0 ja h > 0 ovat yhden muuttujan funktioita, nitn X 1Y .

Todistus. (a): Diskreetti tapaus todistettiin jaksossa 3.5, ja nyt todistetaan jatkuva tapaus. Ole-
tetaan, ettd yhteisjakauma on jatkuva ja ettd X L Y. Tarkistamme, ettd ykfin arvo mielivaltai-
sessa pisteessi (z,y) saadaan integroimalla viitteessi ilmoitettua ytf:a. Viite seuraa tésti silld
perusteella, ettd ykf méirdas jakauman. Riippumattomuuden nojalla kaikilla x,y € R on

P a.) = Fx(@) Fr () = [ " fxs)ds / " pear

= /; fx(s) </yoo fy () dt) ds

N /; ds /_yoo Fx(s) fy(t) dt.

Siis fx(z) fy(y) on (X,Y):mn ytf.
(b): Esitetdéin todistus jatkuvassa tapauksessa; todistuksen idea pysyy samana diskreetissi
tapauksessa. Nyt oletetaan, ettd ytf voidaan esittdd tulomuodossa fx y (z,y) = g(z) h(y). Olkoon

CZ/OO o(z) da, d:/_o;h(y)dy.

Talloin - -
= [ vty asay= [ g@ar [T nway =
R —oo —oo

X:n reunatiheysfunktio on
oo
fx@) = [ fxrlew) s = g@)d = glo) e

ja Y:n reunatiheysfunktio on

Frt) = [ " fxy(e.y) dz = ch(y) = h(y)/d.

Ts. reunatiheysfunktiot fx ja fy ovat tekijit g ja h normalisoituna tiheysfunktioiksi. Kaikilla
x,y ykf on reunajakaumien kertyméfunktioiden tulo, silla

Ferte = [ as [ rertonai= [ as [ 4000

:/_x fx(s) ds ‘/_y fy(t) dt:Fx(x)Fy(y)7

joten X LY. O

Toisinaan tahdotaan todistaa, ettd sm:t X ja Y eivdt ole riippumattomia. Mikédli X ja Y
ovat diskreettejé, niin niiden riippuvuuden voi todistaa esittamélld yksi piste (x,y), jossa kerto-
laskuominaisuus ei pidé paikkaansa, eli

fxy(x,y) # fx(@) fy (y).
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Tallsin ollaan néytetty, ettd P(X € A,Y € B) on erisuuri kuin P(X € A)P(Y € B), kun
valitaan A = {z} ja B = {y}.

Jatkuvan yhteisjakauman tilanteessa tarkistus on mutkikkaampaa, sillda moni hieman erilainen
funktio voi olla saman jakauman tiheysfunktio.

Esimerkki 7.3. Olkoon vektorilla (X,Y") tasajakauma kolmiossa
C={(z,9):2>20,y=0,z+y<1}.

Ovatko X ja Y riippumattomia?
Téamén kolmion pinta-ala on %, joten ytf on

fX7Y($7y):27 kun ((E,y) EC'

Akkiseltidn voisi niyttid, ettéd ytf on tulomuotoa g(z) h(y), mutta totuus paljastuu, kun kirjoi-
tamme ehdon (z,y) € C indikaattorifunktioiden avulla:

Ixy(@,y) = 215500 Ly>o0y Liaty<i)

Téassé viimeinen termi ei todellakaan ole tulomuotoa.
Jos valitaan A = B = (3, 1), niin (4 x B)NC = 0, joten

P((X,Y) € Ax B) =0,
mutta P(X € A) >0 ja P(Y € B) > 0, joten
0=P(Xe€AYeB)#P(XecA)PY €B)>0.

Olemme néyttédneet suoraan riipumattomuuden méédritelmén perusteella, ettd X ja Y eivéit ole
riippumattomia. A

7.4 Satunnaisvektorin muunnoksen odotusarvo

Lause 7.6. Olkoon (X,Y) sv, jolla on diskreetti jakauma, ja olkoon Z = g(X,Y) jokin sen
reaaliarvoinen muunnos. Tdlloin

EZ =Y g(z.y) fxy(z.y),

T,y
mikdli summa suppenee itseisesti.

Todistus. Sovellamme apulausetta 4.1 seuraavaan perusjoukon ositukseen. Olkoon A = {(x;,y;) :
i > 1} svin (X,Y) korkeintaan numeroituva arvojoukko. Tallin joukot

{(X,Y)gAY, ({(X=uz,Y = yi})i21
osittavat perusjoukon. Nyt
g(X, V) (w) = 9(X(w),Y(w)) = gz, y:), kuin w € {X =z;, Y = y;},

joten
EZ = Zg(ﬂ?i,yi)P(X =z, Y =y;) = Zg(xnyz‘) Ixv (i, yi)- O

i>1 i>1
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Jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa odotusarvo Eg(X,Y’) saadaan laskettua integraalina.
Sivuutamme tdmén tapauksen todistuksen.

Lause 7.7. Olkoon (X,Y) sv, jolla on jatkuva yhteisjakauma, ja olkoon Z = g(X,Y) jokin sen
reaaliarvoinen muunnos. Tdlloin

EZ = //RQg(x,y) Ixy(x,y)dedy

mikdli integraali suppenee itseisesti.

Yhteenvetona kahdesta edellisesté lauseesta saadaan kaksiulotteinen versio tiedostamattoman
tilastotieteilijin laista (vrt. jakso 4.4), nimittdin

> ey 9@ y) fx v (2,9), jos diskreetti yhteisjakauma
[ 9(x,y) fx,v(z,y)dzdy, jos jatkuva yhteisjakauma.

Eg(X,Y) :{

Tamé kaava pitdé paikkansa silld oletuksella, etté kyseinen odotusarvo on dérellisené olemassa,
eli ettd kyseinen summa tai integraali suppenee itseisesti.

Téamé kaksiulotteinen versio on yhteensopiva aikaisemman yksiulotteisen version kanssa. Esim.
jos kisitelldéin diskreettid yhteisjakaumaa sekéd yhden muuttujan funktiota g, niin Fg(X) voidaan
laskea tiedostamattoman tilastotieteilijan lain kaksiulotteisen version avulla seuraavasti

Eg(X) =Y g(@) fxy(@y)=>_ g@)>_ fxvy(xy)

jossa viimeinen kaava on jaksossa 4.4 kerrottu tiedostamattoman tilastotieteilijan lain yksiulot-

teinen versio.

Esimerkki 7.4. Jos satunnaismuuttujilla X ja Y on jatkuva yhteisjakauma, ja ne ovat integroi-
tuvia, niin kaikilla vakioilla a,b € R

B@X +0Y) = [ [ @ +b9) frr (@) dody

:a/x</fx,y(x,y)dy> dx+b/y</fx,y($’y)d$) dy

:a/fo(x)dx+b/yfy(y)dy:aEX+bEY.

Téssé integraali tarkoittaa koko reaaliakselin yli laskettua integraalia. Olemme johtaneet téssa
tapauksessa sen ennestédn tutun tosiseikan, ettd odotusarvo on lineaarinen operaattori. A

Huomautus. Funktiolle g(x,y) = ax + by pitee Fg(X,Y) = g(EX, EY), mutta muille funktioille
téllainen identiteetti ei yleensé péde.

Esimerkki 7.5. Jos X 11 Y niin tdlloin g(X) 1L h(Y) kaikilla funktioilla g, h : R — R, joten
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mikili kyseiset odotusarvot ovat olemassa. Jos sv:lla (X, Y') on jatkuva jakauma, niin fx y (z,y) =
fx(x) fy (y), joten asian nikee myos laskulla

B0 M) = [ [ o@)hw)1x(@) £y (o) dody
= ([ ata) @ @z ) [ 1) 1) av) = Bla00) BB

7.5 Kovarianssi ja muita yhteismomentteja
Maiésritelma 7.3. Olkoot m,n > 0 kokonaislukuja. Mikéli odotusarvo
E[X"Y"]

on olemassa, sitd kutsutaan kertalukujen (m,n) yhteismomentiksi (tai tulomomentiksi). Mikéli
odotusarvo
E[(X -EX)™Y — EY)"]

on olemassa, sitd sanotaan kertalukujen (m,n) keskusmomentiksi.

Naistd momenteista ehdottomasti tdrkeimmét ovat reunajakaumien momentit EX™ seké
EY™ (eli kertalukujen (m,0) ja (0,n) yhteismomentit) seké kertaluvun (1,1) keskusmomentti,
joka tunnetaan paremmin nimelld X:n ja Y:n kovarianssi,

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)).

Huomautus. Kovarianssia kisiteltiin jo jaksossa 4.6. Kovarianssi on symmetrinen, cov(X,Y) =
cov(Y, X), ja varianssi saadaan lausuttua kovarianssin avulla, silld var X = cov(X, X). Odotusar-
von lineaarisuuden avulla nahtiin, etta

cov(X,Y) = E(XY) — (EX) (EY).

Lause 7.8. Kovarianssi on bilineaarinen, eli molempien argumenttiensa suhteen lineaarinen
operaattori. Ts. jos aj,as € R ovat vakioita ja X1, X ja Z ovat satunnaismuuttujia, niin

cov(a1 X1+ axXs,7Z) = ajcov(Xy,Z)+ agcov(Xs, Z)
cov(Z,a1 X1 + axXs) = ajcov(Z,X1)+ ascov(Z, Xo)

Jos lisiksi by, ba € R ja Y1,Ys ovat satunnaismuuttufia, niin
2 2
cov(a1X1 + GQXQ, b1Y1 + bQYQ) = Z Z a; bj COV(Xi, ij)
i=1 j=1
Namd kaavat pitdvdt paikkansa, mikdli kyseiset odotusarvot ovat olemassa.

Todistus. Odotusarvon lineaarisuuden nojalla

E(a1X1 + GQXQ) = FX1 4+ aEXs,
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joten
a1X1 + a2X2 — E(a1X1 + CI,QXQ) = al(Xl — EXl) + GQ(XQ — EXQ)

Siis odotusarvon lineaarisuuden nojalla,
cov(ale + as Xo, Z) =F [(al(Xl — EXl) + GQ(XQ — EXQ)) (Z - EZ)]

=a E[(X, — EX1)(Z — EZ)| + a2 E[(X2 — EX2)(Z — EZ)]
= ay cov(X1, Z) + ag cov(Xs, Z).

Kovarianssin symmetrisyyden nojalla
cov(Z, ZaiXi) = COV(Z a; X;,7) = Zai cov(X;, Z) = Zai cov(Z, X;).

Kovarianssi on nyt todistettu molempien argumenttiensa suhteen lineaariseksi. Néin ollen

COV(Z a; X5, Z b;Y;) = Zai cov (X, ijYj) = Zai Z b; cov(X;,Y;)
i j i j i j

? J

= a;b; cov(X;,Y;). O
> D aibj cov(X;,Y)
i

Esimerkki 7.6. Lineaarikombinaation varianssi.

var(aX 4+ bY') = cov(aX + bY,aX + bY)
=acov(X,aX +bY) 4+ beov(Y,aX + bY)
= a® cov(X, X) + abcov(X,Y) + abcov(Y, X) + b* cov(Y,Y)
= a®var(X) + 2abcov(X,Y) + b var(Y).

7.6 Paras lineaarinen ennuste

Joissakin tilanteissa sm:n Y arvoa ei havaita suoraan, mutta jollakin tavalla sm:an Y liittyvan
sm:n X arvo on mahdollista havaita. Télloin saatetaan haluta ennustaa Y:n arvo X:n arvon
avulla. Ennusteelle voidaan esimerkiksi valita lineaarinen muoto a + bX, tai yhtédpitdvasti muoto
a+ (X — EX). Télloin jai vield ratkaistavaksi kysymys, miten kertoimet pitéisi valita jotta en-
nuste olisi mahdollisimman hyva. Mikéli ennusteen hyvyyden mittana pidetdén mahdollisimman
pientd keskineliovirhetta

E[(Y — (a + B(X — EX)))?] = min!

niin osoittautuu, ettd paras lineaarinen ennuste 10ytyy yksinkertaisella laskulla, jota ryhdymme
seuraavaksi laskemaan. Oletamme, etti

EX? <00, EY? <00, varX >0, varY >0.

Merkitéiin pux = EX ja uy = EY. Jos a ja 8 ovat vakioita, niin ennuste o + S(X — ux)
poikkeaa totuudesta Y méa#rin

Z=Y —a-B(X —px).
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Ennustevirheen odotusarvo ja varianssi ovat

EZ =py —a—B(ux —px) =py —«a
var Z = varY + % var X — 23 cov(X,Y)

joten keskineliovirhe on
EZ* = (EZ)* +var Z
= (py —a)® +varY + % var X — 2B cov(X,Y).
Seuraavaksi tdydenndmme kerrointa 3 sisdltdvit termit nelicksi,

cov(X,Y)  (cov(X, Y))Q)  (cov(X,Y))?

EZ? = (uy —a)® +varY +var X (52 -2

var X (var X)? var X
X, 7)\? X,Y))?
=varY + (py —a)’> +var X (3 — cov(X, V) )" _ (cov(X, ¥))
var X var X

Viimeisessi muodossa vain toinen ja kolmas termi riippuvat muuttujien « tai 8 arvoista, ja namé
termit ovat molemmat ei-negatiivisia. Valitaan « ja 8 miten tahansa, niin keskineliévirhe on aina
suurempi tai yhtéd kuin

(cov(X,Y))?

— =(1-p?)vary, (7.3)

varyY —

ja keskineliovirheen minimi saavutetaan valitsemalla

cov(X,Y
@ = [y, ﬁ: VE(II'X )

Ts. keskineliovirheen mielesséd paras Y:n lineaarinen ennuste on

cov(X,Y)

EY
+ var(X)

(X — EX) (7.4)

Edell& p on korrelaatiokerroin

cov(X,Y)
Vvar X /varY’

jonka arvot ovat (Cauchyn—Schwarzin ep#yhtélon mukaan) vililld —1 < p < 1. Koska ennusteen

odotusarvo on EY, on keskineliGvirhe sama kuin ennustusvirheen

cov(X,Y)
var(X)

p=corr(X,Y) =

Y - EY — (X — EX)
varianssi.

Ratkaisemme mychemmin vield kunnianhimoisemman tehtévén, jossa kysytdan, miké on kes-
kineliovirheen mielessé paras Y:n ennuste lausekkeella m(X), jossa funktio m saadaan valita va-
paasti.

Parhaan lineaarisen ennusteen keskinelivirheen kaavasta (7.3) ndhdéén, kuinka korrelaatio-
kerroin mittaa muuttujien vdilisen lineaarisen risppuvuuden voimakkuutta. Jos korrelaatiokerroin
saavuttaa jommankumman &dériarvonsa p = +1, niin talloin keskinelivirhe on nolla, joten t&lloin
ennustusvirhe on nolla melkein varmasti (ks. lause 4.3), eli

cov(X,Y)

Y =FY
+ var X

(X —EX) (m.v.), (7.5)
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Edelld lyhenne m.v. on lyhenne sanoille melkein varmasti, joka taas tarkoittaa samaa kuin to-
denniikoisyydelld yksi. Siis ominaisuudesta |p| = 1 seuraa, etté

cov(X,Y)

Y(w)=EY + —

(X(w) - EX)

kaikilla alkeistapauksilla w, paitsi sellaisilla, jotka kuuluvat poikkeusjoukkoon, jonka tn on nolla.
Huomaa myés, ettd korrelaatikertoimen etumerkki on sama kuin kovarianssin cov(X,Y’) etu-

merkki ja se on edelleen sama kuin parhaan lineaarisen ennusteen kulmakertoimen etumerkki.

Jos p > 0eli cov(X,Y) > 0, niin Y:n arvolla on taipumus kasvaa X :n arvon kasvaessa, koska par-

haan lineaarisen ennusteen kulmakerroin on tillin positiivinen. Jos taas p < 0 eli cov(X,Y) < 0,

niin Y:n arvoilla on taipumus vihetd X:n arvon kasvaessa.

7.7 Odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi

Silloin kuin satunnaisvektori V = (X,Y") esiintyy vektori- ja matriisilausekkeissa, sitd pidetéiéin
pystyvektorina. Varoitus: joissakin muissa ldhteissé paria (X, Y) pidetiin vaakavektorina. Néissi
luentomuistiinpanoissa vektorit ja matriisit ovat paksunnettuja ja skalaarit paksuntamattomia.
Edistyneemmissé esityksissd téllaista konventioita ei vélttamattd kaytetd, vaan lukijan pitéa
péatelld asiayhteydestd, minkétyyppistd oliota kukin symboli tarkoittaa.

Maéiritelma 7.4 (Satunnaisvektorin odotusarvo). Satunnaisvektorin (X,Y") odotusarvo(vektori)
maédritellidn ottamalla satunnaisvektorista odotusarvot komponentti komponentilta, eli

X

EV=EX,Y)=E [Y

} _ (EX,EY) = {EX]

EY

mikéli kaikkien komponenttien odotusarvot ovat olemassa.

Koska kaksikomponenttista vektoria (X,Y’) voidaan pitdd myos pitdd 2 x l-matriisina, niin
satunnaisvektorin odotusarvon méaaritelmé on erikoistapaus seuraavaksi esitettdvista satunnais-
matriisin odotusarvon méaaritelméasta.

Maéritelméd 7.5 (Satunnaismatriisi ja sen odotusarvo). Satunnaismatriisi on matriisi, jonka
alkiot ovat satunnaismuuttujia. Sen odotusarvo on se vakiomatriisi, jonka alkio kohdassa (4, j)
on ko. satunnaismatriisin alkion (i,7) odotusarvo (mikili kaikkien alkoiden odotusarvot ovat
olemassa).

Maéaritelmasté seuraa valittomésti, etté
E(Z") = (FZ)" (7.6)

mikéli Z on satunnaismatriisi.
Odotusarvon lineaarisuuden avulla nidhddan helposti, ettéa

E(AZB +C) = A(EZ)B + C, (7.7)

kun Z on satunnaismatriisi ja A, B ja C ovat vakiomatriiseja, joiden dimensiot ovat sellaiset,
ettd lauseke on madritelty. Vakiomatriisit saadaan vetédéd ulos odotusarvon alta, jos ne sijaitse-
vat matriisitulossa ddrimmaisend vasemmalla tai ddrimmaéisend oikealla. Sen sijaan lausekkeen
keskelld olevia vakiomatriiseja ei pystytd vetdmédn ulos talld kaavalla. Kaava (7.7) pdtee myos
satunnaisvektorille Z, silld d-komponenttinen pystyvektori voidaan tulkita d x 1-matriisiksi.
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Miiritelmé 7.6 (Kovarianssimatriisi). Satunnaisvektorin V = (X, Y) kovarianssimatriisi méaaritellasn
kaavalla

Cov(V) = E[(V — EV)(V — EV)T]. (7.8)

Huomautuksia: Kédytdn satunnaisvektorin kovarianssimatriisille merkintédé Cov(V) ja sa-
tunnaismuuttujien X ja Y kovarianssille merkintié cov(X,Y'). Ndemme pian, ettd nimé kisitteet
ovat liheistéd sukua toisilleen. Sv:n V kovarianssimatriisille kiytetdan kirjallisuudessa monia mui-
takin merkintojd, kuten esim. var(V). Englannin kielelld kovarianssimatriisista kiytetédén ainakin
nimityksiéd covariance matriz, variance—covariance matriz, variance matric, dispersion matri.

Maéritelmén perusteella

cov(V)E{Eg:gﬂ (X -EX Y—EY]}
_p|X-EX)(X - EX) (X-EX)(Y - EY)
B [(Y—EY)(X—EX) (Y—EY)(Y—EY)}

= [COV(X’X) cov(X, Y)} _ [ var(X

cov(X, Y)}
cov(Y, X) cov(Y,Y) )

)
cov(X,Y)  wvar(

Kovarianssimatriisin pa#lavistédjalld on muuttujien varianssit ja muualla muuttujien viliset kova-
rianssit. Tésta syysta kovarianssimatriisia kutsutaan myos kompel6lla nimellé varianssi-kovarianssimatriisi.
Jos merkitdin 0% = var(X) ja 02 = var(Y) ja ox,0y > 0, niin satunnaismuuttujien X ja

Y vilinen korrelaatio(kerroin) p = corr(X,Y’) méériteltiin kaavalla

cov(X,Y) cov(X,Y)
=corr(X,Y) = =
P ( ) vvar XvvarY OX 0y

Témén ansiosta svin V = (X,Y") kovarianssimatriisi voidaan kirjoittaa myds muodossa

2
Cov(V)=| Ox  Poxoy
POXOY Oy

Jos satunnaisvektori W saadaan satunnaisvektorista V affiinilla muunnoksella,
W = AV + b,
jossa A on vakiomatriisi ja b on vakiovektori, niin
EW =A(EV)+b = (W-EW)(W-EW)T =A(V-EV)(V-EV)TAT,

joten kaavan (7.7) nojalla
Cov(AV +b) = A Cov(V)AT. (7.9)

Sovelletaan lopuksi kaavaa (7.9) tapaukseen V = (X,Y) ja A = u”, jossa u = (a,b). Talloin
saadaan johdettua tuttu kaava, nimittdin

Bhird o ﬂ m

= a® var(X) + 2ab cov(X,Y) + b? var(Y).

var(aX 4+ bY) = var(u’ V) = u” Cov(V)u=[a ]
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7.8 Tiheysfunktion muuntokaava

Jos svilla (X,Y) on diskreetti jakauma, ja satunnaismuuttuja tai -vektori Z mééritellddn sen
muunnoksena, Z = ¢g(X,Y), niin tillsin Z:lla on diskreetti jakauma, jonka ptnf voidaan laskea
suoraan madritelmén perusteella, silla

f2(2)=P(Z=2= Y fxy(=y).
(z,):9(@,y)=2

Jatkuvan jakauman tapauksessa tarvitaan monimutkaisempia laskuja.
Tarkastelemme jatkuvasti jakautunutta sv:a (X,Y), jolla on tf fx y, sekd funktiota g : A —
B, jossa A, B C R2, ja A on sellainen avoin joukko, etta

P((X,Y) € A) = 1. (7.10)

Madrittelemme kaksiulotteisen satunnaisvektorin (U, V') kaavalla

{-enn- 421

Oletamme, etté
g: A— B on diffeomorfismi (7.11)

eli ettd
e joukot A ja B ovat avoimia,
e funktio g : A — B on jatkuvasti derivoituva bijektio,

1

e sen kidnteisfunktio h = g~ on jatkuvasti derivoituva bijektio B — A.

Kayténnossé diffeomorfisuuden tarkistaminen sujuu tavallisesti seuraavasti. Ensin ka#nteisfunktiolle
h = (h1, ha) johdetaan kaava ratkaisemalla yht&loista

gl(xay) = u, gQ(xay) =, (ua U) €B

muuttujat x ja y muuttujien u ja v funktiona. Mikéli ratkaisu

(*T7 y) = (hl(u> ’U)v h2(u> ’U))

on yksikisitteinen kaikilla (u,v) € B ja ratkaisu (x,y) € A, niin tdlldin ollaan tarkistettu, ettd
kyseessé on bijektiivinen vastaavuus. Tamaén jéilkeen on tavallisesti suoraviivaista tarkistaa, ovat-
ko lausekkeet g1(x,y) ja go(x,y) jatkuvasti derivoituvia A:lla ja lausekkeet h(u,v) ja ho(u,v)
jatkuvasti derivoituvia B:1l4. Esimerkiksi lausekkeen g;(x,y) kohdalla pitdd miettié, ovatko mo-
lemmat ensimméisen kertaluvun osittaisderivaatat dg1(z,y)/0z ja dga(z,y)/dy olemassa ja jat-
kuvia funktioita joukossa A.

Nyt ajattelemme bijektiivistd vastaavauutta

(u,v) = (gl(xvy)aQQ(x’y)) — (l‘,y) = (hl(u’ U)a hQ(uv U))? (712)

jota on mukavaa merkitd myos

(u,v) = (u(axy),v(x,y)) — (:my) = (m(u,v),y(um)). (7‘13)
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Kuvauksen h derivaatta(matriisi) eli Jacobin matriisi pisteessi (u,v) on

Ohi(u,v)  9Ohy(u,v) Jz Oz
ou v Oou Ov
= 7.14
Oha(u,v)  Oha(u,v) dy Oy (7.14)
ou ov Oou Ov

Jacobin matriisin eli derivaattamatriisin determinanttia kutsutaan kuvauksen h funktionaalide-
terminantiksi eli Jacobin determinantiksi eli jacobiaaniksi (engl. Jacobian determinant; Jaco-
bian). (Myds nimid Jakobin determinantti tai jakobiaani kiytetéiéin; kisitteen esitti 1800-luvulla
saksalainen matemaatikko Carl Gustav Jacobi.) Varoitus: joissakin muissa ldhteissd termi jaco-
biaani saattaa tarkoittaa derivaattamatriisia eikéd sen determinanttia.

Jacobiaanille eli Jacobin matriisin determinantille kiytetddn kirjallisuudessa useita erilaisia
merkintoja. Me kaytdmme sekd modernia eksplisiittistd merkintéa

Jh(ua U)7
ettd 1800-luvun puolivélisté lihtien kaytossa ollutta klassista merkintaéd

9(z,y)
A(u,v)’

Klassinen merkintd on modernia merkintds paljon kédtevampi silloin, kun funktiot on mé#éritelty
konkreettisten lausekkeiden avulla. Téssa

Jx Ox
_O,y) du dv| _Or dy Jdx Oy
Tn(u,v) = A(u, ) = det dy Oy Ou dv Ov Ou’
ou Ov

Funktion g ja sen kéanteisfunktion h derivaattamatriisit ovat tunnetusti toistensa kééanteismatriiseja,
josta seuraa jacobiaaneille yhteys

o))
o))

(u,v)
(z,y)

(z,9)

1= Jn(u,v) Jg(z,y) = B(u,v)

(7.15)

o))

Téssé kaavassa (z,y) ja (u,v) vastaavat toisiaan bijektiivisesti yhtélon (7.13) mukaan. Kaa-
va (7.15) seuraa siité, ettd toisaalta identiteettimatriisin determinantti on yksi ja toisaalta kaa-
vasta det(A B) = det(A) det(B), joka pitee, kun A ja B ovat samankokoisia neliomatriiseja.

Lause 7.9. Oletuksilla (7.10), (7.11) ja timdn jakson merkinngilld satunnaisvektorilla (U, V')
on jatkuva jokauma tf:lld

fx.yv(h1(u,v), ha(u,v)) |Jn(u,v)|, kun (u,v) € B

(7.16)
0, muuten.

fU,V(uvv) = {

Todistus. Oletusten nojalla (U, V) € B tn:lla yksi, silld
P((U,V) e B)=P(g(X,Y)e B)=P((X,Y)cg '(B)) = P(X,Y) € A) = 1.
Olkoon C' C B mielivaltainen joukko. Nyt
P(U,V)eC)=P(g(X,Y) e C)=P((X,Y) € h(())

- / /h o Jxr @) dady
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Tehdddn nyt muuttujanvaihto (u,v) = g(z,y), eli (x,y) = h(u,v), jolloin tasointegraali saadaan
muotoon (tdhin tarkoituksen riittivin voimakas Lebesguen integraalia koskeva muuttujanvaih-
tokaava loytyy esim. Billingsleyn teoksen [1] lauseesta 17.2)

/ frw (@, y) dzdy = / / Py (R, 0), By (u,0)) | (1, 0)] dudlo
h(C) c

Namé tarkastelut todistavat viitteen. O

Diffeomorfismin tapauksessa muuttujanvaihtokaava (7.16) kannattaa pitdd mielessdén muo-
dossa

fxy(@,y) |0(z,y)] = fov(u,v) [0(u,v)], kun (7.17)
(u,v) = g(z,y) < (z,9) =h(u,v),  (z,9) € A (u,v) € B. (7.18)

Tésté sitten tuntemattomat suureet ratkaistaan tunnettujen suureiden avulla. Jos fx y on an-
nettu, niin

Fuo (0,0) = Fxy (@) \3 i \ = Fey (na(u,0), B, v)) [, o),

kun (u,v) € B. Saman ytf:n voi ilmaista myos muodossa

va(u v) _ fX,Y(%Z/) _ fX,Y(hl(u7v)7h2(u7v))
C ‘8(11,1}) | Jg(h1(u, v), ha(u,v))|’

Nz, y)

kun (u,v) € B. Tdmén tuloksen oikeellisuus perustuu kaavaan (7.15).

Tiheysfunktion muuntokaavaa (7.16) sovellettaessa on térkedd pitéd kirjaa siitéd, missi joukos-
sa B johdettu kaava on patevid. Tamén kirjanpidon saa usein hoidettua automaattisesti joukko-
jen indikaattorien avulla, kuten seuraavassa esimerkissé tehdédan. Valitettavasti jatkotarkasteluja
varten (esim. reunajakauman johtamista varten) on usein tarpeen esittéié alue B esim. muodossa

B={(u,v) :a<u<b,c(u) <v<d(u)}
tai muodossa

B ={(u,v) :c<v<d,av) <u<bv)}.
Téstd voi aiheutua paljon lisétyota.

Esimerkki 7.7. Olkoon sv:lla (X,Y) jatkuva yhteisjakauma tf:lla

k(z,y) kunax>0jay >0

(7.19)
0 muuten.

fX,Y(CU,y) :{

Esitetddn tdmi ytf tason ensimmaéisen neljinneksen indikaattorin 1{z > 0,y > 0} ja lausekkeen
k(z,y) tulona,

fxy(zy) =1z >0,y >0}k(x,y).

Téssé lauseke k(z,y) ei ole vélttamittd hyvin méiritelty, jos z < 0 tai y < 0. Ylldoleva esi-
tys pitdd ymmértdd lyhennemerkintéind kaavalle (7.19). Kéytdmme téllaista konventiota, jossa
joukon indikaattori tarvittaessa nollaa mahdollisesti huonosti mééritellyn lausekkeen.
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Tarkastellaan sv:ia (U,V), jossa U = X +Y ja V = X — Y. Tdtd muunnosta vastaava

diffeomorfismi on
_ 1
{u;v+y {x2(u+v)

v=z—y y=Hu—v)

joka on diffeomorfismi koko tason ja koko tason vélilld. Tamén takia satunnaismuuttujien U ja
V ytf on

fov(u,v) = fxy(z,y) ’g(uv)

1 1 1
:1{u+v>0,u—v>0}k(§(u+v)7§(u—v))§.

Lasketaan seuraavaksi sm:n U reunatiheys. Oikeiden integrointirajojen selvittimiseksi edell&
esiintyva epédyhtaldpari w +v > 0 ja u — v > 0 pitdéd onnistua ratkaisemaan muodossa

a<u<b, clu)<v<d(u).
Hetken pohtimisen jilkeen (piirrd kuva) ndhdddn, ettd ratkaisu on
u>0, —u<v<u.

Téamén takia U:n reunatiheys on

fU(u):/_u %k(%(u—i—v),%(u—v))dv, u > 0.
A

Huomaa, etté diffeomorfismi on aina kuvaus kahden samandimensioisen euklidisen avaruuden
vililla. Toisinaan tavoitteena on johtaa jatkuvasti jakautuneen sv:n (X, Y) jonkin skalaariarvoisen
muunnoksen U = ¢;(X,Y") tiheysfunktio. Tami voidaan tehdd kahdella erilaisella tekniikalla.

1. Lasketaan ensin U:n kertyméfunktio
Fo(u) = P (X.Y) <) = [ fx (@.y) dody
{(@,9):91 (2,y)<u}

integroimalla kyseisen joukon yli, ja sitten U:n tiheysfunktio lasketaan derivoimalla (mikéli
U:n jakauma osoittautuu jatkuvaksi).

2. Voidaan yrittds tdydentdd muunnos (keinotekoisesti) bijektioksi valitsemalla V = go(X,Y),
sitten johdetaan sv:n (U, V) tiheysfunktio, ja lopuksi kiinnostuksen kohteena olevan muut-
tujan U tiheysfunktio lasketaan integroimalla

Niista tavoista jalkimméinen on usein suoraviivaisempi.

Esimerkki 7.8. Summan tiheysfunktio. Olkoon sv:lla (X,Y) tf fx y. Olkoon
U=X+Y.

Johda sm:n U tf. Minkilaisen kaavan saat, jos X 1 Y7
Ratkaisu bijektioksi tidydentamilla: Téssd tehtdvissd voisimme tdydentdd kuvauksen
bijektioksi monella tavalla, mutta nyt teemme valinnan V' = X. Téll6in

{u—x—l—y {x—v
—
V=2 y=u—v
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Siis
Jov(u,v) = fxy(z,y) ’223 z;

= fxy(v,u—v).

Sm:n U reunatiheysfunktio saadaan tésté integroimalla v pois,
o0

fulu) = / fxy(v,u—v)dv
— 00

Ratkaisu kertymifunktiotekniikalla: Kun lasketaan U:n kertymifunktiota pisteessi wu,
niin integrointijoukko on

{@y) e+y<uf={(z,9):zeRy<u—=z}
Taman takia
oo uU—x
Fotw) = [ ao [ peey)dn
— 00 — 00
Mikéli derivaatan vienti integraalin alle pystytdin perustelemaan jotenkin, niin

fuu) = Fy(u)

F;
=/ xau . x,y\r,y)ay

= / fxy(z,u—2)de.

Jalkimmaisessé laskussa jad arveluttamaan se, mité ehtoja ytf:lle pitéisi asettaa, jotta tulos
voitaisiin perustella tdsméllisesti. Ensimmaéisessé tavassa ndhtiin, ettd mitédén ehtoja ei tarvita.
Jos X LY, niin fxy(z,y) = fx(x) fy(y) identtisesti, ja

fol) = [ fx0) frtu—o) do
eli fy on tiheysfunktioiden fx ja fy konvoluutio,

fu=rfx=*fr.

Kirjallisuutta
[1] P. Billingsley. Probability and Measure. John Wiley & Sons, Inc., 2nd edition, 1986.

7.9 t-jakauman ominaisuuksia

Studentin t-jakauma vapausasteluvulla v > 0 eli ¢,-jakauma méériteltiin niin, ettd se on sm:n

Z
Y = ol (7.20)

jakauma, kun X ~ y2 = Gam(g, %), Z ~ N(0,1), ja X 1L Z. Johdamme seuraavaksi ¢-jakauman
tiheysfunktion esimerkkind muuttujanvaihtotekniikan kdytostd. Lisdksi paidttelemme jakauman
odotusarvon ja varianssin kayttdmaélla tatd jakauman stokastista esitysté.
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Riippumattomuuden nojalla
1\v/2
(3) g5 le 27 e 2% | x> 0.

I'(3) V2m

Taydennetéain kuvaus bijektioksi valitsemalla U = X. Télloin tarkasteltavana on diffeomorfismi

=z {a:u
_ Z —

= /v z =y u/v

u u
fX/Z(U,y\/>) -, u>0
14 14

Téstd saadaan Y:n reunatiheys integroimalla u pois,

~ G i
fY(y) :/O fX,Z(U"y u/z/) \/:du: F(%)\/ﬁ (1+y2/y)(u+1)/2.

Edelld oleva magrétty integraali pystytddan laskemaan integroimalla kuten tilastotieteilijéa: kos-
ka tieddmme, mikd on gammajakauman tiheysfunktion lauseke, osaamme suoraan kirjoittaa
tdménmuotoisen integraalin arvon.

Arvolla v = 1 tf saa muodon

fx.z(z,2) = fx(2) f2(2) =

jossa z > 0 ja u > 0. Siis

fuy (u,y) = fx z(z, 2) ‘ggi’;;

1 1
fY(y) = ;Wv

joten t; on Cauchyn jakauma.
Studentin t-jakaumalla ei ole olemassa kaikkia absoluuttisia momentteja. Jos a > 0, niin

ElY|"<o0o = a<uw.
Tédmén seikan nikee esim. jakauman stokastiseta esityksestd (7.20), josta seuraa etté
E|Y|* =v*2 E|Z|* EX ™92,

joka on d#rellinen mikéli molemmat kaavan oikealla puolella olevat odotusarvot ovat dérellisié.
Normaalijakauman absoluuttiset momentit F|Z|* ovat déirellisid, mutta tarkastelemalla jilkimmé&istd
odotusarvoa paddytain helposti ehtoon a < v. Esim. Cauchyn jakaumalla ei ole odotusarvoa;
t-jakaumalla on olemassa varianssi vain silloin, kun v > 2. Siit4, ettd jakauman kaikki momentit
eivit ole #dérellisid seuraa, ettd t-jakauman momenttieméafunktio ei ole olemassa misséén origon
ympéristossé, joten momenttiemédfunktion on hyédyton tyokalu télle jakaumalle.

Studentin t-jakauman odotusarvo ja varianssi selvidvit helposti jakauman stokastisesta esi-
tyksestd (7.20). Jos v > 1, niin ¢,-jakaumalla on odotusarvo, ja se on nolla. Témé nihdéén siité,

ettd koska Z 1 X, niin
v [v
EY=EZE\|—==0-E,/—=0.
X X

J()S v > 2, nin tl/_ akaU.IIlall variainssil on
ValY—lﬁ —IDZ 151 - l '15*.

Téstd ndhddén muutaman vélivaiheen jéilkeen (integroi kuten tilastotieteiliji ja kiytd gamma-
funktion funktionaaliyhtdlsd), etté
v
v—2

varY = kun v > 2.
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Luku 8

Ehdollinen jakauma

8.1 Ehdolliset jakaumat

Jos sv:lla (X,Y") on diskreetti jakauma, niin sm:n X ehdollinen ptnf ehdolla Y = y mééiritelldin
ehdollisen todennéikoisyyden kaavan avulla,

P(X =uzY :y) _ fX,Y(xvy)
P(Y =y) fr(y) 7

kun y on sellainen piste, jossa fy(y) > 0. Funktio fx|y (- | ¥) on satunnaismuuttujan X ptnf,
kun tiedetddn, ettd Y = y. Ehdollinen ptnf fy|x(y | #) méiritelliéin analogisesti.

Kaavaa (8.1) pidetdén mallina, kun mééritelldén ehdollinen tiheysfunktio jatkuvan yhteisja-
kauman tapauksessa.

fxiy(@ly) =PX =z|Y =y) = (8.1)

Masgritelmé 8.1. Olkoon (X,Y):114 jatkuva jakauma tiheysfunktiolla fxy. Télloin smm X
ehdollinen tiheysfunktio ehdolla Y = y on

fX y(l’, y)
f T|Y) =7 T e FR7
xiv(e]y) fy ()
kun y on sellainen, ettd fy (y) > 0. Vastaavasti mééritelldén
fX Y(xv y)
x) = T —2 €R,

kun fx(z) > 0.

Huomaa, ettd  — fx|y (x| y) on tiheysfunktio, silld se on ei-negatiivinen ja

/ Ixiy(z]y)d / fxy(z,y)de = 1.

Funktio z — fx|y(z | y) saadaan yhteistiheysfunktiosta fx y normalisoimalla sen vaakasuora
“leike” = +— fxy(z,y) tiheysfunktioksi. Vastaavasti funktio y +— fyx(y | =) saadaan nor-
malisoimalla pystysuora leike y — fx y(z,y). Kuva 8.1 havainnollistaa sitd, miten ehdollinen
tiheysfunktio saadaan yhteistiheysfunktiosta.

Jatkuvan yhteisjakauman voi esittdd useamman kuin yhden tiheysfunktion avulla kunhan
ne vain yhtyvét melkein kaikkialla. Ehdollisen tf:n mé#érittelyyn saadaan kdyttdd mitd tahansa
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Kuva 8.1 Yhteistiheysfunktio ja ehdollisia tiheysfunktioita = + fx |y (z | y).

y=6

15
00 02 04 06

T R R

10
|

00 02 04 06
T R

-5

o 4
N -
~ 4
o -
o -
00 02 04 06
AA T

ytf:n médritelméd, joten myoskaan ehdollinen tf ei ole yksikésitteinen. Toisaalta osoittautuu, ettei
tastd monikésitteisyydestd synny sen suurempia ongelmia, minké takia sitéd ei oteta huomioon
puhetavassa: puhutaan ehdollisesta tiheysfunktiosta (eiké esim. ehdollisen tiheysfunktion tietysté
versiosta).

Jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa ehdon {Y = y} todennikéisyys on aina nolla. Tamén
takia ehdolliselle tiheysfunktiolle ei voida antaa suoraan tulkintaa ehdollisen todennékoisyyden
avulla, vaan kyseessé on méaéritelmé, jota yritimme seuraavaksi motivoida.

Teemme uskottavaksi, ettéd jos ytf fx y on riittdvin siled (jatdmme auki, mitd ehtoja tdsmallisesti
ottaen vaadittaisiin) ja fy (y) > 0, niin talloin

PXeA|y<Y <y+h) —>/fx|yx|y kaikilla A C R. (8.2)

Toisin sanoen pienilld A > 0 ehdollinen todennikoisyys P(X € A |y <Y <y + h) saadaan osa-
puilleen selville integroimalla ehdollista tiheysfunktiota fx|y (2 | y) muuttujan x suhteen joukon
A yli mielivaltaiselle A C R. Jatkuvan sm:n arvo havaitaan vain tietylla tarkkuudella, joten so-
velluksissa tehdédén tdmén tapainen tulkinta, kun késitelldédn ehdollista tf:a ehdolla Y = y, jossa
y on havaittu arvo. Liséksi tdmén tuloksen perusteella olisi mahdollista antaa frekvenssitulkinta
my6s ehdolliselle tiheysfunktiolle.

Tulos (8.2) perustellaan ldhtien liikkeelle esityksesté

IP(X € Ay<Y <y+h)
LPy<Y <y+h)

Jadz 2[5 fx v (o, t) dt
LI fy (u) du

PXeA|ly<Y<y+h) =

Seké osoittajassa ettd nimittédjéassa esiintyy muotoa

1 /y+h
— g(u) du
h Jy

olevia integraalikeskiarvoja, jotka ldhestyvit arvoa g(y) aika yleisilld oletuksilla, kun h — 0+.
Esimerkiksi, jos funktio g on jatkuva pisteessi y ja integroituva jossakin sen ympéristossi, niin
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mielivaltaiselle € > 0 voidaan jatkuvuuden nojalla valita luku § > 0 siten, ettd |g(u) — g(y)| < e
kaikilla u, joille |u — y| < §. Jos h on miké tahansa luku siten, ettd 0 < h < 4, niin on voimassa

y+h y+h y+h
s —e=7 [ ww-adusy [T gwans g [T o) +odu=gw) +e

Tami todistaa, ettd integraalikeskiarvo ldhestyy raja-arvoa ¢(y), kun h — 0+. Kun integraali-
keskiarvon raja-arvoa sovelletaan tarkasteltavaan ehdolliseen todennékoisyyteen, ja osoittajassa
vaihdetaan huolettomasti rajankéynnin ja integroinnin jérjestys, saadaan

d
P(X€A|y<Y <y+h) Jafxy(@y)de [ fxy(@y)

h—=0+ fy(y) 4 fr()

x.

8.2 Kertolaskusidanto eli ketjusdanto

Ehdollisen ptnf/tfin mééritelméisti saadaan kertolaskusddinti eli ketjusddntd,

fxy(z,y) = fx(@) fyix(y | z) = fr(y) fxy (@] y), kaikilla z, y. (8.3)

Tamé kaava vaatii hieman tulkintoja jatkuvan jakauman tapauksessa, koska ytf ei ole yksikésitteinen.
Kaavan voidaan ajatella tarkoittavan sité, ettd jos reunatiheysfunktio fx(z) ja ehdollinen tf
Jyix(y | =) johdetaan ldhtemilld liikkeelle joistakin ytfin (mahdollisesti toisistaan eridvisté)
versioista, niin niiden tulo kelpaa yhteistiheysfunktioksi.
Lisdksi kaavassa on se ongelma, ettd esim. fy|x(y | z) ei ole vilttamattd madritelty kaikilla
x. Sovitaan, ettéd kertolaskusdéinnon yhteydesséd ehdollisen tf:n tai ptnfin médritelmaé laajenne-
taan (tarvittaessa) jollakin tavalla niihin pisteisiin, joissa ehtomuuttujan tiheys on nolla, esim.
sopimalla, etté 1)
fX,Y x,y
xlo)={ fx@ @ @0

0, muuten.

(8.4)

(Yhtéd hyvin voitaisiin kdyttdd jotakin muuta johdonmukaista sopimusta.) Toiselle ehdolliselle
tf:lle fx|y(z | y) kiytetdén tietenkin samanlaista laajennusta. Tamén jilkeen kertolaskusdanto
pitdd ongelmattomasti paikkansa kaikilla x,y € R. Naméa komplikaatiot eivét aiheuta todellisia
ongelmia kiytdnnon laskuissa.

Kertolaskusddnnosta voidaan ratkaista toinen ehdollisista tiheysfunktioista, jos reunatiheydet
seké toinen ehdollinen tf tunnetaan. Esim., kun fx(x) > 0 (ja muut z-arvot eiviit ole relevant-
teja), on

_ fxy(z,y) fr(y) fX\Y(x | y)

P O="50 T @ (&9)

Taméi on Bayesin kaava tiheysfunktioille.
Huomaa, ettd Bayesin kaavasta seuraa, ettd kiinteélld x

Frix(y|z) = f%()fy@) (@ 9) o fr@®) Fxy (@ | 1) = Frr(@y).

T
Verrannollisuus g(y) « h(y) tarkoittaa sité, ettd

9(y) = ch(y)

jollakin verrannollisuusvakiolla ¢ (joka saa riippua parametreista, ja muista muuttujista paitsi
muuttujasta y). Tdmén ansiosta ehdollinen jakauma on toisinaan helppo tunnistaa tarkastele-
malla ytfin lauseketta.
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Esimerkki 8.1. Esimerkissd 7.2 ytf:1l4 on lauseke

Fr(es) = = 10 <y < expl—5a%)}

Ehdolliset tf:t voidaan laskea joko jakamalla ytf esimerkissd johdetuilla reunatf:oilla, tai seuraa-
valla paattelylla.

a) fy|x: Kiintedlld x on ytf:lld fx y (,y) nollaa suurempi vakioarvo, kun 0 < y < exp(—%xQ).
Téamén takia ehdollinen jakauma on tasajakauma,

Y[ (X =) ~ U0, exp(~ %)),

Kun muistetaan, ettd reunajakaumassaan X ~ N(0,1), niin yhteisjakauma voidaan esittii muo-
dossa

1
Y | X ~ U(O7exp(_§X2))7
X ~ N(0,1).

b) fxy: Kiintedlld 0 < y < 1 on ytf:1l4 nolla suurempi vakioarvo tietylld z-akselin vililld,
joka saadaan ratkaisemalla epdyhtilo

1
0<y< exp(—§x2)

muuttujan x suhteen. Témé lasku ratkaistiin esimerkissa 7.2. Tuloksesta tunnistetaan, ettéd eh-
dollinen jakauma on tasajakauma

X | (Y =y)~U(=y/—2Iny,/—2Iny), 0<y<l.

8.3 Diskreetin ja jatkuvan muuttujan yhteisjakauma

Tarkastellaan nyt samalla perusjoukolla maériteltyjen sm:ien X ja Y yhteisjakaumaa siini ta-
pauksessa, kun X:n jakauma on diskreetti Y :n jatkuva. Olkoon X:n mahdolliset arvot x1, xs, . ..
ja olkoon sen (reuna-)ptnf fx. Voidaan osoittaa, etté téllsin on olemassa ehdolliset tiheysfunktiot
Yy fy)x(y | xi),7 > 1 siten, ettd

P(X =x;,,Y € B)= fX(mi)/ fyix (| ;) dy, kaikilla ¢ ja kaikilla B C R,
B

mutta todistuksessa tarvitaan mittateoriaa (tulos seuraa ns. Radonin-Nikodymin lauseesta).
Téamén seurauksena yhteisjakauman esittdd funktio

fxy(@,y) = fx(z) fyix(y | z)

siind mielessé, ettd seuraavantyyppiset todenndkoisyydet saadaan laskettua summaamalla dis-
kreetin muuttujan ja integroimalla jatkuvan muuttujan suhteen,

P(XeAYeB) => [ fxy(xy)dy, ABCR.
xGAB
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Voimme my0s téssd tapauksessa kutsua yhteisjakauman esitystd fx y tiheydeksi tai tiheysfunk-
tioksi, mutta on tédrked#d pitdd mielessd, ettd yhden muuttujan suhteen summataan ja toisen
suhteen integroidaan.

Diskreetin muuttujan X ptnf ehdolla Y = y méaritelladn Bayesin kaavalla, siis

fX|Y(fU ly) = W?

kun fy(y) > 0. Tamén kaavan voisi myds motivoida rajankiynnin kautta samaan tapaan kuin
jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa tehtiin.

Kertolaskusdianto ja Bayesin kaava ovat voimassa my0Os tédssd tapauksessa, ja tarvittaessa
ehdollisen tiheyden fyx(y | ) ja ehdollisen ptnfm fx|y (2 | y) médritelméd voidaan laajentaa
myos sellaisille argumenteille, joilla ne eivét vield tulleet méariteltya.

Siinéd tapauksessa jossa toisen jakauma on diskreetti ja toisen jatkuva, odotusarvoja lasket-
taessa diskreetin muuttujan suhteen summataan ja jatkuvan suhteen integroidaan.

Lause 8.1. Olkoon (X,Y) sv, jossa X:lli on diskreetti ja Y :lli jatkuva jakauma, ja olkoon
7 = g(X,Y) jokin sen reaaliarvoinen muunnos. Tdlldin

2= [ gwy) frr @) dy = [ 3 g(e.w) (o) dy

makali

Z/|g($ay)|fX,Y(I7y) dy < oo.

8.4 Ehdollinen odotusarvo

Miésaritelmd 8.2 (Ehdollinen odotusarvo ja ehdollinen varianssi ehdolla sm:n arvo). Olkoon
(X,Y) sv, g(X,Y) jokin sen muunnos, ja oletetaan, etti osaamme méiritelld sm:n Y ehdollisen
jakauman ehdolla X = z. Sm:n g(X,Y) ehdollinen odotusarvo ehdolla X = =z,

E(g(va) ‘ X = 3’]),

on satunnaismuuttujan g(z,Y’) odotusarvo, kun Y:n jakaumana kiytetiin sen ehdollista jakau-
maa ehdolla X = z. Sm:n ¢g(X,Y) ehdollinen varianssi ehdolla X = z,

var(g(X,Y) | X = a),

on satunnaismuuttujan g(z,Y") varianssi, kun Y:n jakaumana kéytetéiin sen ehdollista jakaumaa
ehdolla X = z.

Jos Y:n jakauma on jatkuva, on
EGX.Y)| X =)= [ gle.0) frix(y | o) dy,
ja
var(g(X.Y) | X =2) = [ lg(e.) = BGXY) | X =) fyix(y | 2) do
Jos jalkimmaéisessd kaavassa binomin nelié kerrotaan auki ja jéarjestellidn termeji, nahddén etta

var(g(X,Y) | X = 2) = E[(9(X,Y))* | X =a] - {E[g(X,Y) | X = a]}*. (8.6)
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TAmé on tutun kaavan var Z = EZ? — (EZ)? vastine ehdolliselle varianssille. Jos Y on diskreet-
ti sm, ylldolevissa kaavoissa tarvitaan summia integraalien sijasta, ja identiteetti (8.6) pysyy
voimassa.
Jos funktio g on muotoa
9(x,y) = g1(x) g2(, y),
niin tietenkin
E(g1(X) g2(X,Y) [ X =2) = g1(z) E(g2(X,Y) | X = z). (8.7)

Tédmé voidaan ilmaista sanomalla, ettd tunnetut tekijét saadaan vetdd ulos ehdollisesta odo-
tusarvosta.

Valintaa g(z,y) = y. vastaava ehdollinen odotusarvo on nimeltédén Y :n ehdollinen odotusarvo
ehdolla X = z.

Maéritelmé 8.3 (Y:n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = x; regressiofunktio). Sm:n Y ehdol-
linen odotusarvo ehdolla X = x on sen ehdollisen jakauman odotusarvo,

EY | X =)

Funktiota
z— EY | X =x)

kutsutaan Y:n regressiofunktioksi X:n suhteen (engl. regression function of Y on X).

Jos Y:114 on jatkuva jakauma, on

EY|[X=x1)= /yfmx(y | z) dy,
ja jos Y:lla on diskreetti jakauma, on

EY | X=2)=)Y yfrxy|z).

Kuvassa 8.2 on piirretty ehdollinen odotusarvo E(Y | X = z) eli regressiofunktio seké ehdol-
linen varianssi var(Y | X = z) kuvan 8.1 yhteisjakaumalle.

Miiritelmé 8.4 (Ehdollinen odotusarvo ehdolla satunnaismuuttuja). Merkitddn viliaikaisesti
m(x) = B(g(X,Y)| X = a).

Sovitaan, ettd m(x) = 0 niilld z, joilla m(x) se el muuten tule méiritellyksi, eli joilla ehdollinen
jakauma Y | (X = z) ei ole mééiritelty. Tdmén jilkeen voidaan vapaasti puhua satunnaismuut-
tujasta m(X). Sitd kutsutaan sm:n g(X,Y):n ehdolliseksi odotusarvoksi ehdolla sm X. Sille
kéaytetddn merkintda

E(g(X,Y) | X) = m(X).

Huomautus. Mieleen saattaa juolahtaa merkinti F(g(X,Y) | X = X), mutta se on jirjeton.
Ehdollinen odotusarvo E(g(X,Y) | X) on sellainen sm, joka saa arvon E(g(X,Y) | X = z)
(todenniikoisyydelld yksi) silloin, kun X saa arvon x.

Lause 8.2. Jos E[g(X,Y)?] < oo, niin E(g(X,Y) | X) on keskinelidvirheen mielessd paras sm:n
9(X,Y) ennuste sm:n X funktion avulla, ts.

Bl(g(X,Y) = E(g(X,Y) | X))’] < E[(9(X,Y) — h(X))?]

valitaan funktio h : R — R miten tahansa.
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Kuva 8.2 (a) Yhteisjakauma, ehdollisia tiheysfunktioita y + fy|x (y | ) ja ehdollinen odotusar-
vo E(Y | X = z) (b) ehdollinen varianssi var(Y | X = x).
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o 4 5]
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o
[Tolum | o
| o 1
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0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
X X
Todistus. Harjoitustehtavé. O

Erityisesti, jos tehtdvind on ennustaa sm:n Y arvo jollakin sm:n X arvon funktiolla, niin
keskineliovirheen mielessé paras mahdollinen ennuste m(z), jossa m on regressiofunktio m(zx) =

ElY | X =z

Lause 8.3. Odotusarvo voidaan laskea iteroituna odotusarvona, eli
Eg(X,Y) = EE(9(X,Y) | X),

mikdili odotusarvo Eg(X,Y) on olemassa laajennettuna reaalilukuna.

Todistus. Esitetdan perustelu diskreetissd tapauksessa.

Bg(X,Y) =Y g(z,y) fxy(x,y) = g,y) fx(@) frxy|z)

= fo(x) Zg(x,y) fyix(y |z
x Yy
— EE(g(X,Y) | X). O
Esimerkki 8.2. Tarkastellaan yhteisjakaumaa

X |Y ~ Bin(Y,0),
Y ~ Poi()\)

jossa A >0ja0 <6 <1 Nyt
EX|Y)=Y®#,

joten
EX=FEX|Y)=E(Y0)=0EY =06\.
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Kuten ehdollinen odotusarvo, myo6s ehdollinen varianssi voidaan laskea ehtona satunnais-
muuttuja X (eiké ehdolla sen arvo X = z). Ensin mééritellddn funktio

o) = var(g(X,Y) | X = 2),

ja médritelmid jatketaan koko reaaliakselille sopimalla, ettd v(z) = 0 niilld argumenteilla, joilla
ehdollinen jakauma Y | (X = ) ei ole luonnostaan méiritelty. Tdmén jilkeen méiritelldédn, ettd

var(g(X,Y) | X) = v(X).

Lause 8.4. Sm:n varianssi on yhtd kuin sen ehdollisen varianssin odotusarvon sekd ehdollisen
odotusarvon vartanssin summa, eli

var(g(X,Y)) = Evar(g(X,Y) | X) +var E(¢9(X,Y) | X). (8.8)
Todistus. Harjoitustehtava. O

Huomautus. Mittateoriaan pohjautuvassa todennikoisyysteoriassa ehdollinen odotusarvo
E(g(X,Y) | X) midritelladn tiysin erilaisella tekniikalla, kuin milld me sen teemme. Lisiksi
oppikirjoissa se tavallisesti mééritelldén vain siind tapauksessa, jossa g(X,Y’) on integroituva
eli kun Fg(X,Y) € R, mikd on yhtépitdvidd sen kanssa, ettd E|g(X,Y)| < oo. Integroituvuus
on tissé kuitenkin tarpeeton rajoitus; kvasi-integroituvuus, eli odotusarvon Eg¢(X,Y") olemas-
saolo laajennettuna reaalilukuna on riittdvaa mielekkdéin ehdollisen odotusarvon késitteen ole-
massaololle. Tatd laajennettua teoriaa on hieman hankala 16ytdd oppikirjoista, mutta se esi-
telldén esim. Ashin [1], tai Chown ja Teicherin [2] tai Jacodin ja Protterin teoksessa [3]. Témén
laajennetun teorian perusteella satunnaismuuttujan g(X,Y) integroituvuuden saa tarkistaa las-
kemalla odotusarvon E|g(X,Y)| kaavalla EE(|g(X,Y)| | X). Mikéli tulos on &irellinen, niin
sitten g(X,Y’) on integroituva, eli Fg(X,Y) on reaaliluku, jonka puolestaan saa laskea kaavalla
EE(g(X,Y) | X). Integraalin direllisyyden tarkistamisessa voidaan siis soveltaa samaa tekniik-
kaa kuin mita kaytetddn Fubinin lauseen kohdalla.

Kirjallisuutta

[1] Robert B. Ash. Probability and Measure Theory. Academic Press, 2nd edition, 2000.

[2] Y. S. Chow and H. Teicher. Probability Theory: Independence, Interchangeability, Martinga-
les. Springer-Verlag, 2nd edition, 1988.

[3] Jean Jacod and Philip Protter. Probability Essentials. Springer, 2nd edition, 2002.

8.5 Yhteisjakauman mééirittely hierarkkisesti

Tilastollisia malleja spesifioidaan usein kertomalla, mikd on yhden sm:n reunajakauma ja toisen
ehdollinen jakauma. T&ll6in voidaan puhua hierarkkisesta mallista. Tarkastellaan tasta esimerk-
keja.

Esimerkki 8.3. (Diskreetti ja diskreetti.) Hyénteisen munimien munien lkm Y ~ Poi()), jossa
A > 0 on jakauman odotusarvo. Kukin munista kehittyy toukaksi toisistaan riippumatta tn:114
0 < 6 < 1. Olkoon X toukaksi kehittyvien munien lkm. T&ll6in

X | (Y =y) ~Bin(y,0).
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Yhteisjakauma on diskreetti, ja sen yptnf on

Frovleun) = ) fvle [ = 5 (Vo —oy, 0<a<y,

jossa x ja y ovat kokonaislukuja 0, 1, 2, ...
Tamé& malli voidaan méaéritelld myos sanomalla, etté

X |Y ~Bin(Y, ),
Y ~ Poi()\)

jossa A >0 ja 0 < < 1 ovat vakioita.
Téassd mallissa voidaan esim. kysyd, mikd on X:n reunajakauma. Sen ptnf voidaan esittda
summana

fx(@) =" fxy(z,y).
Yy
Joidenkin laskujen jilkeen havaitaan, ettd reunajakauma on X ~ Poi(A6). A

Esimerkki 8.4. (Jatkuva ja diskreetti.) Olkoon sm:lla © betajakauma Be(q, 3), jossa a, 8 > 0
ovat vakioita. Kolikkoa heitetéén n kertaa, ja lasketaan kuinka monta kertaa saadaan klaava, kun
klaavan todennékéisyys on ©. Ehdolla © = 6 klaavojen lukumirdlls X on jakauma Bin(n, 6).
Talloin yhteisjakauma voidaan esittda funktiolla

1
B(e, )

jossa0<f<ljax=0,1,...,n.
Tamé& malli voitaisiin spesifioida my6s sanomalla, etté

fox (0.0) = a0 (1= 07 (M) 07 (-0

X | © ~ Bin(n, 9),
© ~ Be(a, §)

jossa a, B > 0 ja n > 0 ovat vakioita.

Miké on sm:n © jakauma, kun havaitaan, ettd X = x? Thomas Bayes esitti 1700-luvulla rat-
kaisun tdhéan kysymykseen. Me ratkaisemme kysymyksen tarkastelemalla hetken yhteisjakauman
esitystd muuttujan # funktiona, minké jéilkeen on selvéi, etté

O (X =x)~Bela+z,0+n—2z).

Téaméi lasku on esimerkki Bayes-pidttelysti (eng. Bayesian inference). Téssd binomijakau-
man parametria pidettiin satunnaismuuttujana, jolla oli tietty priorijakauma (lat. a priori, en-
nen [havaintoal]). Havainnon jilkeen parametrilla on sen ehdollinen jakauma ehdolla havainto, ja
tétéd jakaumaa kutsutaan parametrin posteriorijakaumaksi (lat. a posteriori, [havainnon] jéilkeen).
Tésséa esimerkissé kédvi niin onnellisesti, ettd sekéd priorijakauma ettd posteriorijakauma ovat sa-
massa jakaumaperheessa: ne ovat molemmat beetajakaumia. Talloin sanotaan, ettd seké priori
ettd posteriori ovat konjugaatti- eli liittoperheessi (engl. conjugate family) tarkasteltavan uskot-
tavuusfunktion suhteen. Asia voidaan ilmaista myos sanomalla, ettd beetajakauma on binomi-
uskottavuuden liitto- eli konjugaattipriori. A
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Esimerkki 8.5. (Jatkuva ja jatkuva.) Useasta ohjelmistoista 16ytyy satunnaislukugeneraatto-
ri normaalijakaumalle. Tarkastellaan seuraavaa algoritmia, jossa ox > 0, ux ja oz > 0 ovat
annettuja lukuja ja m on jokin funktio, joka palauttaa reaaliluvun reaalilukuargumentilla.

1. Simuloi X ~ N(ux,o%).
2. Simuloi Z ~ N(0,0%).
3. AsetaY =m(X) + Z.

Kuvaile sm:ien X ja Y yhteisjakauma.

Huomautus. Kun satunnaislukugeneraattoria kutsutaan monta kertaa (kuten edelld askelissa 1
ja 2), niin eri kerroilla palautettavia lukuja voidaan pitd4 keskendin riippumattomien satunnais-
muuttujien arvoina, silld todelliset satunnaislukugeneraattorit toimivat talld tavoin. Tatd omi-
naisuutta pidetdén kirjallisuudessa niin itsestdén selviné asiana, ettd sitd harvoin vaivaudutaan
selittdmé&an.

Ratkaisu: Yhteisjakauma voidaan esittda kaavoilla

Y[ X ~N(m(X),0%)
X ~ N(px, O%()
Ehdollinen jakauma [Y" | X = z]| n&hdéén siitd, ettd simuloinnissa X 1L Z, joten X:n arvolla
x ehdollistaminen ei muuta Z:n jakaumaa. Kyseisessd ehdollisessa jakaumassa sm:n X arvo on
vakio z, ja lopuksi vakion x:n tilalle kirjoitetaan satunnaismuuttuja X.

Koska X:n jakauma on jatkuva, ja Y:n ehdollinen jakauma ehdolla X = x on jatkuva kaikilla
x, on myo6s yhteisjakauma jatkuva, ja sen ytf on

Ixy(z,y) = fx(®) fyix(y | »)

Huomioita: X :n reunajakauma on N (ux,0%). Y:n regressiofunktio seké ehdollinen varianssi
ovat

ElY | X =z] = m(x), var(Y | X = z) = 0%,

mutta Y :n reunajakauma ei ole mikdén tuttu jakauma, ellei regressiofunktion m muotoa rajoiteta.
A

Esimerkki 8.6. (Jatkoa edelliselle esimerkille.) Valitaan regressiofunktiolle m lineaarinen muoto.
T&ll6in m(X) antaa keskineligvirheen mielessd parhaan ennusteen satunnaismuuttujan Y arvolle.

Koska m(X) on lineaarinen, sen tdytyy myos olla keskineligvirheen mielessé paras lineaarinen
ennuste, joten jakson 7.6 kaavojen mukaan taytyy olla

Oy
m(z) = py +p— (z — px),
ox

jossa py ja oy > 0 (oletus) ovat sm:n Y odotusarvo ja keskihajonta ja —1 < p < 1 (oletus) on
X:n ja Y:n korrelaatiokerroin. Liséksi pétee

oy =0y (1-p?).
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Pitkdhkojen mutta suoraviivaisten laskujen jélkeen ytf voidaan kirjoittaa muotoon

1 1 1 _ x
fX}y(m,y)Z%\/ﬁexp (—Q(Z—N)TC 1(Z—N>>7 z = L/]
jossa

p= nx C— 0’%{ POXOy
wy |’ pPOXOY 052/ ’

Téssé p on satunnaisvektorin (X,Y") odotusarvovektori, ja C sen kovarianssimatriisi.
Johdettu jakauma on kaksiulotteinen normaalijakauma parametreilla g ja C, mikd merkitain

(X,Y) ~ N(,C).

Kasittelemme mychemmin tarkemmin moniulotteista normaalijakaumaa eli multinormaalijakau-
maa, joka on normaalijakauman yleistys mielivaltaiseen dimensioon. A
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Luku 9

Moniulotteinen jakauma

Moniulotteisella satunnaisvektorilla voi olla useampi kuin kaksi komponenttia. Sen jakaumaa ku-
vaillaan samaan tapaan kuin kaksiulotteisen satunnaisvektorin jakaumaa. Tdmén takia suurin
osa tdmén luvun ideoista on ennestddn tuttuja, eiké tuttuja tuloksia endi perustella uudestaan.
Tilastotieteilijé tarvitsee moniulotteisia jakaumia sen takia, ettd hén voisi mééaritella ja analy-
soida tilastollisia malleja.

Téssé luvussa uutta on se, ettd reunajakauma voidaan mééritelld mille tahansa komponent-
tien osajoukolle, ja ehdollisia jakaumia voidaan laskea ehdollistamalla milld tahansa komponent-
tien osajoukolla. Ehdollinen riippumattomuus on késite, joka ei ole mielekés kuin vasta dimen-
sioissa kolmesta eteenpéin.

Moniulotteisten jakaumien havainnollistaminen on hankalaa. Kuvien piirtdminen ei onnistu
korkeissa dimensioissa, vaan niiden sijasta pitdé luottaa kaavojen manipulointiin.

9.1 Satunnaisvektori

Jos X, ..., X, ovat samalla perusjoukolla Q méériteltyjd satunnaismuuttujia, niin X = (Xy,..., X,)
on n-ulotteinen satunnaisvektori (lyh. sv). Se on kuvaus 2 — R"™ siten, ettd

Xl(OJ)
X(w) = (X1(w),..., Xn(w) = |
Xn(w)

Jos kaikki satunnaisvektorin X komponentit X; ovat diskreetteji sm:ia, niin sen ptnf eli
sm:ien X; yhteispistetodennikoisyysfunktio (yptnf) on

xx)=PX=x)=P(X1=21,...,Xn = ). (9.1)

Jos g(X) on svin X reaaliarvoinen muunnos, niin sen odotusarvo saadaan kaavalla
Eg(X) =) g(x) fx(x), (9:2)

mikéli kyseinen summa suppenee itseisesti.
Satunnaisvektorilla X on jatkuva jakauma, mikéli silld on tiheysfunktio fx, mikd tarkoittaa
sitd, ettd

P(X € B)= /B fx = /fo(x) dx,  kaikilla B C R". (9.3)
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Talloin sen komponenteilla X1, ..., X, on jatkuva yhteisjakauma, ja tiheysfunktiota
thu-,Xn(xl""vxn):fX(X)’ X:(xlv"wxn)
kutsutaan sm:ien X1, ..., X, yhteistiheysfunktioksi. Edella kyseessd on n-kertainen integraali,

/fx dX—/"'/fo(X)dxl“'dﬂfm

joka voidaan laskea iteroituna integraalina kayttadmalld mielivaltaista integrointijéarjestysté.
Jos g(X) on sv svin X reaaliarvoinen muunnos, niin sen odotusarvo saadaan kaavalla

Eg(X) = / 9(x) fx (x) dx (9.4)

mikéali kyseinen integraali suppenee itseisesti. T&lloin integraali voidaan laskea iteroituna inte-
graalina kdyttden mielivaltaista integrointijarjestystd. Kun integrointijoukkoa ei merkita nékyviin,
tarkoitetaan koko avaruuden (tdssid R™) yli laskettua integraalia. (Jos dimensio n > 2, niin tdmé&
merkinté ei voi sekaantua midraméttoméin integraalin (engl. indefinite integral) merkinnin kans-
sa, silld midradmattoméin integraalin kiisitettd kidytetiin vain dimensiossa yksi.)

Jatkuvan (yhteis)jakauman tapauksessa ykf on

Xy Tn
FX(X):/ / fx(s1,...,8,) dsy -+ -dsp.
S§1=—00 Sp=—00
Kun tétéd funktiota derivoidaan osittain jokaisen argumenttinsa suhteen, ndhdédin etté

O"Fx(1,...,2n)
&rl . 8£Cn

= fx(z1,...,2,),

ainakin niissé pisteissii (z1,...,x,), joissa fx on jatkuva. Voidaan osoittaa, etti tdmé funk-
tio kelpaa jatkuvasti jakautuneen sv:n tiheysfunktioksi (kun se jatketaan mielivaltaisesti niissi
pisteissé, joissa ko. derivaatta ei ole olemassa).

Jos X on diskreetti sv, ja Y on jatkuvasti jakautunut sv, ja ne on mééritelty samalla perus-
joukolla €2, niin silloin niiden yhteisjakauma voidaan esittda funktiolla

fxy(x,y) = fx(x) fY\x(Y | x),

jossa fx on svin X reunajakauman (yhteis-)ptnf, ja fyx(y | x) on sv:n Y ehdollinen (yhteis-)tf
ehdolla X = x. Jos g(X,Y) on reaaliarvoinen sm, niin sen odotusarvo saadaan kaavalla

EyX.Y) = Y [ g6xy) frvlxy) dy. (9.5)

mik&li kyseinen odotusarvo on olemassa.
Kahden satunnaisvektorin X ja Y riippumattomuus mééritellidn tédysin vastaavasti kuin
satunnaismuuttujien kohdalla, ks. jakso 3.5. Samalla pééttelylla kuin aikaisemmin,

XLY = (X)L h(Y),

kun ¢ ja h ovat mielivaltaisia vektoriargumentin reaaliarvoisia funktioita.
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9.2 Odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi

Maisritelmé 9.1. Asetamme seuraavat méadritelmét, mikéli kyseesséd olevat odotusarvot ovat
olemassa.

e Satunnaisvektorin X = (X,...,X,,) odotusarvo(vektori) on n-komponenttinen vakiovek-
tori

EX,
EX=E(X)=(EXy,....EX,)=|
EX,

¢ Dimensioltaan m x n olevan satunnaismatriisin Z = [Z;;] odotusarvo(matriisi) on se m x n-
vakiomatriisi, jonka alkio (4, j) on alkion Z;; odotusarvo, ts.

Z11 VA R Zin EZ EZi5 ... EZ,
Zo1 oo ... Zon EZ EZy ... EZs5,
EFZ=F| . . . . = . . . .
Zm1 Zm2 - ZLmn EZyw EZnye ... EZg,
e Satunnaisvektorien X = (X1,...,X,,) ja’Y = (Y1,...,Y})) (villinen) kovarianssi on n X k-

matriisi

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)T]

cov(X1,Y1) cov(Xy,Y2) ... cov(Xy,Yr)
cov(Xs,Y1) cov(Xy,Ys) ... cov(Xo,Yy)
cov(X,, Y1) cov(X,,Y2) ... cov(X,,Yy)

Mikili cov(X,Y) = 0, niin sanotaan, ettd satunnaisvektorit X ja Y eivdt korreloi eli ettd
ne ovat korreloimattomat (engl. uncorrelated).

e Satunnaisvektorin X = (X1,...,X,,) kovarianssimatriisi on n X n-matriisi

Cov(X) = cov(X,X) = E[(X — EX)(X — EX)”]

cov(X1,X1) cov(X1,Xs) ... cov(Xy,X,)
cov(Xo, X1) cov(Xo, Xo) ... cov(Xs, X,)
cov(Xn, X1) cov(X,, X2) ... cov(X,, Xn)

Huomaa, ettd satunnaisvektorin kovarianssimatriisi on symmetrinen ja ettéd sen paslavistajalla
on komponenttisatunnaismuuttujien varianssit.

Kuten aikaisemminkin, satunnaisvektorin kovarianssi Cov() on yhden argumentin funktio, ja
kahden satunnaisvektorin kovarianssi cov(, ) on kahden argumentin funktio. Huomaa, etté kahden
satunnaisvektorin kovarianssi cov(X,Y) on matriisi.

Maéaritelmasté seuraa suoraan, etté

E(Z") = (FZ)T. (9.6)
Laskusdanto

E[AZB + C] = A(EZ)B + C, (9.7)
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on voimassa kun Z on satunnaismatriisi ja A, B ja C ovat vakiomatriiseja, joiden dimensiot ovat
sellaiset, ettd lauseke on méaritelty. Ts. vakiomatriisit saadaan vetdd ulos odotusarvosta, jos ne
sijaitsevat matriisitulossa darimmaéisensd vasemmalla tai d&4rimmaéisend oikealla.
Mikéli X koostuu osavektoreista X = (Y, Z), ja G(Y) ja H(Z) ovat matriisiarvoisia lausek-
keita, niin
YuLZ = G(Y) LHZ). (9.8)

(Koska tdmé kaava piitee matrisiarvoisille funktioille, se pétee tietenkin myos vektori- tai ska-
laariarvoisille funktioille.) Toisin sanoen riippumattomien satunnaisvektorien funktiot ovat kes-
kenddn riippumattomia.

Téssé matriisilausekkeiden riippumattomuus tarkoittaa tietenkin sité, ettd kaikki matriisin
G(Y) komponentit ovat riippumattomia kaikista matriisin H(Z) komponenteista. Riippumatto-
muudesta ja matriisikertolaskun méa#ritelmésté seuraa, etté

YuZ = E[G(Y)H(Z) = E[G(Y) E[H(Z)] (9.9)

mikili dimensiot ovat matriisitulossa G(Y) H(Z) yhteensopivat ja mikéli odotusarvot ovat ole-
massa.

Lause 9.1 (Kovarianssin ominaisuuksia).

(a) Jos X LY, ja X on m-komponenttinen ja'Y on n-komponenttinen, niin

cov(X,Y) = 0pxn-

(b) Sv:ien X ja'Y kovarianssi voidaan laskea myds kaavalla

cov(X,Y) = EXYT] - (EX)(EY)T.
(c) Josv € R™ on vakiovektori, ja X on n-komponenttinen sv, niin
cov(v,X) = Opxcn, cov(X,v) = O0pxem-
(d) cov(X,Y) = cov(Y,X)T.
(e) Jos X1, X5 ja Y ovat satunnaisvektoreita, niin

cov(Xy + X5,Y) = cov(Xy,Y) + cov(Xs,Y),
cov(Y, X1 + X3) = cov(Y,X1) + cov(Y, Xs).

(f) Jos A ja B ovat vakiomatriiseja ja v ja w ovat vakiovektoreja, niin
cov(AX +v,BY +w) = A cov(X,Y)B”. (9.10)

FErityisesti
Cov(AX +v) = A Cov(X)AT. (9.11)

Todistus. Kaikki kohdat seuraavat helpoilla laskuilla kovarianssin mééritelmésta seké laskusédénnoisté (9.7)
ja (9.9). O
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Esimerkki 9.1. (Summan kovarianssimatriisi) Jos satunnaisvektorit X ja Y ovat samanpituisia,
niin
Cov(X+Y)=cov(X+Y,X+Y)=cov(X, X+Y) +cov(Y,X +Y)
= cov(X,X) + cov(X,Y) + cov(Y,X) + cov(Y,Y)
= Cov(X) 4 Cov(Y) + cov(X,Y) + cov(Y, X).

Jos X ja Y eivit korreloi, niin cov(X,Y) = 0 ja cov(Y, X) = 0, joten korreloimattomille satun-
naisvektoreille summan kovarianssimatriisi on summattavien satunnaisvektoreiden kovarianssi-
matriisien summa. TAmé& pitdd erityisesti paikkansa riippumattomille satunnaisvektoreille. A

Palautetaan mieleen, ettd neliomatriisi B on

o sdidnnollinen eli kddntyvd eli ei-singulaarinen, jos silli on olemassa kidnteismatriisi B~!;
o symmetrinen, jos BT = B;

e positiivisesti semidefiniitti, jos v Bv > 0 kaikilla v;

o positiwisesti definiitti, jos vI Bv > 0 kaikilla v # 0.

Huomautus: Positiivinen (semi)definiittisyys ei seuraa siitéi, etti kaikki matriisin alkiot ovat
positiivisia. Esim. matriisi

1 2
B =
on symmetrinen, mutta B ei ole positiivisesti semidefiniitti, silli esim. valitsemalla v = (—1,1)
saadaan v Bv = —2. Definittisyys on helpointa ymmaértii ominaisarvojen etumerkkien avulla

seuraavasti.

e Symmetrinen matriisi B on positiivisesti semidefiniitti jos ja vain jos kaikki sen ominaisar-
vot ovat suurempia tai yhta kuin nolla.

e Symmetrinen matriisi B on positiivisesti definiitti jos ja vain jos kaikki sen ominaisarvot
ovat aidosti suurempia kuin nolla.

Lause 9.2. Sv:n X kovarianssimatriisi on symmetrinen ja positiivisesti semidefiniitti matriisi.
Jos se ei ole posititvisesti definiitti, niin sv:n X komponenttien vdlilld on lineaarisia sidosehtoja,
eli X saa todenndkdisyydelld yksi arvoja vain tietyltd kiintedltd hypertasolta.

Todistus. Symmetrisyys seuraa kovarianssioperaattorin symmetrisyydesté. Positiivinen semide-
finiittisyys seuraa siité, ettd

vl Cov(X)v = v E[(X - EX)(X — EX)T]| v
— ENT(X - EX)(X — EX)Tv] = E [(vT(X - EX))Q} >0,

silld ei-negatiivisen sm:n odotusarvo on ei-negatiivinen. Jos kovarianssimatriisi ei ole positiivisesti
definiitti, niin on olemassa v # 0 siten, ettd

0=vICov(X)v=E |:(VT(X — EX))z} ;

joten todennakoisyydella yksi on
vI(X — EX) = 0. O

Huomautus. Jos Cov X ei ole positiivisesti definiitti, niin X:ll4 ei voi olla jatkuva jakauma, silld
hypertaso on alempiulotteisena pintana nollamittainen.
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9.3 Ehdolliset jakaumat, kertolaskusiéinto ja ehdollinen odo-
tusarvo

Tarkastellaan sv:ia Z, jonka r ensimméisté koordinaattia muodostavat sv:in X ja loput s koordi-

naattia svin Y,
Z=(XY)=(X1,....,.X,, Y1,...,Y,).

Oletetaan, ettd sv:n Z yhteisjakauman esittai tiheys
fz(z) = fx v(x,¥), z=(x,y).

Nyt sallimme sen tilanteen, ettd jotkut Z:n koordinaatit ovat diskreettejd sm:ia ja lopuilla on
jatkuva yhteisjakauma. Talloin X:n reunajakauman esittdé tiheys fx, joka saadaan summaa-
malla pois tiheydestd fx y svin Y diskreetit komponentit ja integroimalla pois sen jatkuvat
komponentit. Merkintdja vaarinkdyttamélla tdmén idean voi esittdd kaavalla

fx(x) = /fX,Y(XaY) dy, (9.12)

missé integraalimerkki tarkoittaa summaamista diskreettien komponenttien kohdalla. Téssa yh-
teydessd voidaan sanoa, ettd X:n jakauma marginalisoidaan yhteisjakaumasta. Vastaavasti fy
saadaan kaavalla

fr(y) = / fxv (%) dx.

Se tilanne, missa pitda esittdd mielivaltaiselle osalle komponenteista reunajakauma saadaan
aina palautettua edelliseen tilanteeseen permutoimalla koordinaatteja.

Esimerkki 9.2. Olkoot U ja V diskreettejd sm:ia ja (X,Y") jatkuvasti jakautunut sv. Tallin
esim. sm:ien V ja Y yhteisjakauman esittda tiheys

fvy(v,y) = Z/fU,V,X,Y(U;U;vay) de,

silld (permutoidaan V ja Y ensimmaéisiksi)

fV,Y,U,X (’U, Y, u, 1’) = fU,V,X,Y(u7 v, T, y)7

ja (summataan tai integroidaan muut pois)

fvy(vy) = Z/fV,Y7U7X(Uay7uax) dz.

Sv:n Y ehdollisen jakauman ehdolla X = x esittaé tiheys

frx(y|x) = w,

kun fx(x) > 0. Tarvittaessa tdmé lauseke voidaan mééritelld esim. nollaksi niilli x, joilla
fx(x) = 0. Vastaavasti méaéritelldén

rpvix | y) = D0,
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Kertolaskukaava (eli ketjusidénts) on voimassa, eli

Ixy(xy) = fx(x) fyix(y %)= fry) fxiy(x|y)

Kertolaskukaavaa voidaan iteroida. Oletetaan, ettd sv X = (U, V). Téllsin

Juv(u,v) = fu(u) fV|U(V | u),
minké takia
fuvy(uv,y) = fu(u) fviu(v|v) frruviy [uv).
Téata prosessia voidaan jatkaa, kunnes ollaan péésty skalaarikomponentteihin asti. Esimerkiksi
neljin sm:n U, V, X, Y tiheys voidaan esittdd muodossa
fU,V,X,Y(U7U7JU7y) = fu(u) fV|U(U | u) fX\U,v(l“ | u,v) fY|X,U,v(Z/ | z,u,v).
Kertolaskusééntoi voidaan soveltaa yhté hyvin kdyttdmalld jotakin muuta sm:ien permutaatiota.

Kertolaskusdéanto piatee myos ehdollisille jakaumille. Esim.

o (wv]y) = fovy(u,v,y) _ fuy(wy) fuvy(u,v,y)

fx(y) fx(y) fuxy(uy)
= fuy(uly) fvjuy(v|wy).

Ehdollisen jakauman reunajakauman voi laskea marginalisoimalla ehdollista yhteisjakaumaa.
Esim.

_ fU,Y(uvy) _ 1 wv v
fuy(uly) = ) fY(y)/fU,V,Y( ,v,y) d

= /fU,V|Y(qu |y) dv.

Huomautus. Kun jakaumien vilisid yhteyksié johdetaan tdhén tapaan kertolaskukaavan ja mar-
ginalisoinnin kautta, niin tiheysfunktioiden alaindeksit jatetédn usein kirjoittamatta, koska ne
selvidvit tiheysfunktion argumenteista. Taméa merkintéjen vadrinkaytto ei johda sekaannukseen,
kunhan pidetdén mielessi, ettd esim. f(z), f(y), f(z | y) ja f(y | ) ovat tyypillisesti kaikki eri
funktioita.

Satunnaisvektorin g(X,Y) ehdollinen odotusarvo(vektori) ehdolla X = x mééritelldén siten,
ettd se on satunnaisvektorin g(x,Y) odotusarvovektori, kun Y:n jakaumana kiytetéiéin ehdollista
jakaumaa fyx (- | x). Merkintoja vaarinkayttamalla

B(g(X,Y) | X =x) = / g(x,y) fyix(y | %) dy.

Téssé integraalimerkki voi tarkoittaa summausta joidenkin vektorin y komponenttien suhteen.
Jos ehdollistetaan satunnaisvektorilla X, niin satunnaisvektori E(g(X,Y) | X) mééritelld4n niin,
ettd se on m(X), kun

m(x) = E(g(X,Y) [ X =x),

ja funktion m mééritelmé jatketaan tarvittaessa nollavektoriksi niilld argumentin arvoilla, jolla
se el luonnostaan ole méiritelty.

Satunnaisvektorin g(X,Y') ehdollinen kovarianssimatriisi ehdolla X = x mééritelldén vastaa-
vasti satunnaisvektorin g(x,Y) kovarianssimatriisina, kun Y:n jakaumana kiytetdin ehdollista
jakaumaa fyx (- | x), ja sille voidaan kéyttdda merkintaa

Cov(g(X,Y) | X =x).
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Jos ehdollistetaan satunnaisvektorilla X, niin ehdollinen kovarianssimatriisi on satunnaismatriisi,
ja sitd merkitddn

Cov(g(X,Y) | X).

9.4 Ehdollinen riippumattomuus

Satunnaisvektorit X ja Y ovat riippumattomia, jos

fxy(xy) = fx(x) fy(y)

kaikilla argumenteilla x,y. Vastaavasti satunnaisvektorit X;,...,X,, ovat riippumattomia, jos

Ix X, (X1, %) = fx, (x1) 0 fx, (%)
kaikilla argumenteilla.

Maiésritelmé 9.2. Satunnaisvektorit X ja Y ovat riippumattomia ehdolla Z, jos ne ovat riippu-
mattomia niiden ehdollisessa yhteisjakaumassa ehdolla Z = z kaikilla z, ts. mikali

fxyiz(x,y | 2z) = fxiz(x| z) fy)z(y | 2), kaikilla x, y ja z (9.13)

Vastaavasti, satunnaisvektorit Xy, ..., X,, ovat riippumattomia ehdolla Z, mikéli
n
le,...,Xn\Z(le -y Xn | Z) = fo,-,|z(Xi \ Z)
i=1

kaikilla x1,...,x, ja kaikilla z.

Ehdollisesti riippumattomat satunnaisvektorit eivét tyypillisesti ole marginaalisesti riippu-
mattomia, eli riippumattomia niiden (reuna-)yhteisreunajakaumassa. Esim. jos (X 1Y) | Z,
niin

(%) = / fxxiz(x,y | 2) f2(z) dz = / Fxiz(x | %) fyia(y | 2) fa(e) dz,

eikéd tdma tyypillisesti endé faktoroidu.

9.5 Tilastollisia malleja

Tilastolliseen padttelyyn on kaksi padasiallista lahestymistapaa: ns. frekventistinen péittely ja
Bayes-péattely. Ne molemmat perustuvat uskottavuusfunktion kdyttoon. Suurpiirteiseti selittden
kysymyksenasettelu on seuraava.

Meilld on késilld numeerinen aineisto vektorin y = (y1,...,¥,) muodossa. Ennen havainto-
jen tekoa aineiston arvot ovat epdvarmoja (mittausvirheiden, populaation luonnollisen vaihtelun
tms. syyn takia). Tdmén takia mallinnamme tilanteen niin, ettd y on jollakin perusjoukolla
mééritellyn satunnaisvektorin Y havaittu arvo, ts.

y = Y(waCt),

jossa w®" on todennikoisyysmallissa aktualisoitunut alkeistapaus.

Tyypillisesti vektorin Y jakauma mallinnetaan parametrisella mallilla, jossa on yksi tai useam-
pia parametreja 01,...,0,, jotka kootaan parametrivektoriksi 8. Kun parametrivektorin arvo on
kiinnitetty, niin sv:n Y jakauman esittd tiheys

y f(y|0).
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Kiinnostuksen kohteena on sv:n Y jakauma. Sitd voidaan arvoida, jos ensin arvioidaan eli esti-
moidaan tuntematonta parametrivektoria 6.

Kun aineisto y on havaittu, ja havaittua arvoa kiytetdin funktion f(y | 8) ensimméisend
argumenttina, niin funktiota

00— f(yl|6)

kutsutaan uskottavuusfunktioksi (engl. likelihood function). Tassd yhteydessi tiheysfunktiosta
saatetaan jattda pois kertoimia, jotka eivét riipu parametrivektorista 6, ja silti kyseisté funktiota
edelleen kutsutaan uskottavuusfunktioksi.

Ns. klassisessa eli frekventistisessé tilastotieteesséd parametrivektoria @ pidetdin tuntematto-
mana vakiona, josta tiedetdédn vain, missi joukossa (eli parametriavaruudessa) sen arvot voivat
olla. T&lloin merkintéén f(y | €) ei liitetd tulkintaa ehdollisena jakaumana, koska parametrivek-
torille ei ole olemassa mitaén todennikoisyysjakaumaa. Tyypillisempi merkintd téssé tilanteessa
olisikin f(y;@). Tunnetuin estimointiperiaate on ns. suurimman uskottavuuden, eli SU-periaate
(engl. mazimum likelihood, ML), jonka mukaan parametrivektorin parhaana estimaattina pi-
detiién sitd arvoa ML parametriavaruudessa, joka maksimoi uskottavuusfunktion. Sitd kutsu-
taan suurimman uskottavuuden estimaatiksi (eli SU-estimaatiksi) (engl. mazimum likelihood es-
timate, MLE).

Bayes-padttelyssi parametrivektoria pidetdén satunnaisvektorin @ arvona. Funktio f(y | 0)
ja ehdollinen jakauma fy|e(y | @) samastetaan. Bayes-pddttelyssi tilastollisessa mallissa tarvi-
taan uskottavuusfunktion lisiksi reunajakauma vektorille @. Téatd kutsutaan priorijakaumaksi.
Parametrivektorin ja havaintovektorin yhteisjakauman esittda tiheys

(v,0) = fox(0,y) = fo(0) fyie(y | 0).

Kun on saatu havainto Y =y, niin tilastolliset pddtelméit tehdédéan karakterisoimalla parametri-
vektorin posteriorijakaumaa, joka on ehdollinen jakauma

fex(0,y) _ fe(0) fyie(y | 6)
Iy (y) [ fe(t) fyrie(y | t) dt

fory(0y) =

Kummassakin tilastollisen padttelyn ldhestymistavassa tarvitaan konkreettinen kaava uskot-
tavuusfunktiolle. Tédmén takia tilastotieteilijin pitdd osata johtaa moniulotteisten satunnaisvek-
toreiden tiheyksié.

Esimerkki 9.3. Tehdas valmistaa komponentteja, jotka ovat joko toimivia tai viallisia. Maéaritelldan

1, jos i:s komponentti on viallinen,

Y =
‘ {O, jos i:s komponentti toimii.

Téssé tilanteessa tilastollinen malli voisi yksinkertaisimmillaan olla seuraava. Kun parametrin
arvo on 0 < # < 1, niin satunnaismuuttujat Y; ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita, ja
niilli on jakauma Bernoulli(6). (“Onnistuminen” tarkoittaa nyt sité, ettd komponentti ei toimi.)
Talloin uskottavuusfunktio on

n

fn, o [ =T 1=0)"",  y=(y,....yn) € {0,1}".

i=1

Téssi tilanteessa SU-estimaatti 16ytyy helposti: se on k/n, jossa k = > y; on viallisten kompo-
nenttien lukumaéara.
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Bayes-péittelyd harrastava tilastotieteiliji antaisi parametrille © priorijakauman, esim. valin
(0,1) tasajakauman Be(1, 1), ja johtaisi sitten posteriorijakauman kiyttdmilld samaa uskotta-
vuusfunktiota. T&lloin siis sm:t ¥; ovat riippumattomia ehdolla ©, ja niilli on jakauma Bernoulli(©).
Yhteisjakauma on

f(—),Y(aaY):f(yh'"vyn|0)’ OSQS]., ye{ovl}n

ja posteriorijakauma on Be(1+k&,14+n—k). Téamén laskun olemme jo ratkaisseet esimerkissi 8.4.

Ajatellaan seuraavaksi, ettd komponentin i valmistuksen yhteydessad mitataan jokin tieto x;,
joka on jossakin yhteydessi sen seikan kanssa, tuleeko komponentista ¢ toimiva vai viallinen.
T&llsin x;:td kutsutaan selittédviksi muuttujaksi (engl. explanatory variable) tai kovariaatiksi
(engl. covariate). Erés tapa ottaa kovariaatit mukaan malliin on seuraava.

Otetaan parametreiksi « ja 3, ja yritetdédn selittds onnistumistodennékoisyytté i:nnessé Ber-
noullin kokeessa lineaarisen lausekkeen o + Sx; kautta. Taméi lauseke voi saada mielivaltaisia
arvoja, joten se ei suoraan sovi Bernoullin jakauman todennékoisyysparametriksi. Sen sijaan
kaavalla

pla, B,z) = 16)(1)(0‘—4'633)7
+ exp(a + Bz)
saadaan luku joka on nollan ja yhden valilld oli arvot «, 8 ja z mitd tahansa. Kun parametrit
ovat a, 3, niin mallin mukaan

Y; ~ Bernoulli(p(a, 8, ;)), i=1,...,n
riippumattomasti. T#ll6in uskottavuusfunktio on

B 2 exp(a+ Bz;) \V 1 1=vi
f(yl’.'-7yn|a76)_H(1+eXp(Oz+ﬂxi)> (1+€Xp(0&+ﬂ$i)> .

i=1

Téamé& on esimerkki logistisesta regressiomallista, joka puolestaan on erikoistapaus yleistetysta
lineaarisesta mallista (engl. generalized linear model, GLM ). Monesta tilastollisesta ohjelmistosta
16ytyy rutiini, joka ratkaisee SU-estimaatit iteratiivisesti logistisessa regressiossa.

Bayes-pééttelyssd parametreille tarvitaan priorijakauma fa g(«, 8), joka voisi olla esim. jokin
kaksiulotteinen normaalijakauma. Mallin mukaan sm:t Y; ovat riippumattomia ehdolla (A, B) =
(o, B), ja sm:m Y; ehdollinen jakauma on Bernoulli(p(a, 8, x;)). Parametrien ja aineiston yhteis-
jakauma on

fA,B(a7ﬁ) f(yla"'ayn | Oé,ﬁ),

josta posteriorijakauman ominaisuudet joudutaan kiytinnossi selvittdméaian numeerisesti. A

Esimerkki 9.4. Jossain tapauksissa havaittu aikasarja yi,...,y, voidaan mallintaa satunnais-
muuttujilla Yy, Y7, ..., Y}, jossa Yy = yo on jokin tunnettu vakio, ja muuten pétee autoregressii-
vinen malli

n:h(}/t—hﬁ)‘i»eta tZI

Tassi h(y, B) on jokin tunnettu funktio, ja sm:t ¢ ~ N(0,0?) riippumattomasti. Parametreja
ovat (3 seké o.
Téssé mallissa on voimassa Markov-ominaisuus

Ty, sye—1) = fF(ye | ye—1), vt > 1.

Kertolaskusdanté antaa yhteisjakaumalle esityksen

Fi, - yn) = flyn) fFy2 1) flys |y y2) - f(Yn [ Y15 Yn—1)
= fy) [z ly1) flys | y2) - f(Yn | Yn-1)-
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Tasta saadaan uskottavuusfunktioksi

17 ! 1 (g — h(ye_1,8))?

Tilanteessa voidaan soveltaa joko frekventisté tai Bayes-péittelyi. Jos erityisesti h(y, 8) = By,
niin tilanteeseen 16ytyy paljon teoriaa ja valmisohjelmia, mutta yleisessa tapauksessa joudutaan
itse kirjoittamaan ohjelmat mallin estimointia varten. A

Esimerkki 9.5. (Puuttuva aineisto) Kaytannon tilastotieteilijd joutuu usein tekemisiin sellais-
ten aineistojen kanssa, joista puuttuu jokin alunperin suunniteltu havainto. Toisinaan taas to-
dennékoisyysmalli on kidtevampi muotoilla siten, ettéd se siséltdéd satunnaismuuttujia, joiden ar-
voja ei voida havaita. Kummassakin tapauksessa ei-havaittuja satunnaismuuttujia voidaan kut-
sua puuttuvaksi aineistoksi (engl. missing data) tai niitd voidaan kutsua latenteiksi muuttujiksi
(engl. latent variables) tai voidaan puhua apumuuttujista (engl auziliary variables). Téllaisessa
mallissa havaitun aineiston uskottavuusfunktio saadaan marginalisoimalla havaitun aineiston Y
ja puuttuvan aineiston U yhteistiheytta

fye(y|0) = /fU,Y\@(LLy | 8) du.

Usein tétd integraalia ei osata kisitelld analyyttisesti, minké takia tdh&n puuttuvan aineiston
tilanteen analysointiin on kehitetty erityismenetelmii (esim. ns. EM-algoritmi). A

9.6 Tiheysfunktion muuntokaava

Tarkastellaan ensin diffeomorfisimia g : A — B, jossa A, B C R™ ovat avoimia joukkoja. T#lloin
g:114 on kaidnteisfunktio h : B — A, ja sekid g ettd h ovat jatkuvasti derivoituvia. Naiden
kuvausten komponenttifunktiot ovat

g:(gl7"'agn)a h:(hl,,hn)

Otetaan kayttoon merkintd D; h;(y) tarkoittamaan reaaliarvoisen funktion h; osittaisderi-
vaattaa sen i:nnen argumentin suhteen pisteessi y, ts.

eli
y=y(x) <= x=x(y).
Kuvauksen h = (hq,...,h;) derivaatta(matriisi) (eli Jacobin matriisi) pisteessd y € B on
Dihi(y) Dahi(y) ... Dnphi(y)
Dihso(y)  Dsiho(y) ... Dpha(y)
Dlhn(y) D2hn(Y) s Dnhn(Y)

122



TN s-2012 27. toukokuuta 2013

Kuvauksen h jacobiaani, eli Jacobin determinantti eli funktionaalideterminantti

_0x 0(wy,...,7p)

N ==
n(y) ay 01, um)

on Jacobin matriisin determinantti.
Tiheysfunktion muuntokaava n-ulotteisessa tilanteessa todistetaan tésmiilleen samalla teknii-
kalla kuin kaksiulotteisessa tilanteessa (vrt. lause 7.9).

Lause 9.3. Josg: A — B on diffeomorfismi, h: B — A on sen kddnteiskuvaus, elih =g, ja
sv:lla X on jatkuva jakauma, jo P(X € A) =1, niin sv:lla Y = g(X) on jatkuva jokauma tf:lla

fx(y) = fx(h(y)) [/u(y)l,  kuny € B,

ja nolla muualla.

Tamé tulos kannattaa pitdd mielessdin muodossa

fx(x) |0x| = fy(y) [9y],  kun (9.14)
y=gkx) <= x=hy), xe€AyeB (9.15)

Esimerkki 9.6. (Affiini muunnos.) Jos A on vakiomatriisi ja b on vakiovektori siten, ettd
seuraavassa kaavassa dimensiot ovat yhteensopivia, niin funktiota

g(x) = Ax+b, x € R".

kutsutaan affiiniksi muunnokseksi. Jos edelld A on séénnollinen matriisi (eli kddntyvd matrii-
si), jolloin sen tiytyy olla nelidmatriisi, niin tdmé#n kuvauksen kddnteiskuvaus on myos affiini
muunnos, silla

y=g(x)=Ax+b <<= x=A'y—-b)=h(y)

Kuvauksen h jacobiaaniksi saadaan helpolla laskulla

Tnl(y) = giy‘ — det(A1) = ﬁ@&)'

Jos X on n-ulotteinen sv, jolla on jatkuva jakauma, ja sv Y miéritellidn kaavalla Y = g(X),
niin muistisddnnosta
fx(x) |0x| = fy(y) |0y
saadaan tulos
0x

F(y) = fx(®) ay| = fx(A™ (y = b))

-
| det(A)]
A

Muistathan, ettd diffeomorfismi on aina samandimensioisten avaruuksien vélinen kuvaus.
Jos tavoitteena on johtaa alempidimensioisen sv:n tf, niin sitten kuvaus ensin tdydennetddn
bijektioksi (mikili tdmé on mahdollista), johdetaan muunnoksen tf, ja lopuksi kiinnostuksen
kohteena olevan osavektorin tf johdetaan integroimalla.

Toisinaan tiheysfunktion muuntokaavaa tarvitaan tilanteessa, jossa g : A — B ei ole dif-
feomorfismi, mutta A voidaan osittaa paloihin Ag ja A;,i > 1 siten, ettd seuraavat ehdot ovat
voimassa

o P(X € Ay) =0.
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e Kuni > 1, niin kuvaus g rajoitettuna joukolle A;, eli g 4,, on diffeomorfismi A; — B;, jossa
B; on kyseisen funktio kuvajoukko. Olkoon h; : B; — A; tdmén funktion kainteisfunktio.

Téllsin sv:lla Y = g(X) on jatkuva jakauma tf:lla

Fr(y) = 15,(y) fx(bi(y)) [Jn, (v)]- (9.16)

i>1

T&ma4 tulos on yksiulotteisen tuloksen (lause 2.13) moniulotteinen yleistys.

9.7 Satunnaisvektorin momenttiemafunktio

Msiritelmd 9.3. Satunnaisvektorin X = (Xy,..., X,,) momenttieméifunktio, eli satunnais-
muuttujien Xq,..., X, yhteismomenttieméfunktio on

M(t) = Mx(t) = Eexp(t’X) = Eexp thXj ,
j=1

niilld t = (t1,...,t,) € R”, joilla odotusarvo on mééritelty. Sv:in X kumulanttieméfunktio (eli
sm:ien X7y, ... X, yhteiskumulanttiemifunktio) on

K(t) = Kx(t) = In Mx(t),
niilld t € R"™, joilla M (t) on médéritelty.

Merkintd D;g tarkoittaa funktion g : R™ — R osittaisderivaattaa sen i:nnen argumentin
suhteen,

0
Dig(x) = Bxl g(xh o 7xn)-
Merkinti D¥ tarkoittaa kmnetta osittaisderivaattaa i:nnen argumentin suhteen, ja jos ki, ..., k,

ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja, niin

A i Gk that+kn
D' D3?...D;"g(x) = g(x).
1 2 n ( ) 8&611“ 8%152 . 8xﬁ" ( )

Jos g on ddrettémén monta kertaa jatkuvasti derivoituva, niin edelld osittaisderivaattojen las-
kujarjestykselld ei ole vélia.

Momenttieméfunktiolla ja kumulanttieméfunktiolla on samanlaiset ominaisuudet kuin ska-
laaritapauksessa.

Lause 9.4. Jos Mx(t) on olemassa jossakin epityhjissi origon ympdristossd, niin Mx on ori-
gon ympdristossd ddarettomdan monta kertaa jatkuvasti derivoituva ja Mx voidaan esittdd origon
ympdristdssd suppenevana potenssisarjana. Lisdksi

a) Kertaluvun (ki,...,k,) momentti saadaan derivaattana
B (Xb X XE) = Db D Dl Mk (0),
jossa (ki,...,kn) on vektori, jonka komponentit ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja.

b) Mx midrddi sv:n X jokauman.
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Madritelmd 9.4 (Gradientti, Hessen matriisi). (Pysty)vektori

Vg(x) = (D1g(x), D2 g(x),..., Dy g(x))

on funktion g : R™ — R pisteessd x laskettu gradientti (engl. gradient). Funktion g pisteessi x
laskettu Hessen matriisi Hy(x) (engl. Hessian (matriz)) on sen toisen kertaluvun osittaisderi-
vaatoista koottu n x n-matriisi

D1Dyg(x) D1D2g(x) ... DiD,g(x)

DsDqg(x) DsDsg(x) ... DD, g(x)
H,y(x) = . : :

D,D;g(x) DpDsg(x) ... DpD,g(x)

Huomautuksia. Hessen matriisin késitteen esitti 1800-luvulla preussilainen matemaatikon
Ludwig Otto Hesse. Jotkut kutsuvat sitd nimelld Hessin matriisi, mutta tdmé on virheellinen
ka#nnos englannikieliselle termille Hessian matriz. Monissa ldhteissd gradientti ymmaérretaéin
vaakavektoriksi, mutta tdssid monisteessa se on pystyvektori. Hessen matrisille kdytetdén usein
my6s merkintdji V2g(x) tai ¢”(x).

Lause 9.5. Olkoot sv:n X momenttiemdfunktio M ja kumulanttiemdfunktio K mdadriteltyjd jos-
sakin origon ympdristossa. Tdalldin

EX =VM(0) = VK(0),  Cov(X) = Hg(0).

Todistus. Tulokset johdetaan yhdistetyn funktion derivointikaavalla, aivan kuten yksiulotteisessa
tapauksessa. O

Esimerkki 9.7. Multinomijakaumalle X ~ Mult(k, p) momenttiemifunktion saa laskettua mul-
tinomikaavan avulla,

M(t) = Eexp(t"X) =) (

= (pletl 4. +pnet'n.)k

t1\T1 .. tn \Tn
) e )
Tétéd tai sen logaritmia derivoimalla ndhdéan helposti, etta
EX =kp,  Cov(X)=k(diag(p) —pp").

Téssi diag(p) on ldvistdjamatriisi, jonka lavistéjalld on luvut (p1,...,pn). A

Lause 9.6. Olkoon X = (Y, Z) sellainen sv, ettd sen momenttiemdfunktio Mx (t) on olemassa
jossakin origon ympdristéssi. Olkoon t = (u,v) ositettu samandimensioisiin osiin kuin Y and
Z. Tilloin

(a) Sviien Y ja Z momenttiemdfunktiot ovat
MY(u) = MX(uv 0)3 MZ(V) = Mx(O,V).
(b) Y 1L Z jos ja vain jos
Mx(u,v) = My (u) Mz(v).

karkilla risttdvdn pienilld u ja v.
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Todistus. (a):
My (u) = Eexp(u’Y) = Eexp(u’Y + 07Z) = Mx(u,0),

ja Mz(v):n kaava nihdédédn oikeaksi samalla tavalla.
(b): Olkoon ensin Y 1 Z. Nyt

Mx(u,v) = Eexp(u’ Y +v'Z) = E (exp(u”Y) exp(v'Z))
= My (u) Mz(v),

missi kiiytettiin tietoa exp(u’Y) L exp(v?Z). Kiinteistii implikaatiota varten oletetaan, ett#
Mx(u,v) = My(u) Mz(v) kaikilla riittdvén pienilld argumenteilla. Olkoot Y’ ja Z' sellaisia
sv:eita, etté

viy, 72z, Y 17Z.

Télloin
MY’,Z’ (u,v) = Myl(u) MZ/(V) = My(u) Mz(V) = Myvz(u,v),

joten svin (Y',Z') ja sv:n (Y,Z) momenttiemdfunktiot yhtyvit jossakin origon ympéristossi,
joten niilld on sama jakauma. O
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Luku 10

Moniulotteinen normaalijakauma

Téssé luvussa tarkastellaan normaalijakauman moniulotteista yleistystéi eli moniulotteista (eli
monimuuttujaista) normaalijakaumaa (engl. multivariate normal distribution). Sitd kutsutaan
myds multinormaalijakaumaksi. Paitsi ettd tdssd luvussa tutustutaan tdhéan sovelluksissa usein
esiintyvédan moniulotteiseen jakaumaan, tarkoituksena on liséksi demonstroida, miten moniulot-
teisia jakaumia késitellddn vektori- ja matriisimerkinngilla.

10.1 Standardinormaalijakauma N, (0,I)

Maéiritelmd 10.1. Svilla U = (Uy,...,U,) on n-ulotteinen standardinormaalijakauma eli nor-
maalijakauma N, (0,I) tédsmilleen silloin, kun sen komponentit ovat riippumattomia N(0,1)-
jakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia.

Satunnaisvektorin U ~ N, (0,I) tf on

n

S
'f (u) = f z(u7) = e 2%
U n" H v (10.1)

1
(u% + -+ ui)) = (27T)_"/2 exp(—iuTu).

=1 i=

= (2m) " exp(-

Sv:n U odotusarvovektori on n-dimensionen nollavektori, ja sen kovarianssimatriisi on dimensiota
n X n oleva yksikkomatriisi

EU=0,  CovU=I,. (10.2)
Svin U momenttieméfunktio on
n n 1 1
My(t) = Eexp(t'U) = El:[lexp(tiUi) = 1:[16;1‘"2’ = exp(§tTt). (10.3)

Jos sv X maaritellddn kaavalla
X =AU + p, (10.4)

jossa A on m X n-vakiomatriisi, g € R™ on vakiovektori, ja U ~ N,(0,1,,), niin

EX = p, CovX = AT, AT = AAT. (10.5)
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Merkitéin X:n kovarianssimatriisia ¥ = CovX = AAT. Sv:n X momenttieméfunktio saadaan
helpolla laskulla, silla

Mx(t) = Eexp(t'X) = Eexp(t’ (AU + p)) = exp(t’ p) My(ATt)

1 1 10.6

= exp(tTp + itTAATt) =exp(tip + itTEt) (106)

Midérittelemme kohta multinormaalijakauman esityksen (10.4) avulla. Sitd ennen tarkastelmme
kysymysté, kuinka mielivaltainen kovarianssimatriisi ¥ voidaan esittéé tulona AAT.

Erdis (mutta ei suinkaan ainoa) mahdollisuus hajotelman ¥ = AAT Ioytamiseksi on kiyttis
Choleskyn hajotelmaa (engl. Cholesky decomposition). Choleskyn hajotelmassa symmetrinen ja
positiivisesti semidefiniitti matriisi 3 esitetdén tulona

> =LLT, (10.7)

jossa L on alakolmiomatriisi. (Alakolmiomatriisi on nelidmatriisi, jonka ylikolmion alkiot (i, 5),j >
i ovat kaikki nollia.) Choleskyn hajotelma on saatavilla matriisilaskennan ohjelmakirjastoissa
(mutta tyypillisesti ohjelmat palauttavat jalkimmiisen tekijén eli ylikolmiomatriisin LT).

Huomautus. Jos 3 on positiivisesti definiitti matriisi, niin se on kdantyva matriisi. Jos se esi-
tetddn muodossa
> =AAT,

jossa A on neliomatriisi, niin matriisi A on vélttdmattd kddntyva matriisi.

10.2 Yleinen multinormaalijakauma

Miédritelma 10.2. Sv:lla X on multinormaalijakauma, jos silld on sama jakauma kuin vektorilla
AU+ p (10.8)

jossa A on m x n-vakiomatriisi, g € R on vakiovektori, ja U ~ N,,(0,1,) jollakin n.

Yksiulotteinen normaalijakauma N (u, 0?) on multinormaalijakauman erikoistapaus, silléd

X ~N(u,0*) = (X=p+oU U~N(01)).
Madritelmésta sekd kaavoista (10.5) ja (10.6) seuraa, ettéd
EX = p, > =CovX =AAT,
1
Mx (t) = exp(tT p + 5tht)

Lause 10.1. Maddritelmdstd 10.2 seuraa, etti EX = p jo CovX = AAT. Sv:n X jakauma
rigppuw vain sen odotusarvovektorista ja kovarianssimatriisista, ei sis esitysdimenstosta n eikd
esitysmatriisin A muista ominaisuuksista.

Kadntien, jos p € R™ on vakiovektori ja 3 € on positivisesti semidefiniitti matriisi,

nitn on olemassa sv X, jolla on multinormaalijakauma odotusarvovektorilla p ja kovarianssi-
matriisilla 3.

I;RmX’rn

Todistus. Odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi on jo johdettu aikaisemmin. Koska X:n mo-
menttieméfunktio riippuu vain sen odotusarvovektorista ja kovarianssimatriisista, niin myds sen
jakauma riippuu vain néistd parametreista.

3 = AAT, ja sen jilkeen jakaumaa noudattava sv konstruoidaan kaavalla (10.8). O
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Tésté ldhtien multinormaalijakaumaa merkitééin tunnuksella N, (u, X), jossa g on jakauman
odotusarvo ja ¥ sen kovarianssimatriisi. Alaindeksi m voidaan jattda pois, jos satunnaisvektorin
X dimensiosta ei tarvitse pitdd kirjaa.

Mééritelmé 10.2 voidaan tulkita simulointireseptiksi. Jos tahdotaan simuloida jakaumaa N, (p, 32),
jossa X on annettu symmetrinen ja positiivisesti semidefiniitti matriisi, niin ensin etsitdéan kova-
rianssimatriisille 3 hajotelma muodossa

> =AAT.
Tekijoihinjako voidaan tehdi esim. Choleskyn hajotelmalla. Tdmén jilkeen simuloidaan (riippu-
mattomasti) m arvoa (uq, ..., u,;) standardinormaalijakaumasta N (0, 1), ja lopuksi lasketaan
x = Au+ pu, jossa u = (uy,...,up).

10.3 Affiinin muunnoksen jakauma

Lause 10.2 (Multinormaalisuus siilyy affiinissa muunnoksessa). Olkoon X ~ N,,(u,X), ja
olkoon B € RP*™ wakiomatriisi ja b € R? vakiovektori. Talloin

BX +b~ N,(Bu+b,BEB”).
Todistus. Kéytetiddn jakaumalle esitystd (10.8):
BX + b<B(AU + pu) + b = (BA)U + (Bp + b).
Maééritelmén 10.2 mukaan sv:lla BX + b on multinormaalijakauma. Lisdksi

E(BX+b) = BEX)+b=Bu-+b,
Cov(BX +b) = BEB’. O

Tamaé lause selvittdad myos kaikki reunajakaumat. Jos mééritellddn i:s yksikkovektori e; siten,
ettd sen i:s koordinaatti on yksi ja muut koordinaatit ovat nollia, niin

X; =el'X.

Jos sv Y koostuu sv:n X komponenteista (X;,,..., X

in) » niin Y saadaan kertomalla sv:a X
vasemmalta vakiomatriisilla, jonka j:s vaakarivi on e;,,

Xi eT

Téstd seuraa, ettd Y:114 on multinormaalijakauma, joten multinormaalijakauman kaikki reuna-
jakaumat ovat multinormaalisia.

Svin Y jakauman parametrit saadaan joko lauseen 10.2 avulla, tai vaihtoehtoisesti poimimalla
asiaankuuluva osa X:n jakauman parametreista, silld

EXil iy
EY = =1 1|, (CovY)(p,q)=cov(X
EXik Mg,

Xi,) = X(ip, iq).

ips
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10.4 Tiheysfunktio

Lause 10.3 (Multinormaalijakauman tiheysfunktio). Jos X on symmetrinen ja positiivisesti
definiitti matriisi, niin jakauman N,,(p,X) tiheysfunktio on

o) = (20) 7 (det(2) 7% o (50 )= - ) ). (109)

Todistus. Olkoon A siinnéllinen m x m-matriisi siten, ettd 3 = AAT. Téllainen A on mahdol-
lista loytéd, koska 33 on positiivisesti definiitti. Tdmén jilkeen X ~ N,,(p, X), kun

X =AU+pu, jossa U~ N(0,I,).
Sitten sovelletaan muuttujanvaihtoa
x=Aut+tpu <<= u=Al'(x—p).

(Jotta voitaisiin soveltaa tiheysfunktion muuntokaavaa, tarvitaan siénnollinen kerroinmatriisi
A, ja multinormaalijakauman esityksessi vektoreilla X ja U téytyy olla sama dimensio.) Tiheys-
funktion muuntokaavalla saadaan

ou

So| = fu(A (x = ) [det(A7Y)]

() = folu) |

= (2m) 2 der(A )] exp (x0T (A A ) )

Viite seuraa tastd kaavasta seké seuraavista laskuista,

271 _ (AAT)71 _ (AT)flAfl _ (Afl)TAfl’
det(X) = det(AAT) = det(A) det(AT) = (det(A))* > 0,

a1
[det(A™)] = | v = T O

Huomautus. Multinormaalijakaumalla N,,(u, ) on tiheysfunktio tédsmélleen silloin, kun ¥ on
positiivisesti definiitti. Jos ¥ on pelkéstdén positiivisesti semidefiniitti, mutta ei positiivisesti
definiitti, niin lauseen 9.2 mukaan X saa arvoja tietyltd hypertasolta todennikoisyydella yksi,
joten talloin X:114 ei voi olla tiheysfunktiota. My6s téllainen singulaarinen multinormaalijakauma
on térked jakauma sovelluksissa: esim. lineaaristen mallien yhteydesséd toisaalta sovitevektorin
jakauma ja toisaalta residuaalivektorin eli jainnosvektorin jakauma ovat kumpikin singulaarisia
multinormaalijakaumia.

10.5 Tiheysfunktion tasa-arvopinnat

Moniulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion (10.9) tasa-arvopinnat ovat m-ulotteisia ellip-
soideja. Tam& nidhdéan soveltamalla kovarianssimatriisiin ominaisarvohajotelmaa, jonka ensin
kertaamme.

Olkoon ¥ € R™*™ symmetrinen ja positiivisesti semidefiniitti matriisi. Symmetrisens mat-
riisina silld on reaaliset ominaisarvot \A; ja ominaisvektorit v;. Ominaisvektorit voidaan valita
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ortonormaaleiksi, jolloin
Evi = )\ivi, 1= 1,...,7’7/, (1010)

1, kuni=j

vivi=<" . Z j.’

0, kuni#j.

Ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden haku siséltyy kaikkiin matriisilaskennan ohjelmakirjastoi-
hin.
Koska ¥ on positiivisesti semidefiniitti, on

0 S viTEW = VZT()\ZVZ) = )\1

(10.11)

Siis kaikki ominaisarvot ovat ei-negatiivisia. Jos 3 on peréti positiivisesti definiitti, niin kaikki
ominaisarvot ovat aidosti positiivisia.

Kootaan nyt ominaisvektoreista matriisi V laittamalla ne matriisin pystyriveksi, sekd muo-
dostetaan ominaisarvoista lavistdjamatriisi A,

V:[vl vn], A =diag(A\q, ..., \n).
Téll6in ominaisarvon ja ominaisvektorin méaritelméstd seuraa kaava
3V =VA

Siit4, ettd ominaisvektorit ovat ortonormaaleja seuraa, ettd VIV = I,,. Koska V on lisiksi ne-
lidmatriisi, niin V~' = V7. Tillaista matriisia, jonka k#sinteismatriisi on sen transpoosi, kutsu-
taan ortogonaaliseksi matriisiksi. Nyt ollaan saatu johdettua matriisin 3 ominaisarvohajotelma,

X =VAV?, jossa V1=V, 10.12
J

Olkoon nyt 3 multinormaalijakauman kovarianssimatriisi, ja oletetaan ettd se on positiivi-
sesti definiitti. T4ll6in sen ominaisarvohajotelmasta saadaan hajotelma sen kddnteismatriisille,
nimittéain

E=VAV' = sl=vA 'Vl
Normaalijakauman N,,(p, X) tiheysfunktio f(x) (10.9) saa vakioarvon niilld argumenteilla x,
joilla eksponenttifunktion argumenttissa oleva lauseke saa vakioarvon, mutta

2 2
(=) B (=) = (x— ) VATV (=) = S 2

jossa vektori y mééritellddn kaavalla
y=VIix—p) <+ x=p+Vy.

Vektori y saadaan vektorista x koordinaatistonmuutoksella, jossa uudeksi origoksi valitaan p
ja uusiksi koordinaattiakseleiksi vektorit Ve; (jossa e; on avaruuden R" standardikannan i:s
yksikkovektori). Namé vektorit ovat ortonormaaleja, silld

(Vei)T(Vej) = eZTVTVej = eiTej.
Koska kaikki \; > 0, tasa-arvopinnat toteuttavat yhtélon

2 T A

Téamé on m-ulotteisen ellipsoidin yhtdlo uusille koordinaateille y. Ellipsoidin puoliakselien pi-

tuudet ovat v/cAq, ..., V.

=c, c>0.
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Kuva 10.1 Kaksiulotteinen normaalijakauma: (a) N(0,I), (b) N(u,3).

N N

o o

o~ [N

I |

< | <

I |
T T T T 1 T T T T 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Esimerkki 10.1. (Kaksiulotteisen normaalijakauman havainnollistus.) Olkoon

w= 0] a=l3 1] V=g e
Kuvassa 10.1 a on piirretty otosvektoreita u; kaksiulotteisesta normaalijakaumasta N(0,I) seki
piirretty sen tiheysfunktion tasa-arvokéyrid. Kuvassa 10.1 b tdmé& otos on muunnettu kaavalla
x; = Au; + [, A =VA'/?
niin, ettd on saatu otos kaksiulotteisesta normaalijakaumasta N (u,3), jossa
> =VAVT,

sekd piirretty jakauman tiheysfunktion tasa-arvokayrid, kun 6 = 30°. Kuvaan on piirretty pis-
teeseen p myos vektorit Ve; ja Ves. A

10.6 Korreloimattomuus ja riippumattomuus

Riippumattomat satunnaisvektorit X 1L Y eivat korreloi, silla
cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)7]
= E[X - EX] E[(Y - EY)"] = 0.
Yleisesti ottaen korreloimattomuudesta ei seuraa riippumattomuus. Jos komponenteista X ja Y
yhdistetyn satunnaisvektorin (X,Y) yhteisjakauma on multinormaalinen, niin téssi tapauksessa
korreloimattomuudesta seuraa riippumattomuus, miké asia todistetaan seuraavassa lauseessa.
Kirjataan mychempéi kiyttod varten, minkilaiset ovat osavektorien X = (Xi,..., Xy) ja

Y = (Y1,...,Y,,) multinormaalijakaumien parametrit, jos yhdistetty vektori (X,Y) noudattaa
multinormaalijakaumaa N (pu, 3). Odotusarvovektori g koostuu osista

p=FEZ= {“X] = {gﬂ , (10.13)
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ja kovarianssimatriisi ¥ = Cov Z voidaan my0s osittaa, silla

[cov(X1,X1) ... cov(Xy,Xg) cov(Xy,Y1) ... cov(Xy,Ym)]
5 _ cov(Xg, X1) ... cov(Xg, Xi) cov(Xg, Y1) ... cov(Xg, Vi)
T leov(Yy, Xy) ... cov(Yy,Xk) cov(Yy,Yi) ... cov(Yy, Vi)
lcov(Yo,, X1) ... cov(Yy, Xi) cov(Yy,Yr) ... cov(Y,Ym)]
o -EXX EXY o COV(X,X) COV(X,Y) (10 14)
o _EYX Eyy o COV(Y, X) COV(Y, Y) ’

Télloin reunajakaumat ovat jakson 10.3 kaavojen mukaan
X~N(px,Xxx), Y ~ N(py,Zyy). (10.15)
Lause 10.4. Jos vektorilla (X,Y) on multinormaalijakauma, niin
X1uY <« cov(X,Y)=0.

Todistus. Koska multinormaalisen yhteisjakauman momenttieméfunktio on mééritelty kaikilla
argumenteilla, niin lauseen 9.6 mukaan satunnaisvektorit X ja Y ovat riippumattomat silloin ja
vain silloin, kun niiden yhteismomenttieméafunktio faktoroituu komponenttien X ja Y moment-

tieméfunktioiden tuloksi, eli silloin kun
Mx v (u,v) = Mx(u) My(v) kaikilla u, v.

Kun kédytetddn osituksia (10.13) ja (10.14), niin

MX,Y (u, V)

1
= exp (qu,X + VT/,l,y + i(uTEXXu + U.TEXyV + VTEYXII + VTEny)> .

Toisaalta reunajakaumien momenttieméfunktioiden tulo on
T L T L 7
Mx(u) My(v) =exp | u’ px + Ju Yxxu+v py + 5V Yyyv ).
Edella
VTEYXu = (VTnyu)T = I.ITZ:XyV7
joten funktiot Mx v ja Mx My ovat samat silloin ja vain silloin, kun

u/'Exyv =0 kaikilla u,v,

eli silloin, kun
EXY = COV(X,Y) =0. ]

Jos oletetaan multinormaaliset reunajakaumat
XNN([L)(,EX)(), YNN([J,y,Eyy),

niin yhdistetyn vektorin (X,Y) jakauma ei vélttdmittd ole multinormaalinen. Ei edes vaikka
oletettaisiin lisdehto cov(X,Y) = 0. Edellisen lauseen kaavoja tarkastelemalla saadaan kuitenkin

helposti todistettua seuraava tulos.
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Lause 10.5. Jos
XNN(IJ’X7EXX)7 YNN(IJ’Yaz]YY)v

ja X LY, niin vektori (X,Y) noudattaa multinormaalijakaumaa N(u,X), jossa jakauman

parametrit ovat
Mx Yxx O
= 5 E = .
H [NY:| { 0 2YY:|

Todistus. Riippumattomuuden nojalla yhteisjakauman momenttieméfunktio on reunajakaumien
momenttieméfunktioiden tulo, joten kaikilla u, v.

MX,Y(U,V) = Mx(u) My(V)

1 1
= exp (uTuX + u"Exxu+ VT[,Ly + VTEyyv)

2 2
— T T [HX 1 T ™ | BVxx 0 u
_exp<[u V}Luy}—’—? [" v ]{ 0 Xyy||v
ja tdmé on multinormaalijakauman N (u, 33) momenttieméfunktio. O

Esimerkki 10.2. Jos X L Y ja
X ~N(px,Exx), Y ~ N(py, Zyvy),

ja A sekéd B ovat vakiomatriiseja siten, ettd vektorit A X ja BY ovat samanpituisia, niin satun-
naisvektorilla

Z=AX+BY

on multinormaalijakauma.
Témé nihddidn siité, ettéd yhdistetylli vektorilla (X,Y) on multinormaalijakauma, ja

AX+BY=[A B m

Jakauman parametrit saadaan selville laskemalla vektorin odotusarvo ja kovarianssimatriisi,

CovZ = Cov(AX)+Cov(BY) =AXxx AT + BZyy BT

10.7 Ehdolliset jakaumat
Lause 10.6. Olkoon (X,Y) ~ N(w,X), ja kiytetiin odotusarvovektorille p ositusta (10.13),

ja kovarianssimatriisille ¥ ositusta (10.14). Jos osamatriisi L xx on sddnnollinen, niin sv:nY
jakauma ehdolla X = x on multinormaalinen, ja ehdollisen jakauman parametrit ovat

Y | (X =x)~N(py +ZyxEik(x — px), Byy — Syx Sk Sxy).
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Todistus. Vaikka kaavat ovat monimutkaisia, todistuksen idea on yksinkertainen. Ensin muodos-
tetaan sv V kaavalla

V =Y - BX, (10.16)

jossa B on vakiomatriisi, joka valitaan kohta. Yhdistetty vektori (V,X) saadaan multinormaali-
sesta vektorista (X,Y) lineaarisella muunnoksella, joten silld on multinormaalinen yhteisjakau-
ma. Kun valitaan

B =3yxIik,
niin 'V ja X eivét korreloi, silla
COV(V,X) = COV(Y — BX, X) = EYX — BEXX =0.

Koska vektorilla (V,X) on multinormaalijakauma, niin korreloimattomuudesta seuraa riippu-
mattomuus, joten V 1 X. Esityksen (10.16) mukaan

Y =V + BX,
jossa V ja X ovat riippumattomia. Talléin Y:n jakauma ehdolla X = x sama kuin sv:n
V +Bx

jakauma, silld ehto X = x ei muuta sv:in V jakaumaa, koska V 1 X. Téastd nahdaédn, etta
ehdollinen jakauma on multinormaalinen.

Tamén jalkeen ehdollisen jakauman parametrit saadaan laskemalla svin V + Bx jakauman
parametrit. Ehdollisen jakauman odotusarvovektori on

E(V+Bx) = py + B(x — px) = py + Byx Ty (x — px),
ja kovarianssimatriisi on

Cov(V + Bx) = Cov(V) = cov(Y — BX,Y — BX)
=3%yy — ZyxBT - BExy + BExxB”

=3yy - SyxExx Sxy- O

10.8 Kaksiulotteinen normaalijakauma

Tarkastellaan kaksiulotteisen normaalijakauman (X,Y) ~ N(u, X) ominaisuuksia. Johdettavat
kaavat ovat pitkié, eikéd niitd kannata yrittdd painaa muistiinsa. Ne voi tarvittaessa johtaa itse
tai tarkistaa kirjallisuudesta.
Olkoon —1 < p = corr(X,Y) < 1, ja merkitidiin jakauman parametrien komponentteja seu-
raavasti,
p= |:NX] : 5 — { o& p0'X2(7Y
Hy POXOy Oy

Kovarianssimatriisin kdénteismatriisi on

- 1 o} —pox0O .
== EPTo)] [_pgfwy pggf Y] L jossa det(E) = (1— p*)o%o.,
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Jakauman ytf on

1

T,y) =
fxy(@,y) rox oy I

1 z—px\’ T—pUx Y — Py y— v\’
exp 5 5 —2p + .
(1-p?) ox ox oy oy

Téassé eksponenttifunktion argumentin kaava saadaan kertomalla auki tulo

1 —1 (@ = px)
-5 [(a:—,ux) (y—HY)] 22 {(y—uif()} .

Reunajakaumat ovat
XNN(MX7U§()5 YNN(:U’YaO%')

Ehdolliset jakaumat saadaan lauseen 10.6 perusteella:
9y 2\ 2
Y [(X=ux) NN(,UY+PE(I—#X)7 (1=p7)oy),

X | (Y =y)~ N(ux +p%(y —py), (1—p*)o%).

Téssé esim. jakauman Y | (X = z) parametrit saadaan laskuilla

_ gx o
py + By xSk (x — px) = py + 7 U); (2 — px)
X
-1 _ 2 (PUXUY)2 _ 2\ 2
Yyvy - ByxYixExy =0y — oz (1—p7)oy.
X

On suoraviivaista mutta tyolasté tarkistaa, ettd ndmé ehdolliset jakaumat saadaan johdettua
my6s kaavoilla

Ixy(@,y) fxy(z,y)
r) = —"——— x =
vl =gy Pl =750
10.9 Normaalijakauman otoskeskiarvon ja otosvarianssin
yhteisjakauma
Tarkastellaan sm:ia X1, ..., X,,. Niiden otoskeskiarvo X ja otosvarianssi S? miritellisin kaavoilla

—_

n—1~4%

X=-Y'Xx;, §= ! Zn:(XﬁX)? (10.17)
=1

Jos sm:t X; ovat riippumattomia, ja niilli on yhteinen odotusarvo u ja yhteinen varianssi o2,

niin helpohkoilla laskuilla voidaan niyttas, etté
EX =y, ES? =52,

Ts. otoskeskiarvo ja otosvarianssi ovat vastaavien populaatioparametrien p ja o2 harhattomia
estimaattoreita.
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Oletetaan téstéd ldhtien, ettd sm:t Xy, ..., X, ovat riippumattomia, ja niilld kaikilla on nor-
maalijakauma N (u, 0?). Téllgin vektorilla (X7, ..., X,,) on multinormaalijakauma N,,(m, X) pa-
rametreilla

1
Seuraavaksi johdetaan vektorin (X, S?) yhteisjakauma.

Otoskeskiarvon reunajakauma on helppo johtaa, nimittdin X ~ N(u, %022, silld se on mul-
tinormaalijakautuneen vektorin lineaarimuunnos, ja osaamme laskea sm:n X odotusarvon ja
varianssin. Seuraavan lauseen todistuksessa osoitetaan, etti otosvarianssilla S? on sopivan skaa-
lauksen jéalkeen khiin nelion jakauma vapausasteluvulla n — 1.

Tehd&4n ennen lauseen muotoilua se huomio, ettd mikéli satunnaisvektorilla Z on k-ulotteinen
standardinormaalijakauma, ts. Z ~ Ni(0,I), niin sen pituuden neliclli ||Z]|> = ZTZ on khiin
nelion jakauma vapausasteluvulla k, silla

k
|ZI* =272 = 2,
i=1

jossa Z; ~ N(0,1) riippumattomasti. T#lloin E|Z||*> = k.

Lause 10.7. Olkoot Xi,..., X, ~ N(u,0%) L, ja mdadritelliin X ja S? kaavoilla (10.17).
Talloin

0) X ~ N(u,0*/n),

b) (n—1)S%/0% ~ x2_,, joten ES? = o2,

c) X 182

Todistus. Kohta a todistettiin jo edelld, joten todistamme vain kohdat b ja c.
Jakaumaoletus sv:lle X = (X1, ..., X,,) voidaan lausua muodossa

X ~ N,(p1,0°T,),

jossa 1 = (1,...,1) € R" on n-komponenttinen vakiovektori, jonka kaikki komponentit ovat
ykkosia.
Miaritelldan n-komponenttinen vektori u kaavalla
1
u=—1,

NG

jolloin u on ykkosvektorin 1 suuntainen yksikkovektori, ts. u”u = 1. Huomaa, etté otoskeskiarvo
voidaan esittdd kaavalla
Xx=li1mx - iuTX,
n vn
josta
X1= (171 uTX) vnu=uu’X

7

Miéérittelemme residuaalivektorin (eli jainnosvektorin) R kaavalla

X, -X
R = : =X-X1=X-uu'X= (I, —uu")X
X, - X
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(T#ssé vektori X1 on nimelt#iéin sovitevektori.) Otosvarianssi S? voidaan esittid kaavalla
(n—1)S*=R’'R = |R|*% (10.18)
Yhdistetty vektori (X, R) saadaan lineaarisella muunnoksella vektorista X, silli

)= e

minki takia silld on multinormaalinen yhteisjakauma. Liséiksi komponentit X ja R ovat korre-
loimattomia, sill&

cov(X,R) = = cov(u?’X, (I — uu’)X) = LuT<721(I —uu’) =0
Lauseen 10.4 perusteella X ja R ovat riippumattomia. Koska S? saadaan laskettua kaavan (10.18)
mukaan residuaalivektorin R funktiona, ovat myos X ja S? riippumattomia, miké todistaa koh-
dan c.

Otosvarianssin jakauman selvittdmiseksi mééritellidn n x n neliomatriisi Q siten, ettd sen
ensimméinen pystyrivi on u. Muut matriisin Q pystyrivit vy, ..., v,_1 valitaan siten, ettd mat-
riisin Q pystyrivit muodostavat yhdessd R™:n ortonormeeratun kannan. T#llsin QT Q = I,,, ja
koska Q on neliématriisi, niin se on ortogonaalinen matriisi, eli Q! = Q7. Tést4 seuraa, etti
QQ” =1,. Kun kiytetiin Q:n ositusta Q = [u V] jossa n X (n — 1)-matriisin 'V pystyrivit
ovat vi,...,V,_1, niin saadaan kaava

I, = QQY = uu? + VVT,

Téasta nahdéaan, etté
R = (I, —uwu’)X = VV'X.

Koska matriisin V pystyrivit ovat ortonormaalisia, on VIV =1,,_, joten
R'R = (VV'X)" (VVTX) = X"VVTX = |[VTX|2 (10.19)
Vektorilla VI'X on (n — 1)-ulotteinen normaalijakauma, jonka odotusarvo on
EVTX)=VvT(u1)=0

silld perusteella, ettd u on kohtisuorassa jokaista matriisin V pystyrivid vastaan, ja 1 = y/nu.
Kovarianssimatriisi on

Cov(VTX) = VT(¢%1,)V = 0°1,,_;.
Télloin

1
~VIX ~ N, (0,1, 1),
g

joten sen pituuden nelidlld on khiin nelién jakauma vapausasteluvulla n — 1. Kaavojen (10.18)
ja (10.19) avulla n&hddén lopulta, ettd

n—1
2

1 1 1 1
§? = SRR =(VIX)'(-VIX) = [-VIX|? ~ x] .
o o o o o

Tistd seuraa, ettid E[(n —1)S?/0?] = n — 1, josta ES? = o2. O
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Palautetaan mieleen, ettd t-jakauma vapausasteluvulla v méégritelladn siten, ettd se on sm:n

A
VY/v

jakauma, kun Z ~ N(0,1), Y ~ x7 ja Z LY,
Satunnaismuuttujalla X — p on normaalijakauma odotusarvolla nolla ja varianssilla o2 /n,
joten satunnaismuuttujalla

X—up

o/vn
on standardinormaalijakauma. Jos téssé tuntemattoman keskihajontaparametrin o tilalle sijoi-
tetaan sen otosestimaatti, saadaan ns. t-testisuure

X
-~ S/vn’

Tamé t-testisuure voidaan esittdd yhtépitdvisti kaavalla

(X = W)/ (o))

Edellisen lauseen mukaan téssé osoittaja ja nimittdjd ovat riipumattomia, osoittajan jakauma
on N(0,1) ja nimittdjissi on nelidjuuri satunnaismuuttujasta, jossa x2-jakaumaa noudattava
satunnaismuuttuja jaetaan vapausasteluvullaan n — 1. Téstd seuraa, ettd T:1l14 on t-jakauma
n — 1 vapausasteella.

Edeltavan lauseen tarkastelu on vahalld vaivalla laajennettavissa myos tilanteeseen, jossa
tarkastellaan lineaarista mallia

T

T =

X ~ N, (m, o),

jossa odotusarvovektorin m tiedetéiéin kuuluvan tunnettuun R™:n lineaariseen aliavaruuteen L,

jonka dimensio p < n. Muodostetaan télle aliavaruudelle ortonormaalit kantavektorit uy,. .., uy,
ja asetetaan ndmé vektorit matriisin U pystyriveiksi, U = [u1 e up]. Talloin matriisi
H=UU"

on projektiomatriisi aliavaruudelle L, eli H on symmetrinen ja idempotentti matriisi (eli HH =
H) ja Hv = v aina kun v € L. Témiin jakson lauseen todistusta matkimalla on helppo tarkistaa,
etta

HX 1 (I-H)X,
ja etta

1 2 2

ﬁ ”X - HXH ~ anp'
Téamén takia satunnaismuuttuja
1
n—p

on varianssin o2 harhaton estimattori, ja sen jakauma on skaalattu khiin nelio. Téssé tilanteessa

sovitevektori HX ja residuaalivektori X — HX = (I — H)X ovat riippumattomia satunnaisvek-
toreita.

IX - =X
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Luku 11

Raja-arvolauseita ja
approksimaatioita

Téssé luvussa esitelldén sellaisia kuuluisia todennédkdéisyysteorian raja-arvolauseita, joita sovelle-
taan usein tilastollisessa péadttelyssd. Nididen raja-arvolauseiden tunteminen kuuluu jokaisen ti-
lastotieteilijén yleissivistykseen. Valitettavasti padtulosten todistuksia ei voida kdyda lapi tdmén
kurssin puitteissa.

11.1 Suurten lukujen laki

Palautetaan mieleen stokastisen suppenemisen ja melkein varman suppenemisen mééritelmét.

Masritelméa 11.1. Jono satunnaismuuttujia Xi, Xo,... suppenee stokastisesti eli konvergoi
stokastisesti (engl. converges in probability) kohti satunnaismuuttujaa Y, jos

P(X,-Y|>¢ ——0,
n—00

kaikilla € > 0.

Stokastista suppenemista merkitddn usein seuraavaan tapaan,
X, %Y, tai plim, ., X,=Y.
(Mééritelméssé voitaisiin yhtépitavisti vaatia, ettd P(|X, — Y| > €) — 0 kaikilla € > 0.)

Miiritelmd 11.2. Jono satunnaismuuttujia Xp, Xo, ... suppenee (eli konvergoi) melkein var-
masti (engl. converges almost surely) kohti satunnaismuuttujaa Y, jos X, (w) — Y (w) perusjou-
kon osajoukossa, jonka tn on yksi, eli jos

P(lim X, =Y)=1.

n— oo

Melkein varmaa suppenemista merkitdén esim. seuraavilla tavoilla,
V. . a.s.
X, =5y, tai X, =5 Y.

On mahdollista osoittaa, ettd melkein varmasta suppenemisesta seuraa stokastinen suppene-
minen, eli ettd
X,y = X, By (11.1)
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Todistimme jaksossa 6.1 ns. heikon suurten lukujen lain (engl. weak law of large numbers,
WLLN). Jos sitd sovelletaan i.i.d.-jonoon eli jonoon riippumattomia ja samoin jakautuneita sa-
tunnaismuuttujia, niin heikko suurten lukujen laki toteaa, etté tiettyjen momenttiehtojen olles-
sa voimassa, n ensimmaéisen satunnaismuuttujan aritmeettinen keskiarvo suppenee stokastisesti
kohti vastaavaa odotusarvoa. Heikon suurten lukujen lain todistus oli suoraviivainen TSebySevin
epayhtalon sovellus.

Vahvan suurten lukujen lain mukaan keskiarvon suppeneminen on peréti melkein varmaa.
Tamén lauseen ainoa momenttiehto on se, ettd odotusarvon pitdé olla olemassa.

Lause 11.1 (Vahva suurten lukujen laki). (Engl. strong law of large numbers, SLLN.) Olkoon
X1, Xo,... jono ritppumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttufia, joiden odotusarvo
u= EX; on olemassa. Tdlloin keskiarvojen

X, =

S|

>x
i=1

muodostama jono suppenee melkein varmasti kohti arvoa p, eli X,, == p.

Vahvan suurten lukujen lain seurauksena jono (X,,) toteuttaa tietenkin myos heikon suurten
lukujen lain.

Téllaisia (vahvoja tai heikkoja) suurten lukujen lakeja 16ytyy kirjallisuudesta myds muunkin
tyyppisille (ei vilttamétta i.4.d-oletukset tiyttiville) satunnaismuuttujien, satunnaisvektoreitten
ja muitten satunnaisalkioitten muodostamille jonoille.

11.2 Jakaumasuppeneminen

Maiésritelmé 11.3. Olkoon X3, Xs5,... jono satunnaismuuttujia, joiden kertyméfunktiot ovat
F1, Fs, . ... Olkoon Y satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunktio on G, ts. kaikilla x

F,(z) = P(X, < x), G(z) = P(Y <x).

Jono (X,,) suppenee jakaumaltaan (engl. converges in distribution tai converges in law) kohti
Y :t&, mikali

lim F,(z) = G(x)

n—oo

kaikissa rajajakauman kertyméfunktion G jatkuvuuspisteissa z.

Usein jakaumasuppenemisessa rajajakauma on normaalijakauma N (0, 1) tai jokin muu jatku-
va jakauma. Jatkuvan jakauman kertymiifunktio on jatkuva koko reaaliakselilla, joten télldisen
rajajakauman kohdalla kertyméfunktiot suppenevat jokaisessa reaaliakselin pisteessi.

Merkitsemme jakaumasuppenemista seuraavasti,

X, Ly

Nuolen yldindeksi d tulee sanasta distribution. (Myos merkinnit X, L ¥ seki X, 5 Y ovat
yleisid jakaumasuppenemiselle.)

Jos rajajakauma on jokin tuttu jakauma, kuten N(0, 1), niin jakaumasuppenemista voidaan
merkité siten, ettd satunnaismuuttujan sijasta kdytetddn rajajakauman tunnusta, seuraavaan
tapaan,

X, % N(0,1).
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Tilastotieteessé jakaumasuppenemista kiytetddn usein jakaumien approksimointiin. Jos tie-
detéén, etté

d
X, =Y, kun n — oo

niin jollakin &érelliselld indeksin n arvolla voidaan satunnaismuuttujan X, jakaumaa approksi-
moida rajamuuttujan Y jakaumalla, mitd voidaan merkitd symbolisesti

d
X, =Y.

Edellisessé merkinnésséd Y:n tilalla voidaan kédyttdd sen jakauman tunnusta.

Jos rajamuuttujalla Y on jatkuva jakauma, niin suppenemisesta X, LY seuraa esimerkiksi,
ettéd
PX,el)—— P €1),

n— oo

kun I C R on mikéa tahansa vali. Tdmén ansiosta suurilla n
P(X,el)=P(Y €1I).

Usein tilastollisessa péittelyssd joudutaan tarkkojen luottamusvilien sijasta soveltamaan tdhan
ajatukseen perustuvia asymptoottisia luottamusvélejéa. Tamén takia jakaumasuppeneminen on
tirked kisite tilastotieteessé.

11.3 Keskeinen raja-arvolause

Jos X1, X5, ... on i.i.d.-jono, ja X,, on n ensimmiéisen jonon muuttujan keskiarvo, niin tiedéimme
suurten lukujen lain nojalla, ettsi X,, suppenee kohti muuttujien yhteists odotusarvoa p = EX;.
Lisdksi tieddmme, etté

EXn = K,

ja
2
_ o .
var X,, = —, jossa 0?2 = var X;.
n

Keskiarvon X,, jakauma keskittyy yhé tiiviimmin arvon g ympirille, kun n kasvaa. Keskitty-
misvauhtia kuvaa tietylld tavalla keskiarvon X,, keskihajonta o/y/n, joka suppenee nollaa kohti
vauhdilla 1/4/n.

Jos keskiarvo X,, standardoidaan vihentamélli siité keskiarvon odotusarvo ja jakamalla kes-
kiarvon keskihajonnalla, saadaan lauseke

Xn—EXn_ Xn—,u_ 1 nXi—/,L
=Vvn o 7\/75; '

Vvar X, o

Téamén standardoidun keskiarvon odotusarvo on tietenkin nolla, ja sen varianssi on yksi kaikil-
la n. Keskeisen raja-arvolauseen mukaan standardoitu keskiarvo suppenee jakaumaltaan kohti
standardinormaalijakaumaa.

Lause 11.2 (Keskeinen raja-arvolause). (Engl. central limit theorem, CLT.) Olkoon X1, Xa,. ..

jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia siten, etti 0 < o < oo, jossa

o2 = var X;. Merkitidin

_ 1 &
p=EX;, X,= E_in.
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Talloin

X, —
Va2 4 N, 1).
g

Keskeisen raja-arvolauseen véiite voitaisiin yhtd hyvin muotoilla siten, etté

o d
Vi (X — 1) S N(0,02),
miké auttaa ymmértdméadn seuraavaa, moniulotteista versiota keskeisesté raja-arvolauseesta.

Lause 11.3 (Keskeinen raja-arvolause, moniulotteinen versio). Jos Xi,Xs,... on i.i.d.-jono
satunnaisvektoreita, joiden yhteinen odotusarvovektori on p ja kovarianssimatriisi on X, niin
keskeinen raja-arvolause on voimassa muodossa

VX, —p) S N0, ), (11.2)

. < . P . . . n
jossa X,, on n ensimmdisen satunnaisvektorin keskiarvo % Yo X

11.4 Normaaliapproksimaatio

Kun (X;) on i.i.d.-jono, niin keskeiseen raja-arvolauseeseen tukeutuen toisinaan approksimoidaan

ddrelliselld otoskoolla n
Xy

Va2 N, 1),
g

eli standardoidun otoskeskiarvon jakaumaa approksimoidaan sen rajajakaumalla. TAmé& on sama
asia kuin se, ettd kidytetddn approksimaatiota

jossa keskiarvon X, jakaumaa approksimoidaan normaalijakaumalla, jonka odotusarvo ja va-
rianssi ovat samat kuin keskiarvon X,, odotusarvo ja varianssi. Edelleen, tdmé& on sama asia kuin
se, ettd kdytetddan approksimaatiota

n

Z X; g N (nu,no?),
i=1

jossa summan jakaumaa approksimoidaan normaalijakaumalla, jonka odotusarvo ja varianssi ovat
samat kuin ko. summan odotusarvo ja varianssi.

Keskeinen raja-arvolause takaa, ettd nimé normaaliapproksimaatiot (eli normaaliset approk-
simaatiot tai normaalijakauma-approksimaatiot) saadaan mielivaltaisen tarkoiksi, kun otoskoko
n valitaan riittdvan suureksi. Milloin otoskoko 7 sitten on riittdvan suuri? Tamé asia riippuu
toisaalta halutusta tarkkuudesta ja approksimaation kéyttotarkoituksesta ja toisaalta satun-
naismuuttujien X; yhteisen jakauman luonteesta. Symmetrisille ja yksihuippuisille jakaumille
saavutetaan pienehkoélld (muutaman kymmenen) otoskoolla useisiin tarpeisiin riittédvi tarkkuus,
mutta vinojen jakaumien kohdalla vastaavaan tarkkuuteen tarvittava otoskoko voi olla monta
kertaluokkaa suurempi.

Esimerkki 11.1. (Binomijakauman normaaliapproksimaatio.) Olkoot X, Xs,..., X, riippu-
mattomia Bernoulli(p)-jakaumaa noudattavia sm:ia, jossa 0 < p < 1. Téllsin

_ — 1
EX, =p, var X, = — p(1 — p).
n
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Normaaliapproksimaatiolla saadaan

Xn

Qe

1 i d
N(p. = p(1 — j X; & N(np,np(1 — p)).
(p,~p(1=p)), ja ; (np, np(1 — p))

Téssé tapauksessa pétee tietenkin tarkka tulos
Z X; ~ Bin(n, p).
i=1
Esimerkiksi, kun n = 25 ja p = 0.6, niin np = 15 ja np(1 — p) = 6. T&lldin saadaan approksi-

maatio

= 13-1 13-1
P(ZXZ»ng)zP(15+\/52§13):P(Z§35):(1)(”
1

V6 V6

jossa Z ~ N(0,1) ja ® on standardinormaalijakauman kertyméfunktio. Kun kdytetdén binomi-
jakaumaa, eiké sen approksimaatiota, saadaan tulos

) ~ 0.207,

P()_Xi <13) ~ 0.268,
1

Néin pienelld otoskoolla normaalinen approksimaatio ei ole kovin tarkka, mutta sitd voidaan
parantaa huomattavasti kiayttaméalla ns. jatkuvuuskorjausta. Koska summa on kokonaislukuar-
voinen, niin seuraavat tapahtumat ovat samoja,

{En: Xi <13} = {En: X; <13+ 0.5}.

Kun normaaliapproksimaatiossa yliaraja 13 korvataan luvulla 13.5, niin saadaan jo alkuperiista
approksimaatiota paljon tarkempi approksimaatio

= 13.5 — 15
PO X <13)~P(Z < ) ~ 0.270.
1

R

Nykyaikana téllaiset tunnettujen jakaumien approksimaatiot eivéit ole niin térkeitd kuin en-
nen. Nykyé#édn standardijakaumien kertyméfunktiot pystytddn helposti laskemaan tietokoneella.

A

Huomaa, etté edellisessé esimerkissd kéytettiin jatkuvuuskorjausta. Kun satunnaismuuttujat
X; ovat kokonaislukuarvoisia, niin myds niiden summa S = Y ;| X; on kokonaislukuarvoinen,
joten sen yhteydessd on mielekésta tarkastella hintdtodenndkoisyyksid kokonaislukuarvoisissa
pisteissé. Jos x ja y ovat kokonaislukuja, niin

{S2a)={s223)
{Séy}={SSy+%}

1 1
{ISSSy}:{I*§SS§y+§}
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Yleisesti ottaen tésséd tapauksessa normaaliapproksimaatiossa saavutetaan parempi tarkkuus,
mikéli téllaiset kokonaislukuarvoisen satunnaismuuttujan kokonaislukuarvoiset rajat korvataan
tdhén tapaan kokonaislukujen puolivileissé olevilla arvoilla. Tdmé johtaa summalle S approksi-

maatioihin
T — % —nu
Vno

1 Y+ 3 —nu
P(S<y)=P(5< =P | ———
<y =P <y~ (L)

1
P(S>x):P(S>x—2);:z1—(I><

1 1 y+ 3 —np r—1—np
Plx<S< =Plr—=-<S<y4+3)=d(Z—2— ) - —=
e<S<v) (= Q_S_y 2) < Vno ) ( Vno

11.5 Deltamenetelma

Seuraavassa esitetddn kaksi yleisesti kiiytettyd versiota ns. deltamenetelmiisti (engl. delta met-
hod). Sen avulla voidaan normaaliapproksimaatiota kiyttid myos sileille funktioille otoskeskiar-

voista.

Lause 11.4 (Deltamenetelméi). Jos
Vi(X, —a) S N(0,02),
jossa a on vakio, ja funktio g on derivoituva pisteessd a, niin

1
Vi(g(Xn) — g(a)) = N(0,0°(g'(a))?). (11.3)
Heuristinen perustelu. Oletuksesta seuraa, ettd sm:n X,, jakauma on voimakkaasti keskittynyt

arvon a lahelle, silla

Xn—a:%\/ﬁ(Xn—a).

Tésséd jono ﬁ suppenee kohti nollaa ja jono /n(X, — a) on siind mielessd stabiili, etté silld

on rajajakauma. Téman takia suurilla n tuntuu jarkeviltd approksimoida satunnaismuuttujaa
g(X,,) pisteessi a kehitetylld ensimméiisen asteen Taylorin polynomilla

9(Xn) = g(a) + ¢'(a)(Xn — a)

Téamén jalkeen

Q

g'(a) vVn(X, — a)
g'(a) N(0,0%)
d
=N(0,0°(¢'(a)?).
Deltamenetelmééd sovelletaan usein siten, ettd darelliselld otoskoolla n approksimoidaan
d
Vn(9(Xn) = g(a)) = N(0,0%(g'(a))?).

Esimerkki 11.2. Tarkastellaan riippumattomia muuttujia X; ~ Bernoulli(p), i = 1,...,n, jossa
0 < p < 1. Tallin parametrin p SU-estimaatti on X,, = s/n, jossa s on onnistumisten lukumééra.
Oletetaan, etti tahdotaan estimoida ns. log-odds -suuretta (vedonlydntisuhteen logaritmia),

Vn(g(Xn) — g(a))

Qe

0 =In p .
1-p
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Sen luonteva estimaatti on _
A X, s
n = 1n — =1In ,
1-X, n—s
jonka jakauma ei ole mikéddn tunnettu jakauma.
Kun delta-menetelméssi valitaan

g(u):lnlﬁu, O<u<l,

saadaan helppojen laskujen avulla approksimaatio
~ g 1
"p(1-p)

Talla perusteella on esim. mahdollista johtaa asymptoottinen luottamusvili parametrille 8. A

).

Deltamenetelmén heuristisen perustelun saa helposti yleistettyd kattamaan seuraavan mo-
niulotteisen version.

Lause 11.5. (Deltamenetelmd, moniulotteinen versio) Jos k-ulotteisten satunnaisvektorien jono
(X,) toteuttaa ehdon

Vin(X, —a) 5 N0, %),

jossa a € R* on vakio, ja funktio g : U C R* — R on derivoituva pisteessd a, niin

Vi(g(X,) — g(a)) S N(0,Vg(a)” £ Vg(a)). (11.4)

Heuristinen perustelu. Taas suurilla n approksimoida satunnaismuuttujaa g(X,,) pisteessi a
kehitetylld ensimmaéisen asteen Taylorin polynomilla

9(X,)) ~ g(a) + Vg(a)T (X, — a)
Tasta saadaan
Vi(g(X,) - g(a)) ~ Vg(a)” Va(X, — a)
L vg(a)” N(0,%)
£ N(0,Vg(a)” X Vg(a)).

11.6 Deltamenetelmin todistus

Edellisessé jaksossa esitetyt perustelut jéttivdt monia detaljeja huomioimatta. Téasséd jaksossa
esitelldan tyokaluja, joilla perustelujen aukot saadaan tilkittya. Téaté tarkoitusta varten esitellddn
ilman todistuksia tiettyjd asymptoottisissa tarkasteluissa térkeitd tuloksia.

Kukin edelld maéritellystd suppenemislajista voidaan helposti yleistdd myo6s koskemaan jo-
noa satunnaisvektoreita (X,), joiden raja on satunnaisvektori Y. Stokastinen suppeneminen
X,, & Y midritelldin vaatimalla, etté

P(|X, = Y| >€) =0, Kkaikilla ¢ > 0,

eli korvaamalla skalaaritapauksen méaritelméssi erotuksen itseisarvo erotusvektorin normilla.
Melkein varma suppeneminen mééritelldin satunnaisvektorien muodostamalle jonolle tédysin sa-
moin kuin skalaaritapauksessa. Jakaumasuppenemisen kohdalla vaaditaan moniulotteisten ker-
tyméfunktioiden pisteittdistd suppenemista kaikissa rajamuuttujan kertyméfunktion jatkuvuus-
pisteissi.
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Voidaan osoittaa, ettéd seuraavat implikaatiot pitdvét paikkansa:

X, Y = X, 52y = X,3v (11.5)

Yksikdan implikaatioista ei pdde yleisesti kéddnteiseen suuntaan. Jos rajamuuttuja Y on de-
terministinen eli vakio c eli jos Y:n jakauma on degeneroitunut, niin talléin osoittautuu, etta
jakaumasuppenemisesta seuraa stokastinen suppeneminen, eli

X, % e (c vakio) = X, Sec. (11.6)

Jatkuvan kuvauksen soveltaminen suppenevaan jonoon siilyttdd suppenemisen kaikille kol-
melle suppenemisen lajille.

Lause 11.6 (Jatkuvan kuvauksen lause). Jos k-ulotteisten satunnaisvektorien muodostama jono
X, = Y joko melkein varmasti, stokastisesti tai jakaumaltaan, niin g(X,,) suppenee samalla
tavalla kohti satunnaisvektoria g(Y), mikdli funktio g : U C R* — R? on jatkuva sellaisessa
joukossa A C R*, jossa rajasatunnaisvektorin Y arvot ovat melkein varmasti, ts. P(Y € A) =1

Otetaan kayttoon merkintéd satunnaisvektoreiden komponenteille,
Xn=Xn1,---» Xng) ja Y=(Y1,...,Y%).

Osoittautuu, ettd sekd melkein varmalle ettd stokastiselle suppenemiselle satunnaisvektoreille
komponenttien suppeneminen (eli marginaalinen suppeneminen) ja koko satunnaisvektorin sup-
peneminen (eli yhteissuppeneminen) ovat yhtépitivid, ts.

X, 25Y & (X, 22Y;, Vi=1,....k),
X, BY & (X.; >V, Vi=1,...k.

Jakaumasuppenemisessa yhteissuppenemisen ja marginaalisen suppenemisen vélinen yhteys
on mutkikkaampaa, silld marginaalisesta jakaumasuppenemisesta ei seuraa yhteissuppeneminen.

Esimerkiksi, jos X, 4 x jaY, LN Y, niin tavallisesti vektori (X,,Y;,) ei suppene jakaumaltaan
eikd tdten missddn muussakaan mielessd. Téméa ongelma liittyy siihen seikkaan, ettd reunaja-
kaumat eiviit midrdd yhteisjakaumaa. Toisaalta, jos (X,,Y,) 4, (X,Y), niin tillsin jatkuvan
kuvauksen lauseen perusteella kylla X, 4 x ja 'Y, Ly,

Seuraavassa tirkedssi erikoistapauksessa marginaalisesta jakaumasuppenemisesta seuraa yh-

teissuppeneminen. Tétd tulosta (tai sen sovellusta peruslaskutoimituksiin) kutsutaan Slutskyn
lauseeksi tai Slutskyn lemmaksi.

Lause 11.7 (Slutsky). Jos X, 4 x ja Y, 4 ¢, jossa c¢ on wvakio, niin (X,,Y,) 4, (X, 0).
Tdlloin myds

a) X, +Y, S X +e,
b) X.Y, S X,
¢) Xn/Yn i>X/c, mikdli ¢ # 0.

Todistus. Suppenemisen (X,,Y,) 4 (X, ¢) todistus sivuutetaan. Loppuosa viitteistd seuraa
jatkuvan kuvauksen lauseesta. O
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Nyt voimme vihdoin esittda todistuksen yksiulotteiselle versiolle deltamenetelmésté, eli lauseel-
le 11.4

Todistus. Sovelletaan ensimméisen kertaluvun Taylorin kehitelméa
9(Xn) — g(a) = ¢'(a)(Xn — a) +7(Xn)(Xn — a),

jossa jadnnostermissi esiintyvé funktio r on

Huomaa, ettd funktio r on jatkuva pisteessi & = a (derivoituvuuden nojalla).
Nyt X,, 2 a, silld

Xp—a= % \/E(Xn_a)v

jossa termi 1/4/n — 0 ja toinen termi suppenee jakaumaltaan, joten (Slutskyn lause) X,, —a 4 0,
ja koska rajamuuttuja on vakio, niin suppeneminen on periti stokastista (ks. kaava (11.6)). Siis

X, —a20, el X,, 2 a. Lisiksi
\/ﬁ(g(Xn) - g(a’)) = g/(a) \/E(Xn - a) + T(Xn) \/E(Xn - a)

Tissi 7(X,,) 2 0 (jatkuvan kuvauksen lause), ja koska jono /n(X, —a) suppenee jakaumaltaan,

niin 7(X,,) vn(X,, — a) Lo (Slutskyn lause). TAmé jddnnostermin suppeneminen on peréti
stokastista, koska rajamuuttuja on vakio. Kun sovelletaan toistamiseen Slutskyn lausetta, niin
nahdéan, etta

d'(a) V(X — a) + 7(Xn) Va(X, —a) & ¢ (a)Y,

jossa Y ~ N(0,0?). Toisin sanoen jakaumasuppenemisen kannalta jiinnéstermin saa unohtaa,
ja rajajakauma ma#rdytyy ensimmaéisen kertaluvun Taylorin approksimaatiosta. Véiite seuraa
lopulta siité, ettd ¢’(a)Y ~ N(0, (¢'(a))?c?). O
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