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Esipuhe

Téamaé luentomoniste on tarkoitettu Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksella
pidettaville 10 opintopisteen laajuiselle aineopintotasoiselle todennékoisyyslaskennan kurssille.
Kurssilla késitellddn sellaisia puolia todennékoisyyslaskennasta, joita jokaisen tilastotieteilijén
(tai muun todennikoisyyslaskennan soveltajan) tulisi tuntea. Stokastisiin prosesseihin liittyvit
késitteet ovat kuitenkin rajattu kurssin ulkopuolelle. Lukijalla oletetaan ennestédén olevan jon-
kin verran esitietoja aiheesta, esimerkiksi P. Tuomisen teokseen Todennikoisyyslaskenta I [11]
perustuvalta kurssilta Johdatus todennikoisyyslaskentaan (5 op). Tésté syystd kurssin alkuvai-
heessa tiettyjd asioita vain kerrataan nopeasti. Joitakin monisteen kohtia joudutaan jattdméasn
viliin ajanpuutteen takia.

Léhestymistapa pyrkii olemaan kayténnonlaheinen: tavoitteena on opetella satunnaismuuttu-
jiin ja todennékoisyysjakaumiin liittyvas laskentoa pikemminkin kuin kasitelld todennékoisyys-
laskentaa matemaattisena struktuurina. Erds tdmén kurssin tidrkeimpid tavoitteita on oppia
kéasitteleméin kaksi- ja useampiulotteisia jakaumia. Téllaiset tiedot ja taidot ovat valttaméattomia
esim. sellaiselle opiskelijalle, joka tahtoo ymmartaé tilastotieteen menetelmien perusteita ja lukea
alan kirjallisuutta.

Matemaattisesti aukoton esitys vaatisi mittateoriaa ja Lebesguen integraalia, mutta néita tyo-
kaluja ei talla kurssilla kdyteté. Valtaosan todennédkoéisyyslaskennan sovelluksista pystyy ymmaérta-
méén ilman mitta- ja integrointiteoriaa (mutta tiettyja sovelluksia ei). Joissakin kohdissa luento-
monisteessa kuitenkin esitetdéan yhteyksid mittateoreettisen todennikoisyyslaskennan késitteisiin.
Namé huomautukset on tarkoitettu niille opiskelijoille, jotka ovat kiinnostuneet matemaattisesta
tasméllisyydestd; muut opiskelijat voivat sivuuttaa ne kaikessa rauhassa.

Kaikki tdssd monisteessa esitettéavit asiat 10ytyvat myos monesta teoreettisen tilastotieteen
ja todennékoisyyslaskennan oppikirjasta, jollaisia ovat esimerkiksi teokset [5, 1, 13, 8, 2, 10].

Todennékoisyyslaskennan matemaattisesti tédsméllistd mittateoreettista muotoilua voi opis-
kella paitsi todennikoisyysteorian kurssilla mys lukuisista teoksista, kuten esimerkiksi [6, 4, 12,
7, 3]. Esimerkiksi Schervish [9] ndyttdd, kuinka tilastotieteen teoria voidaan esittdd matemaatti-
sesti tdsmallisesti todennéakoisyysteoriaan pohjautuen.
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Luku 1

Tapahtumat ja niiden
todennikoisyydet

1.1 Todennikdisyyden tulkintoja

Tilastotiedetté, ja téitd kautta todennékoisyyslaskentaa sovelletaan kaikilla tieteen ja useilla elin-
keinoeldmén aloilla. Jotkin ilmitt ovat luonteeltaan deterministisid, miké tarkoittaa sité, etté
niiden kehitys voidaan ennustaa (esim. jonkin luonnonlain avulla), kun tunnetaan ilmitén liit-
tyvét alkuehdot ja muut relevantit tekijat. Toisaalta joidenkin ilmididen lopputulosta ei osata
varmasti ennustaa kiytettdvian tiedon perusteella. Lopputulokseen liittyvda epdvarmuutta voi-
daan yrittdéd késitelld stokastisen mallin (todennikoisyysmallin, tilastollisen mallin) avulla. To-
dennikoisyyslaskenta on stokastisiin malleihin liittyvaa matematiikkaa.

Tarkastellaan kahta erilaista ilmioté, joiden lopputuloksia voidaan kuvailla todennékoisyyksien
avulla:

a) nopanheitto,
b) jonkin tietyn vaalin tulokset.

Nopanheiton yhteydessé tavallisesti sovelletaan todenndkoisyyden ns. klassista tulkintaa, jon-
ka mukaan eri silméluvut ovat yhtd todennikoisid nopan fysikaalisen symmetrian nojalla. Jos
mahdollisten lopputulosten joukko €2 on &dérellinen, ja A C £ on kiinnostuksen kohteena ole-
van tapahtuman lopputulosten joukko ja todennékoisyydet madritelliin symmetrian perusteel-
la, niin tapauksen A todennikoisyydeksi valitaan A:lle suotuisten tapausten lukumééri jaettuna
kaikkien mahdollisten tapausten lukuméaralla, eli

_ #A _ Am alkioiden lkm
 #Q  Qm alkioiden lkm

P(A)

Esimerkiksi nopanheiton tapauksessa mahdolliset lopputulokset (siméluvut) ovat Q = {1,2, 3,4, 5,6},
ja silméluvun 6 todennékoisyydeksi saadaan ylldolevalla méadritelmélld (valitsemalla A = {6})

1

P(“kuutonen”) = 6

Nopanheittoa on mahdollista toistaa useita kertoja. Yksittdisen nopanheiton lopputulosta on
mahdotonta ennustaa, mutta pitkissé toistosarjoissa eri silmélukujen suhteelliset esiintymisfre-
kvenssit kayttadytyvit sddnnollisesti. Nopanheitossa toistot ovat riippumattomia siind mielessé,
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ettd edeltdvien heittojen tulokset eivét vaikuta seuraavien heittojen tuloksiin. Nopanheittoon voi-
daan klassisen tulkinnan sijasta soveltaa myos todennékoisyyden frekvenssitulkintaa, jonka mu-
kaan tietyn tapahtuman tai lopputuloksen A (esim. “yhdessi nopan heitossa saadaan silmiluku
kuusi”) todennékéisyys on tdmén tapahtuman esiintymisten suhteellisen frekvenssin raja-arvo,
kun riippumattomien toistojen lukumé&ird kasvaa rajatta. Ts. tapahtuman A todennikoisyys
voidaan yrittda maaritelld kaavalla

P(A) = lim N4

N—oco N ’ (11)

jossa N(A) on niiden kokeiden frekvenssi (eli lukumiiiri), joissa saatiin lopputulos A, ja N on
toistojen lukuméird. Suure N(A)/N on tapahtuman A suhteellinen esiintymisfrekvenssi.

Frekvenssitulkinnan oikeutus perustuu pohjimmiltaan ns. suurten lukujen lakiin, joka on erés
todenn#koisyyslaskennan kuuluisimmista tuloksista. Témén takia todennékoisyyden késitetta ei
voida méaritelld frekvenssitulkinnan avulla. Sitd paitsi téllaista raja-arvoa ei voida koskaan saada
reaalimaailman kokeilujen avulla tarkasti selville.

Vaikka frekvenssitulkinta ei kelpaa todennikoisyyden madritelmaksi, silti sitd kannatta kui-
tenkin yrittad mielesséddn soveltaa todennékoisyyslaskennan késitteiden ja erilaisten todennakoisyys-
mallien ominaisuuksien ymmértédmiseksi. Erityisen hyodyllistd on yrittdd simuloida todennékoisyys-
mallin kdyttadytymistd tietokoneella. Talloin puhtaan stokastisesta simuloinnista tai Monte Carlo
-menetelmésté. Tietyn tapahtuman todenndkéisyyttéd voidaan talloin arvioida toistamalla simu-
lointia useita kertoja ja laskemalla ko. tapahtuman esiintymien suhteellinen frekvenssi.

Toisin kuin nopanheitto, yksittdiset vaalit ovat ainutkertainen tapahtuma, joten téssi yhtey-
dessi ei voida puhua kokeen toistamisesta. Silti monet tahot ovat valmiita arvioimaan vaalien
lopputulosta ennen kuin se on tiedossa. Esimerkiksi vaalituloksista on tavallisesti mahdollis-
ta ly6da vetoa jossakin vedonlyOntitoimistossa. Vedonlyontitoimisto asettaa kertoimensa arvioi-
malla kyseesséd olevien tapahtumien todennékdéisyyksid. Todennédkoisyydelle on ainutkertaisten
tapahtumien yhteydessé annettava toisenlainen, ns. subjektiivinen eli henkilokohtainen tulkinta.
T&ll6in todennékoisyys kuvaa henkilon (tai muun tahon) uskomuksen astetta véitteen totuuteen
hénen kaytettivissd olevan tiedon pohjalta. Eri tahot voivat tdlloin saada erilaisia numeerisia
vastauksia saman tapahtuman todenn#koéisyydelle. Saman henkilon todennédkéisyydet tietylle
tapahtumalle voivat olla eri aikoina erilaisia, jos henkilon kéytossa oleva informaatio muuttuu.

Joskus tarvitaan vieléd edellisistd poikkeavia tapoja tulkita todennikoisyyden késitetté. Esi-
merkiksi kvanttimekaniikan yhteydessé tiettavisti edelleen kiistelldén siitéd, miten kvanttimaail-
man ilmididen todennédkoisyydet pitéisi tulkita. Lisdksi kvanttimekaniikan todennéikoisyyslaskenta
poikkeaa joiltain osin siitd, mité talla kurssilla késitelldan.

1.2 Joukko-oppia

Koska todennékoisyyslaskenta perustuu joukko-oppiin, kertaamme varmuuden vuoksi joukko-
opin merkintgj.

Maaritelméd 1.1. Olkoon €) tarkasteltavan satunnaiskokeen kaikkien mahdollisten lopputulos-
ten joukko. Kutsumme joukkoa Q perusjoukoksi, ja sen alkioita w € Q alkeistapauksiksi (engl.
elementary event). Tapahtumiksi (engl. event) kutsumme perusjoukon € osajoukkoja.

Huomautus. Usein tilastotieteessd perusjoukolle kiytetddin nimitystid otosavaruus (engl. sample
space) seké esim. merkintdd S.

Olkoot nyt A ja B perusjoukon 2 osajoukkoja. Seuraavat merkinnit lienevit tuttuja:
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e Merkintd z € A tarkoittaa, ettd = on joukon A alkio, eli ettd x kuuluu joukkoon A. Merkinté
x ¢ A tarkoittaa, ettd x ei ole joukon A alkio, eli ettd x ei kuuluu joukkoon A.

e A tai A tarkoittaa joukon A komplementtia, eli niitd 2 € €2, jotka eivit ole A:m alkioita.

e A C B tarkoittaa, ettd joukko A on joukon B osajoukko eli ettd jokainen A:n alkio on
my0s B:n alkio; tdmé asia voidaan merkitd myos B D A.

e A = B tarkoittaa, ettid joukot A ja B ovat samoja, eli etti niilld on samat alkiot (ts. sité,
ettdi A C B ja B C A).

e AUB ={z:x € A tai z € B} on joukkojen A ja B yhdiste.

e ANB={z:xz € Ajaxec B} on joukkojen A ja B leikkaus.

e AN\B=ANB*={x:x € Ajax ¢ B} on joukkojen A ja B erotus.
e () on tyhji joukko.

Joukko-operaatiota ja niiden ominaisuuksia kannattaa havainnollistaa Vennin diagrammien avul-
la.

Joukko-operaatioilla on lukuisia térkeitéd algebrallisia ominaisuuksia. Yhdisteella ja leikkauk-
sella on mm. seuraavat ominaisuudet.

e Kommutatiivisuus (eli vaihdantalait): kaikilla A ja B pétee

AUB=BUA, ANnB=BnA.

e Assosiatiivisuus (eli liiténtélait): kaikilla A, B ja C pitee
(AUB)UC = AU(BUC)=AUBUC
(ANB)NC = AN(BNC)=ANnBNC.
e Distributiivisuus (eli osittelulait): kaikilla A, B ja C pétee
(AUB)NC=(AnC)Uu(BnQO), (ANB)UC=(AuC)N(BUC)

Osittelulain muistamista auttaa vastaavan sdénnoén palauttaminen mieleen reaalilukujen
laskutoimituksille: (a+b)c = ac+be. Joukko-opin osittelulaissa kumpi tahansa operaatioista
U tai N voi olla yhteenlaskun roolissa, jolloin niisté toiselle ja& kertolaskun rooli.

De Morganin lait yhdistavat yhdisteen, leikkauksen ja komplementoinnin,
(AUB)*=A°NB° ja (ANB)°=A°UDB* kaikille A ja B.

De Morganin lait yleistyvit myos usemman kuin kahden joukon yli lasketulle yhdisteelle ja
leikkaukselle.

Yhdisteen ja leikkauksen voi laskea myos déirettomén monen joukon kokoelmalle. Jos Aq, As, . ..
ovat perusjoukon osajoukkoja, niin niiden yhdistettd merkitaan

U A; ={z:x € Aj jollakin j}

Jj=1
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ja leikkausta merkitdan

Aj ={z:z € Aj kaikilla j}.

5

1

J

Todennékoisyyslaskennan yhteydesséd joukko-operaatioille voidaan antaa havainnollisempia
tulkintoja. Tuomisen Todennékoisyys I -teoksesta mukailtu taulukko 1.1 antaa tésté esimerkkejé.

Taulukko 1.1 Eriité joukko-opin merkintéjen tulkintoja.

Kaava Tulkinta

Q varma tapahtuma
0 mahdoton tapahtuma
r€A x on A:lle suotuisa alkeistapaus
A A sattuu
Ac A ei satu

AUB A tai B (tai molemmat) sattuu
ANB sekd A ja B sattuvat
ANB =10 A ja B ovat erillisié eli toisensa poissulkevia
ACB jos A sattuu, niin myos B sattuu
A\ B A sattuu, mutta B ei satu
Uj=14;  ainakin yksi tapahtumista A;,5 > 1 sattuu
Nj=1A4;  kaikki tapahtumat A;, j > 1 sattuvat

Esimerkki 1.1. Perusjoukko eréissé sovelluksissa. Reaalimaailman satunnaisilmion mallintami-
seksi perusjoukko voidaan valita muuten vapaasti, mutta sen pitéda olla riittdvéan rikas, jotta kaik-
ki kiinnostuksen kohteena olevat tapahtumat voidaan esittéda sen osajoukkoina. Tietty sovellus
voidaan kéasitelld kayttamalld useita erilaisia valintoja.

e Nopanheitossa tulos on jokin silméluvuista 1, 2, ..., 6. Perusjoukoksi voidaan valita suo-
raviivaisesti

Q={1,2,3,4,5,6}
siten, ettd alkeistapaus kertoo suoraan saadun silméluvun.

e Kahden nopan heitossa voidaan alkeistapaukset esittéiéi kokonaislukupareilla (7, ), jossa
ensimmaéinen koordinaatti ¢ kertoo ensimméisen nopan tuloksen ja toinen koordinaatti j
toisen nopan tuloksen. Siis voidaan valita

Q={(i,j):1<i<6,1<j<6}.

Téamaé valinta kelpaisi myos yhden nopan heiton kuvailuun; meidéan tarvitsisi vain jattaa
laskuissa jalkimmaé&inen koordinaatti huomioimatta.
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e Matemaattisissa ohjelmistoissa on yleensd ns. satunnaislukugeneraattori, joka poimii sa-
tunnaisesti reaaliluvun vililtd (0,1). T&lloin luonteva perusjoukko on kyseinen lukuvili,
Q = (0,1). Toisin kuin edellisissé sovelluksissa, télld kertaa perusjoukko ei ole éiirellinen,
vaan on ddreton ja sisdltdd ylinumeroituvan monta alkiota.

e Eriis tarkeéd stokastisten prosessien tyyppi on sellainen, jonka jokainen realisaatio on vélilla
(0, 00) médritelty jatkuva funktio. Téll6in luonteva perusjoukko on kaikkien vililli (0, co)
médriteltyjen jatkuvien funktioiden muodostama joukko. Téllaisen perusjoukon késittely
on huomattavasti monimutkaisempaa kuin mink#én aikaisemmin esitetyn perusjoukon késittely,
mutta tdhin asiaan emme tilld kurssilla puutu.

A

1.3 Matemaattinen todennikoisyyden kisite

Johdantoluvussa tapasimme erilaisia todennikoisyyden tulkintoja. Matemaattinen todennakoi-
syyden kisite ei ota kantaa siithen, miten sitd tulkitaan eli miten sitd sovelletaan reaalimaailman
ilmididen kuvailuun. Sen sijaan ajatuksena on méiritella aksioomien avulla, minkélaisia omi-
naisuuksia todenn#koisyydelld on. Namé todennédkoisyyden aksioomat esitti A. N. Kolmogorov
1930-luvulla

Ennen aksioomien lapikédyntid teemme seuraavan méaéritelmén. Tapahtumat A, Ao, ... ovat
erillisii (engl. disjoint) eli toisensa poissulkevia (engl. mutually exclusive), mikili

AiNA; =0 kun i+#j.

Todennikoisyys(mitta) (engl. probability measure) P liittdéd perusjoukon  tapahtumiin A C
Q reaaliluvun P(A), jota kutsutaan tapahtuman A todenniikoisyydeksi. Todennikoisyydelti vaa-
ditaan seuraavat ominaisuudet.

Maiéritelmd 1.2, P on todennékéisyys (lyh. tn) eli todennéksisyysmitta (lyh. tn-mitta), mikéli
se toteuttaa seuraavat kolme ominaisuutta.

(1) P(A) > 0 kaikille tapahtumille A C Q,
(2) P(0) = 0 ja P(Q) = 1
(3) (taysadditiivusuus) P(U;Z, Aj) = 2272, P(A;), kun Ay, Ag, ... ovat erillisid tapahtumia.

Jos A ja B ovat erillisid tapahtumia (ts. A N B = (}), niin tdysadditiivisuuden aksioomasta
seuraa (valinnoilla A; = A, Ay = B ja A; =0, kun j > 3) se, ettd

P(AUB)=P(A)+ P(B) kan ANB=0. (1.2)

Tété ominaisuutta kutsutaan tn-mitan (4érelliseksi) additiivisuudeksi. Vastaavasti ndhddin, ettd
mikdli Ay, ..., A, ovat erillisid tapahtumia, niin

P(A;U---UA,) =P(A1) + -+ P(Ay).

Téamén tosiseikan voi johtaa paitsi tdysadditiivisuuden aksioomasta myos induktiolla additiivi-
suudesta kahdelle erilliselle tapahtumalle (1.2). (Sen sijaan tdysadditiivisuutta ei ole mahdol-
lista johtaa induktiolla ominaisuudesta (1.2).) Pysihdymme nyt pohtimaan todennikoisyyden
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frekvenssitulkinnan valossa, miksi kaavassa (1.2) formalisoitu (&érellinen) additiivisuus on luon-
nollinen todennékoisyyden ominaisuus.

Olkoot A ja B tietyn satunnaiskokeen erillisid tapahtumia. Oletetaan, etté kyseistéd satunnais-
koetta toistetaan riippumattomasti N kertaa. (Emme téissd vaiheessa miéérittele, mité téillainen
riippumaton toistaminen oikeastaan tarkoittaa, vaan pohdinta pitdd yrittad ymmaértéaa intuitioon
nojautuen. Riippumattomissa toistoissa edeltdvien kokeiden tulokset eivit vaikuta seuraavan
kokeen tulokseen.) Sovitaan, ettd N(FE) tarkoittaa niiden kokeiden lukuméérié, joissa tapahtuma
E sattuu. Koska A ja B ovat erillisiéi, niin N(AU B) = N(A) + N(B), silld kussakin toistossa
korkeintaan yksi tapahtumista A tai B voi sattua. Tdmén takia

N(AUB) _ N(4) , N(B)

N N N’

joten additiivisuus pétee suhteellisille frekvensseille. Rajank&ynnin jélkeen additiivisuuden pitda
pated myos todennékoisyyksille.

Sen sijaan tdysadditiiviisuus (aksiooma (3)) ei ole intuitiivisesti selvd ominaisuus. Se oletetaan
matemaattisen mukavuudenhalun takia. Télla tavalla menetellen saadaan matemaattisesti kaunis
teoria, jonka puitteissa voidaan formuloida ja todistaa esim. ddrettomia pitkiad tapahtumajonoja
koskevia lauseita (kuten vaikkapa vahva suurten lukujen lause).

Todennédkoisyyden aksioomeista seuraa yksinkertaisilla laskuilla monia sen ominaisuuksia,
kuten esimerkiksi seuraavassa lauseessa todetut ominaisuudet. Néistd osa jétetddn harjoitus-
tehtédviksi. Ideana todistuksissa on jakaa sopivasti valittu tapahtuma erillisiin tapahtumiin, ja
sitten soveltaa (ddrellistéd) additiivisuutta (1.2) sekd muita todennikoisyyden ominaisuuksia.

Lause 1.1. Todenndkoisyydelld on seuraavat ominaisuudet.

a) (Adrellinen additiivisuus) Jos AN B = (), niin P(AU B) = P(A) + P(B).
b) P(A¢) =1— P(A) kaikille A.

¢) 0< P(A) <1 kaikille A.

d) (Tn-mitan monotonisuus) Jos A C B, niin P(A) < P(B).

¢) P(A\ B) = P(A) — P(AN B) kaikille A ja B.

f) (Yhteenlaskukaava) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) kaikille A ja B.
g) (Boolen epiyhtils) P(AU B) < P(A) + P(B) kaikille A ja B.

h) (Bonferronin epiyhtild) P(AN B) > P(A) + P(B) — 1 kaikille A ja B.

Todistus. Azrellinen additiivisuus (a-kohta) todistettiin kaavassa (1.2). Todistetaan esimerkin
vuoksi kohdat b) ja ¢). Jos A on tapahtuma, niin = A U A, jossa osat ovat erillisii. Additii-
visuuden ja aksiooman (2) nojalla

1= P(A)+ P(A°),

joten b-kohta on todistettu. Koska A° on tapahtuma, niin P(A°) > 0 aksiooman (1) nojalla,
joten
P(A)=1-P(A°) <1,

miki yhdessé aksiooman (1) kanssa todistaa c-kohdan. O
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Huomautus. 0 < P(A) < 1 kaikille tapahtumille A. Jos saat jonkin tapahtuman todenn#koi-
syydeksi luvun, joka ei ole vililld [0, 1], olet tehnyt laskuvirheen.

Yhdessé perusjoukkoa §2, sen tapahtumia eli sitd :n osajoukkojen kokoelmaa, jolla tn P on
méadritelty, sekéd tn-mittaa P kutsutaan todenndkdisyysavaruudeksi (tai todennékoisyyskentéksi).

Taydentdvd huomautus. Jos perusjoukko 2 on &dérellinen tai korkeintaan numeroituvasti
ddreton, niin tavallisesti sallitaan tapahtumaksi mika tahansa perusjoukon osajoukko. Jos kuiten-
kin £ on suurempi kuin numeroituvasti daretén, niin todennékoéisyyden aksioomia ei saada toteu-
tumaan kaikille sen osajoukoille, vaan joukkofunktion P méarittelyjoukkoa pitda rajoittaa. Kaik-
kien tapahtumien joukolla eli todennékoisyyden P maérittelyjoukolla kuuluu olla se ominaisuus,
ettd se on ns. g-algebra. Tésté seuraa se, etté jos ldhdetédén likkeelle korkeintaan numeroituvasta
médristd tapahtumia, ja sovelletaan niihin korkeintaan numeroituva mééaréd joukko-operaatiota,
niin tulokseksi saadaan tapahtuma. T&lld kurssilla sivuutamme o-algebroihin liittyvét tarkaste-
lut, ja oletamme, ettd todennékdisyys on méiiritelty kaikille meitd kiinostaville pe-
rusjoukon osajoukoille.

1.4 Kombinatoriikkaa

Lantinheiton, nopanheiton, korttipelien, loton ja muiden téllaisten uhkapelin stokastisena mallina
pidetddn — mikali ei kerrota tarkempia tietoja — klassista todennikoisyyden tulkintaa, jonka
mukaan

_#A

#Q
Tapahtuman A todennékoisyys on télloin tapahtumalle suotuisten alkeistapauksien lukumééran
#A (ts. joukon A alkioiden lukumdéirin) ja kaikkien mahdollisten alkeistapauksien lukumé&érin
#Q (ts. perusjoukon  alkioiden lukuméirin) osaméiiri. Tillainen valinta on mahdollista tieten-
kin vain silloin, kun perusjoukko on dérellinen. Alkeistapaukset w € Q ovat télloin siind mielessi
symmetrisid, ettd niilla on kaikilla sama todennékéisyys, eli

P(A) (1.3)

1

Téllaiseen malliin viitataan usein termilld klassinen todenndkdisyys. Vaihtoehtoisesti voi-
daan puhua tasaisesta todenndkdisyysmallista tai esim. symmetrisestd todenndkdisyysavarvudes-
ta. Kun kisitelldéin klassista todennékoisyyttéd (eli symmetristd todenniikéisyysavaruutta), niin
stokastinen malli on mé#ritelty heti, kun perusjoukko on valittu. Perusjoukko Q2 pitd# tietenkin
valita jarkevisti, jotta sen alkiot ja reaalimaailman symmetriat vastaavat toisiaan. Jotta osai-
simme laskea todennékoisyyksid, meidén pitdd osata laskea erditd kombinatorisia laskuja, jotka
lienevit lukijalle pafosin jo ennestédan tuttuja.

Tarkastellaan n-alkioista joukkoa F,

E={ej,ea,...,en}.

Kuinka monella eri tavalla voidaan poimia k alkiota n-alkoisesta joukosta E7?
Saamme tdhdn kysymykseen erilaisia vastauksia sen mukaan, valitaanko alkiot

o takaisinpanolla (eli palauttaen, engl. with replacement), jolloin sama alkio voidaan valita
useaan kertaan, ja k voi olla suurempi kuin n;

e ilman takaisinpanoa (eli takaisinpanotta eli palauttamatta, engl. without replacement), jol-
loin valitaan & < n eri alkiota.
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Termi “takaisinpano” viittaa tilanteeseen, jossa esim. arpalippuja poimitaan arvontauurnasta
umpiméhkéén yksi kerrallaan. Otannassa takaisinpanolla kukin arpalippu palautetaan, eli pan-
naan takaisin uurnaan ennen seuraavan arvan poimintaa. Otannassa ilman takaisinpanoa arpa-
lippua ei laiteta takaisin ennen seuravan arpalipun poimintaa.

Lisdksi pitad kertoa, onko poimintajérjestyksella vilia vai ei.

e Jos poimintajirjestykselli on vdilid, niin valinta esitetdén (jirjestettyni) jonona.

e Jos poimintajdirjestykselld ev ole vdlid, niin sellaiset kaksi valintaa ovat ekvivalentteja, joissa
on poimittu samat alkiot (ja kukin alkio on molemmissa valinnoissa poimittu yhti monta
kertaa).

Pysytymme laskemaan lukuméiiriit eri tilanteissa ns. (kombinatoriikan) tuloperiaatteen avul-
la.

Mséiritelma 1.3 (Tuloperiaate). Tarkastellaan tehtéivii, joka voidaan jakaa k:hon osatehtéviin,
joilla on seuraavat ominaisuudet. Ensimmaéinen osatehtévi voidaan suorittaa ni:lla eri tavalla.
Kun ensimmaéinen osatehtdva on suoritettu, toinen osatehtédvé voidaan suorittaa no:lla eri taval-
la (riippumatta siitd, mikd valinta tehtiin ensimmdéisessd vaiheessa) jne. ja viimein, kun k — 1
ensimmaéistd osatehtdvid on suoritettu, k:s osatehtéivd voidaan suorittaa ny eri tavalla (riippu-
matta siitd, mitkd valinnat tehtiin aikaisemmissa vaiheissa). Mikéili koko tehtéivin ratkaisu saa-
daan koottua yksikésitteiselld tavalla osatehtévien ratkaisuista, niin talléin koko tehtévi voidaan
suorittaa

k
ning Nk = Hnj
j=1

eri tavalla.

Poiminta takaisinpanolla, kun poimintajirjestykselld on vilid: n-alkioisesta joukosta
E voidaan muodostaa

nk

erilaista k-alkioista jonoa (z1,...,x)) takaisinpanolla. Taméi lukumé&érd on sama kuin joukon E

k-kertaisen karteesisen tulon
Ex---xE (k tekijad)

kardinaliteetti. Kunkin koordinaatin x; arvolle on n eri mahdollisuutta riippumatta muiden koor-
dinaattien arvoista, joten lukumésrd n* saadaan laskettua tuloperiaatteella. Tillaisten jonojen
muodostama joukko ja vastaava tasainen todennakoisyysmalli on luonteva malli esim. k:1le lantin
tai nopan heitolle: lantinheitossa joukolla E on n = 2 alkiota, ja nopanheitossa n = 6.
Poiminta ilman takaisinpanoa, kun poimintajirjestykselld on véilid: n-alkioisesta
joukosta F voidaan muodostaa
nn—1)---(n—k+1).

erilaista k-jonoa (k < n), kun kaikkien jonon alkioiden pitédd olla erisuuria. Téllaisiin jonoihin
viitataan termilli E:n k-permutaatio (tai termilld k-variaatio, kuten Tuomisen kirjassa). En-
simméinen jonon alkio voidaan valita n erilaisella tavalla. Tamén jélkeen toinen alkio voidaan
valita (n — 1):114 eri tavalla, silld toisen alkion pitd4 olla eri suuri kuin ensimmaéisen. Tekemlla
talla tavoin perédkkéin k£ valintaa, joissa aina edelliset valinnat on suljettu pois padadytdaan ylla
olevaan kaavaan.

Muistathan n-kertoman n! méaritelmén kokonaisluvulle n > 0:

nl=n-(n—1)---2-1, kunn>1,ja 0'=1. (1.4)
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Kertoma n! ilmaisee m-alkoisen joukon n-permutaatioiden, eli lyhyesti permutaatioiden luku-
maédran: n alkiota voidaan jérjestéé n! erilaisella tavalla. Kertoman avulla kirjoitettuna n-alkioisen
joukon k-permutaatioita on

n!
———=nn—-1)---(n—k+1).
oy = ) )
Poiminta ilman takaisinpanoa, kun poimintajirjestykselld ei ole vilid: kun n-
alkioisesta joukosta E valitaan k alkiota ilman takaisinpanoa, niin tdmé& on sama asia kuin
ettd valitaan joukon E k-alkioinen osajoukko. N&itd k-osajoukkoja kutsutaan myos joukon F
k-kombinaatiotksi. Niiden lukumééran ilmaisee binomikerroin n yli k:n,

<Z) m, kunogkﬁ'fh
0, muuten.
) 1 (1.5)
_ nin — )k'(ni i ), kun 0 < k <n,
0, muuten.

Tamaé johtuu siité, ettd kukin téllainen osajoukko voidaan jarjestéé k! eri tavalla k-jonoksi, jolloin
saadaan generoitua kertaalleen kaikki joukon F k-permutaatiot.

Poiminta takaisinpanolla, kun poimintajirjestykselld ei ole vilii: sivuutetaan télla
kurssilla.

Binomikertoimet esiintyvét myos ns. binomikaavassa, jonka mukaan

(a+b)" = Z (Z) ak bk, (1.6)

k=0

kun a ja b ovat reaalilukuja ja n > 0 on kokonaisluku. Binomikaava seuraa edelld selostetusta
binomikertoimien kombinatorisesta luonnehdinnasta seké reaalilukujen laskutoimitusten ominai-
suuksista.

1.5 Multinomikertoimet

Erés tulkinta binomikertoimelle (Z) on, etté se kertoo, kuinka monella tavalla n-alkioinen joukko
voidaan osittaa kahteen osajoukkoon siten, ettd ensimmaéiiseen osaan tulee k alkiota ja toiseen
osaan n — k alkiota.

Kuinka monta vaihtoehtoa on, jos n-alkioinen joukko ositetaan kolmeen osajoukkoon siten,
ettd ensimméiseen osaan tulee kp alkioita, toiseen osaan ko alkioita ja kolmanteen osaan ks
alkiota? Jotta kysymys olisi mielekés, pitdd tietenkin olettaa, ettd kukin 0 < k; < n, ja etté

k1+k2+k3:n.

Samme vastattua kysymykseen helposti tuloperiatteen avulla. Voimme valita ensimmaéisen
osajoukon alkiot (IZ ) tavalla, ja sen jilkeen toisen osan alkiot (";fl) tavalla, jonka jéalkeen kaikki
jaljelle jaaneet alkiot kuuluvat kolmanteen osaan. Nain ollen eri mahdollisuuksia on yhteensé

n\(n—k\ n! (n —ky)! . nl
kl k‘g o kll(n—kl)!kgl(n—kl —kg)! a k‘1|k2']€3'
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Télle luvulle kdytetddn seuraavia merkintoja,

n B n B n!
kikoks)  \ki,ko,ks)  kilkolks!

eli toisinaan alakerrassa olevat luvut erotetaan toisistaan selvyyden vuoksi pilkuilla, ja toisinaan
taas pilkkuja ei kiiytetd. Télle luvulle kiiytetéiéin nimitysté trinomikerroin (tai multinomikerroin).
Yleistetddn edellinen kysymys m:lle osalle. Olkoon annettuna luvut ki,...,k,, siten, ettd
kukin 0 < k; < n, ja
ki+- -+ kn=n.

Miten monella eri tavalla n-alkioinen joukko voidaan osittaa m osaan Aj,...,A,, siten, etti
kussakin osassa A; on k; alkiota? Vastaavalla tavalla paittelemailld kuin edelld tapauksessa m = 3
nahd&an, ettd eri mahdollisuuksia on

n! n
— 1.7
kilksl - k! (kl,kg,...,km> (1.7)

kappaletta. Naitd lukuja kutsutaan multinomikertoimiksi. Binomikerroin on tietenkin multino-

mikertoimen erikoistapaus, silla
n\ n! B n
k) kln—k)! \kn—£k/)

Multinomikertoimet esiintyvét ns. multinomikaavassa, jonka mukaan

n __ n k1 ko km
(a1 +ag+ -+ ap) _Z(kl,kg, .,km)al as®...a;m. (1.8)
Téssé kaavassa summataan yli kaikkien sellaisten ei-negatiivisten kokonaislukujen k1, ko, . . ., ki,

joiden summa on n. Binomikaava (1.6) on multinomikaavan erikoistapaus.

1.6 Ehdollinen todenniko6isyys

Toisinaan saamme tapahtuneesta osittaista informaatiota, ja tdmé informaatio voidaan esittié
silind muodossa, ettd tapahtuma B on sattunut, jossa P(B) > 0. Kun tdméi tieto otetaan huo-
mioon, niin jonkin muun tapahtuman A todennékoisyytené ei enédéd pidetd sen alkuperaistd to-
dennikoisyyttd P(A) vaan sen sijaan lasketaan tapahtuman A ehdollinen todenndikéisyys ehdolla
B, joka mééritellain kaavalla

P(AN B)

P(A| B)= —F .

jossa P(B) > 0. (1.9)

T&mé on tapahtuman A todennékéisyys, kun otetaan huomioon (tdsmélleen se) ettd B on sat-
tunut.

Esimerkki 1.2. Kysymys: Heitetddn kerran noppaa, ja silméluku on parillinen. Milld toden-
nikoisyydelld silméluku on a) yksi b) kaksi?

Vastaus maalaisjirked soveltamalla: Koska silméluku on parillinen, niin se ei tietenk&én voi
olla yksi, joten vastaus a-kohtaan on nolla; koska silméluku on parillinen, niin vaihtoehdot 2, 4
ja 6 ovat yhtd todennikoisii, joten vastaus b-kohtaan on 1/3.

10
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Vastaus ehdollisen todennikdisyyden kaavaa soveltamalla: Olkoon perusjoukkona {1,...,6}
siten, ettd perusjoukon alkio kertoo nopan silméluvun. T&ll6in a-kohdan todennékéisyys on

P({1} | {2,4,6)) = P({1}N{2,4.6}) _ P(0) _

P({2,4,6})  3/6

ja b-kohdan todennidkdisyys on

P2} (2.0 = T2 {;‘7276?)6” -1

A

Ehdollisen todennikoisyyden P(A | B) kaavassa (1.9) otetaan uudeksi perusjoukoksi B, jonka
ehdolliseksi todennékoisyydeksi P(B | B) pitdé saada yksi. Tdmé saadaan aikaan normittamalla
alkuperdinen todennékoisyys: se jaetaan ehdon B todennikoisyydelld. Koska B on sattunut, niin
kaavassa lasketaan ei-ehdollisia todennékoisyyksid vain joukon B osajoukoille AN B.

Ehdollisen todennikéisyyden kaavan (1.9) voi motivoida myds sen frekvenssitulkinnan avulla.
Tarkastellaan N-kertaista toistokoetta, jossa voi sattua A tai B tai molemmat. Tapahtuman A
suhteellinen esiintymisfrekvenssi niissé kokeissa, joissa on sattunut tapahtuma B on

N(AnB) N(ANB)/N

NB) ~  N(B)/N

Frekvenssitulkinnan mukaan jalkimmaéisessd muodossa osoittaja lahestyy todennékoisyyttda P(AN
B) ja nimittijd todenniksisyyttd P(B), kun N kasvaa rajatta. Siis ehdollisen todennékoisyyden
P(A | B) méadritelmé osaméérénd P(A N B)/P(B) on jarkeenkdypé.
“Alkuperiiset”eli ei-ehdolliset todennékoisyydet P(A) voidaan ymmértéaé ehdollisina toden-
nékoisyyksinéd ehdolla €,
(ANQ) P(A)

P(AQ)PP(Q) T

On lisiksi mahdollista tarkistaa, ettd ehdollinen todennikéisyys P(A | B) on argumentin A
funktiona todennikoisyys, eli ettd se toteuttaa todennidkoisyyden kolme aksioomaa. Téstd seu-
raa, ettd ehdolliselle todenniiksisyydelle saadaan kidyttid samoja laskusdéintsja (pys-
tyviivan vasemmalla puolella esiintyvin argumentin suhteen), kuin tavalliselle to-
dennikoisyydelle.

Ehdollisen todennékéisyyden médritelmé (1.9) voidaan kirjoittaa my6s tulomuodossa,

P(ANB) = P(A| B) P(B). (1.10)

Tamé erittdin tdrked kaava on nimeltdan todennékoisyyksien kertolaskusddnto eli kertolaskukaa-
va. Siitd kdytetddn myos nimeéd todennikoisyyslaskennan ketjusddnto.
Mikéli P(A) > 0 ja P(B) > 0, on

P(AnB)=P(A|B)P(B)=P(A)P(B|A),
josta saadaan ratkaistua toinen ehdollisista todennékoisyyksistd, nimittédin

P(A| B) P(B)

P(B|4) = =55

11
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Kertolaskusdénto (1.10) voidaan yleistdd myos usemmalle tapahtumalle. Tarkastellaan esi-
merkiksi kolmea tapahtumaa A, B ja C, ja oletetaan, ettd P(A N B) > 0. Talloin myds P(A) > 0,
ja

P(ANB) P(ANnBNCQC)
P(A) P(ANB)
=P(ANBNCO).

P(A)P(B| A)P(C | AN B) = P(A)

Jos tapahtumia on n kappaletta Aj,..., A, ja P(AyN---N A,—1) > 0, niin niiden leikkauksen
todennékoisyys saadaan kertolaskusdannolla

P(A N---NA)

1.11
=P(A))P(Ay | A1) P(A3 | A1NAs)---P(A, | A1 N~ NAL_1). ( )
Esimerkki 1.3. Perusteellisesti sekoitetusta 52 kortin pakasta jaetaan kaksi korttia. Tarkastel-
laan tapahtumia

Ay = {“1. kortti on dssd”}, Ag = {“2. kortti on dssd”}.

Laske todenniikoisyydet P(Ay), P(As), P(A; N As) ja P(As | Ay).
Ratkaisu 1. Valitaan perusjoukoksi 52 kortin 2-permutaatiot, joita on 52 - 51 kappaletta.
Tuloperiaatteen nojalla

H#A] =H#Ay =451,  #(A1NAy)=4-3.

Siis
4-51 1 4.3
Pld) =P(4e) = 55y = 330 PlinAe) = 5=,

ja naistéd saadaan
P(A; N Ay) 4-3 1

Ratkaisu 2. Ajatellaan tilannetta kortti kerrallaan. Todenn#ikoisyys, ettd ensimméinen kortti
on #ssé on tietenkin 4/52, koska #issiéi on pakassa nelji. Kun tarkastellaan vain yhden kortin arvoa
kerrallaan, on samantekeviiid, monentenako se jaetaan, joten 4/52 on myds tn sille, ettd toinen

kortti on dssé. Siis

4 1

Kun ensimméinen kortti on jaettu ja osoittautunut &sséksi, niin jéljelld on perusteellisesti sekoi-
tettu 51 kortin pakka, joka sisdltdd 3 dssdd. Tamén takia

3
P(4z | 4) = 2.

Kertolaskusdannon nojalla

P(A1 1 Ay) = P(Ay) P(Ay | Ay) = -2

12
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1.7 Tapahtumien riippumattomuus

Madritelmi 1.4 (Kahden tapahtuman riippumattomuus). Tapahtumat A ja B ovat riippumat-
tomia, jos

P(ANB)=P(A) P(B).
T&amé asia voidaan merkitd A 1L B.
Huomautus. Tarkista, ettd ymmérrat, mitd eroa on seuraavilla késitteilli.
a) A ja B ovat erillisii tapahtumia,
b) A ja B ovat riippumattomia tapahtumia.

Jos A ja B ovat riippumattomia, niin tapauksen A N B todenn#koisyys saadaan kertomal-
la keskenién kyseisten tapauksien ei-ehdolliset todennikéisyydet. (Yleisemméssd tapauksessa
tarvitaan kertolaskusdantod (1.10).)

Jos P(B) >0 ja A 1L B, niin

P(ANnB) P(A)P(B)

PAIB) = =55 = —pg = A

Siis mikéli A ja B ovat riippumattomia, niin tieto B:n sattumisesta ei muuta A:n todenndkoisyytta.
Toisaalta, jos P(B) > 0 ja P(A| B) = P(A), niin A 1 B, silli t4ll5in

P(ANB)=P(BNA)=P(B)P(A| B)=P(A) P(B).
Yhteenveto edellisistd tarkasteluista: jos P(B) > 0, on
AuB <= P(A|B)=P(A). (1.12)
Jos A 1L B, niin helpoilla laskuilla saadaan tarkistettua, ettd myos
A°u1 B, A1l B¢ A°u B

Esimerkki 1.4. Kahden nopan heitto. Perusjoukko on Q = Ex E, jossa F = {1,2,3,4,5,6}. Sen
alkeistapaukset ovat symmetrisid, ja alkeistapauksessa (x,y) € F x E ensimméinen koordinaatti
x kertoo ensimmaéisen nopan silméluvun ja toinen koordinaatti y toisen nopan silméluvun. Olkoot
1 <4,7 < 6 annettuja kokonaislukuja, ja tarkastellaan tapahtumia

A = {“nopan yksi tulos on i”}, B = {“nopan kaksi tulos on j”}

Télloin
P(A)= o, P(B)=y
36 36
ja
11
joten A 1L B. A
Msiiritelmd 1.5 (Useamman tapahtuman riippumattomuus). Tapahtumat Ai,..., A, ovat
riippumattomia, miké asia voidaan merkitd Aq,..., A, L, jos kaikilla &k > 2 on voimassa
P(An mﬂAlk) = P(A'LI)P(Alk)
aina kun ¢y, ..., ovat keskendén erisuuria kokonaislukuja, jotka kaikki ovat vlillda 1 <i; < n.

13
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Esimerkiksi kolme tapahtumaa A, B ja C ovat riippumattomia, jos kaikki seuraavaat nelji
ehtoa péitevit,

P(ANB) = P(A)P(B)
P(ANC) = P(A)P(C)
P(BNC) = P(B)P(C)

P(ANBNC) P(A) P(B) P(C)

Tissd neljis ehto ei seuraa kolmesta ensimmiiisesté, eli tapahtumien A, B ja C parittaisesta
riippumattomuudesta, mikd voidaan osoittaa yksinkertaisella esimerkill&.

Jos tapahtumat Aj,..., A, ovat riippumattomia, ja kukin joukoista B; on joko A; tai sen
komplementti, niin voidaan osoittaa, ettd tapahtumat By, ..., B, ovat my6s riippumattomia.

Miiritelmé 1.6 (Ehdollinen riippumattomuus). Olkoon C' tapahtuma, jolle P(C) > 0. Tapah-
tumat A ja B ovat ehdollisesti riippumattomia ehdolla C, jos

P(ANnB|C)=P(A|C)P(B|C).
Témé voidaan merkitd (A U B) | C.

Toisin sanoen kaksi tapahtumaa ovat ehdollisesti riippumattomia ehdolla C| jos ne ovat riippu-
mattomia ehdollisen todennékéisyyden P(- | C') mielessd. Ehdollisen riippumattomuuden kisite
voidaan télla periaatteella tietenkin yleistdd useammalle kuin kahdelle tapahtumalle.

1.8 Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava

Maiésritelmé 1.7. Tapahtumat By, ..., B, muodostavat perusjoukon 2 osituksen, jos
e ne ovat erillisid: B; N B; =0, kun ¢ # j
e ne peittivit (eli tyhjentidvit) Qm, eli Q = By U--- U B,.

Olkoon A tapahtuma ja By, ..., B, perusjoukon Q ositus. Joukko A voidaan osittaa leikka-
malla se kullakin joukoista B;, eli

A=(ANB;)U---U(ANB,),

jossa osat (AN By),...,(AN By,) ovat erillisid, joten (additiivisuus ja kertolaskusdanto)
P(A) =) _P(Bi)P(A| By). (1.13)
i=1

Téaméa on kokonaistodenndkoisyyden kaava.
Olkoon A tapahtuma siten, ettd P(A) > 0, ja olkoon By,..., B, perusjoukon  ositus. Jos
tapahtuma A on sattunut, niin tapahtuman B; (ehdollinen) tn on
P(ANB;) P(Bi)P(A|B))

PBAA =" = )

Kun téssd P(A) vield esitetdén kokonaistodennikoisyyden kaavalla, saadaan Bayesin kaava

P(B;) P(A| B;)
> =1 P(B;j) P(A| By)’

Jj=1

P(B; | A) = 1<i<n. (1.14)

14
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1.9 Monotoninen jatkuvuus

Tarkastellaan jonoa erillisid tapahtumia Aq, Ao, ... Maéaritelldin kaikilla n > 1 tapahtuma B,
vhdisteend n ensimméisesti A;-tapahtumasta,

n
B, =] A4
i=1
Tapahtumat By, B, ... muodostavat nyt kasvavan jonon, ts.

BicBC...

Liséksi - -
4= B
=1 n=1

Kehitetédin seuraavaksi esitys ylldolevan numeroituvasti darettomén yhdisteen tn:lle.
Todennéikdisyyden tiysadditiivisuuden ja tapahtumien Ay, As, ... erillisyyden nojalla on voi-
massa

P(B,) =Y P(A) —— > P(4)=P(JA)=P(J Bu).
1=1 i=1 m=1

i=1
Toisaalta, jos lihdetédén liikkeelle kasvavasta jonosta tapahtuma Bi, Bs, ..., jossa siis
BiCBC...,
niin on helppoa konstruoida erilliset tapahtumat A;, As, ... siten, ettd kullakin n joukko B,, on

yvhdiste n ensimmaéisesté joukosta A;. Meidén tarvitsee vain valita
Ay =DB1, Ay=DBy\ A, Az=DB3\(4A1UA)

ja niin edelleen, ts. asetetaan A; = B; \ (U;;llAj), kun ¢ > 2. Edellisen pééttelyn nojalla on
voimassa

oo
P(,:Ul Bi) = lim P(B,).
Komplementteihin siirtymaélld ndhdaéan ettd samanlainen raja-arvotulos pétee, kun tarkastel-
laan laskevaa jonoa tapahtumia Bi, Bs, ..., jossa siis
Bi1D>ByD....
T&ll6in on voimassa -
P(D1 Bi) = lim P(B,).
Kirjataan ndmé& huomiot lauseeksi.
Lause 1.2 (Todenn#kdsisyyden monotoninen jatkuvuus). Olkoon By, Ba,... jono tapahtumia.
(a) Jos jono on kasvava, eli By C By C Bs C ..., niin

P(G B;) = lim P(B,).

n— oo
i=1
(b) Jos jono on laskeva, eli By D By D B3 D ..., niin
o0
P((B;) = lim P(B,).

! n— o0
=1
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Luku 2

Satunnaismuuttuja

2.1 Satunnaismuuttuja ja sen jakauma

Satunnaismuuttuja (lyhenne sm, engl. random variable, rv; my6s variate) on satunnaiskokeeseen
liittyvd numeerinen muuttuja, jonka arvo médraytyy kokeen lopputuloksesta. Satunnaismuuttuja
on siis perusjoukolla mééritelty reaaliarvoinen funktio.

Maiésritelmé 2.1. Olkoon 2 perusjoukko. Kuvaus X : 2 — R on satunnaismuuttuja.

Huomautus. Tarkasti ottaen edellinen madritelma ei ole riittdva. Lisdksi pitaisi vaatia, ettd jo-
kaisen riittdvin sddnnollisen joukon (kuten esim. jokaisen vilin) B C R alkukuva kuvauksessa
X pitdéd olla tapahtuma, eli sellainen 2:n osajoukko, jonka tn on mééritelty. Taméa vaatimus
ilmaistaan sanomalla, ettd X on Borelin funktio (eli Borel-mitallinen funktio). Tésté ldhtien
sivuutamme téllaiset mitallisuustarkastelut.

Esimerkki 2.1. Esimerkkeja satunnaismuuttujista.
e Silméluku nopanheitossa. Jos alkeistapaus w € {1,...,6} kertoo nopan silméluvun, niin
X(w)=w
on tuo silméluku.

e Silmélukujen summa kahdessa nopanheitossa. Jos E = {1,...,6}, perusjoukko Q = E x E,
ja alkeistapaukselle (i, j) € F X E ensimméinen koordinaatti ¢ kertoo nopan yksi ja toinen
koordinaatti j nopan kaksi silméluvun, niin niiden summan ilmoittaa

X(i,j) =i+ 3.
A

Maéritelmé 2.2 (Tapahtuman indikaattori). Olkoon A C € tapahtuma. Sen indikaattori (eli
ilmaisin eli osoitinmuuttuja) 14 on satunnaismuuttuja, jonka méiirittelee lauseke

1, joswe€E A,
1a(w) ={ !

0, muuten.
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Huomautus. Tapahtuman A indikaattorille kiytetdan yleisesti my6s merkintda I4. Jos tapahtu-
ma A esitetdin monimutkaisella lausekkeella, niin usein kaytetéddn edellisten sijasta merkintda
1(A) tai I(A). Jos on liséksi tarpeen merkitd argumentti w nikyviin (mutta harvoin on), niin
voidaan kiyttdd merkintoji 1(A)(w) tai I(A)(w).

Usein samalla perusjoukolla on mééritelty useampi kuin yksi satunnaismuuttuja, esim. X
ja Y. Talloin voidaan tarkastella myos satunnaismuuttujien vdlisid laskutoimituksia, kuten aX
(vakiolle @ € R), X +Y, XY jne. My6s ne ovat satunnaismuuttujia. Esim. X + Y tarkoittaa
funktioiden yhteenlaskua, ts. X +Y on se funktio 2 — R, jolle

(X+Y)(w)=X(w)+Y(w).

Toisin sanoen satunnaismuuttujien (ja muiden funktioiden) laskutoimitukset tulkitaan pisteittéin.
Jos Y el saa arvoa nolla, niin myés X/Y on sm.

Jos X on sm, niin voidaan kysy#, milld todenndkoisyydelld se saa arvon joukosta B, jossa
B C R. Kyseistéd tapahtumaa voidaan merkitéa

{weN: X(w) € B},
mutta sitd merkitdén tavallisesti lyhyemmin seuraavasti,
{XeB}={weQ: X(w)e B}.
Sen todennikoisyytta voidaan merkitéd jollakin seuraavista tavoista,
P(XeB)=P{XeB}=P{XeB})=P{we: X(w) € B}). (2.1)
Tavallisesti kiiytetdéin lyhyitd merkintojé, joissa ei esiinny perusjoukkoa €2 eiki sisdkkéisia sul-
kuja.

Erityisesti voidaan olla kiinnostuneita seuraavista valinnoista joukolle B. Huomaa, minkélaisia
merkint6ja niiden yhteydessa kidytetaén.

e B on yksio {z}, jossa x € R. Tdllgin kysytédéin pistetodenniikoisyytté

P(X=2)=P{weQ: X(w) =1z}).

e B on vili kuten esim. suljettu véli [a, b], jossa a < b,
Pla<X<b)=P{we:a<X(w)<b}).
Vastaavasti médritelldin P(a < X <b), P(a < X <b) ja P(a < X <b).
e Voidaan myos tarkastella tapausta B = (—oo, z]. Tdlloin merkitdin

P(X <12)=PweQ: X(w) < a}).

Maéiaritelmé 2.3 (Satunnaismuuttujan jakauma). Jos X on satunnaismuuttuja, niin sen jakau-
ma on

P(X € B)

ymmaérrettynd argumentin B C R funktiona.

17
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Huomautus. Itse asiassa tn P(X € B) on médritelty vain silloin, kun B C R on ns. Borelin
joukko, jollaisia ovat esim. kaikki valit ja kaikki joukot, jotka voidaan muodostaa numeroituvasta
médrdstd vilejd soveltamalla numeroituva méédrd joukko-operaatiota. Tastd ldhtien jatdmme
tdmén seikan vaille huomiota. (Oletamme, etté kaavoissa tarkastelemme vain sellaisia A C €,
jotka ovat tapahtumia; vain sellaisia B C R, jotka ovat Borelin joukkoja; vain sellaisia funktiota
X : Q = R, jotka ovat Borelin funktiota eli satunnaismuuttujia; vain sellaisia funktioita f : R —
R jotka ovat Borelin funktiota. Niité seikkoja ei tarvitse pelédstyd; muunlaisia joukkoja B C R
tai funktioita f : R — R on huomattavan vaikea konstruoida.)

On mahdollista osoittaa, ettd sm:n X jakauma
Px(B)=P(X € B), BCR

toteuttaa todennikoisyyden aksioomat, joten jakauma on perusjoukossa R mééritelty tn-mitta.
Kayttoon otetut lyhyet merkinnét johtavat siithen, ettd alkuperdinen perusjoukko 2 hévida ta-
vallisesti kokonaan merkinnéisté. Tilanne voidaan mieltdd myos siten, ettd perusjoukkona onkin
R ja ettd tapahtumat ovat sen osajoukkoja.

Jakauma on reaaliakselin osajoukkojen kokoelmalla méiritelty funktio, joten se on hyvin ab-
strakti olio. Seuraavaksi tarkastelemme konkreettisempia vélineité, joiden avulla voimme kuvailla
ja hallita jakaumia: kertyméfunktio, diskreetin jakauman pistetodennékoisyysfunktio ja jatkuvan
jakauman tiheysfunktio.

2.2 Kertymifunktio

Maisritelmé 2.4. Jos X on satunnaismuuttuja, niin funktio F: R — R
F(z) = P(X < x), z€R

on X:n kertyméfunktio (lyhenne kf).

Huomautus. Englannin kielelld jakauma on (probability) distribution (joskus law), ja kertymé-
funktio on distribution function tai cumulative distribution function, cdf.

Esimerkki 2.2. Tapahtuman indikaattorin kf. Olkoon A tapahtuma, ja olkoon X = 14, eli X
on tapahtuman A indikaattori. Talloin X :n kf on

0, jos ¢ < 0,
F(z)=<1-P(4), jos0<xz<1,
1, jos x > 1.
Huomaa, etté kf:lla voi olla hyppyjd ja ettd se voi olla vakio jollakin vélilla. A

Palautetaan mieleen ennen seuraavaa méaritelméé, ettd monotonisella funktiolla G : R — R
on jokaisessa pisteessd x € R olemassa sekéd vasemmanpuoleinen etté oikeanpuoleinen raja-arvo.
Lis#ksi silld on raja-arvo pisteissi —oo ja oo (mutta #irettoméssd raja-arvo voi olla joko jokin
reaaliluku, —oo tai oo). Niitd raja-arvoja merkitddn seuraavasti

Glz—) = lim G(y), Gla+) = lim G(y)
G(-00) = lim G(y), G(oo) = lim G(y).

Lause 2.1 (Kertyméfunktion ominaisuudet). Satunnaismuuttujan X kertymdfunktiolla F : R —
R on seuraavat ominaisuudet.

18



TN s-2012 10. lokakuuta 2012

(a) F on kasvava funktio.
(b) F on oikealta jatkuva funktio, eli

F(z+) = F(x), kaikilla x € R.

(¢c) F(—o0) =0 ja F(oo) = 1.

Kadntden, jos funktiolla F : R — R on ndimd ominaisuudet, niin on olemassa sm X siten, ettd
F on X:n kf.

Todistus. Jos F on X:n kf ja x < g, niin {X <z} C {X <y}, joten
F(r)=P(X <z) < P(X <y) =F(y),

miké todistaa ominaisuuden (a).

Koska F' on kasvava funktio, niin raja-arvo F(x+) on olemassa missé tahansa pisteessd x € R.
Koska oikeanpuoleinen raja-arvo on olemassa, niin se voidaan laskea minké tahansa pistettd x
oikealta ldhestyvéin jonon avulla, esim. seuraavasti,

n— 00 n n— 00

F(z+) = lim F(x—l—l): lim P(X§x+%):P(ﬁ{X§x+%})
— P(X <) = F2). .

Padittely perustui siihen, ettd tapahtumat {X < x + %} muodostavat laskevan jonon, kun n =
1,2,.... Sen takia voitiin kiyttdé tn-mitan monotonista jatkuvuutta (ks. lause 1.2).
Samaan tapaan c-kohta saadaan perusteltua monotonisen jatkuvuuden avulla, ts.

F(—o0) = lim F(-n) = P(( {X < -n}) = P(0) =0.

F(c0) = lim F(n) = P(_J{X <n})=P(Q) =1.

n

Sivuutamme perustelun sille, miksi ominaisuuksista (a), (b) ja (c) seuraa se, ettd F' on jonkin
satunnaismuuttujan kf. O

Lasketaan tn P(a < X <b), jossa a < b. Koska
{X<b}={X<a}U{a< X <b},

jossa osat ovat erillisid, on
Pla< X <b)=F(b) — F(a).

Seuraavan lauseen jélkeen pystymme toistamaan vastaavan laskun myos vileille (a,b), [a,b) ja

[a, b].
Lause 2.2. Jos F on sm:n X kf, niin kaikilla x
P(X <z)=F(z—).

Todistus. Todistus onnistuu helposti kdyttadmaélla tn-mitan monotonista jatkuvuutta. O
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Huomaa, ettd kertyméfunktiolla voi olla hyppyjé. Koska
{X <z} ={X <2} U{X =2z},
jossa osat ovat erillisié, niin
P X=2)=P(X<z)-P(X <z)=F(z)— F(z—).

Toisin sanoen pistetodennikoisyys P(X = x) on yhté suuri kuin kertyméfunktion hyppy pisteessi
x.

Merkintisopimus (satunnaismuuttuja voidaan ilmoittaa funktion alaindeksilld).
Usein tarkastellaan useampaa kuin yhté satunnaismuuttujaa, vaikkapa X ja Y. T&lloin kdytetdan
sellaista merkintdtapaa, jossa satunnaismuuttuja kirjoitetaan alaindeksiksi: esim. F'x on X:n
kf ja Fy on Y:n kf. Tatd merkintdtapaa voidaan kdyttdd muidenkin jakauman esitysten kuin
kertyméfunktioiden kohdalla.

Maéritelma 2.5. Satunnaismuuttujilla X ja Y on sama jakauma eli ne ovat samoin jakautuneet,
jos
P(X € B)=P(Y € B), kaikilla B C R.

Tamé seikka voidaan ilmaista merkinnalla
x<y.

Seuraava lause toteaa, ettd kertyméfunktiot ja jakaumat vastaavat toisiaan yksikésitteisesti.
Tamén takia voidaan puhua tietyn jakauman kertyméfunktiosta, eikd aina tarvitse puhua sm:n
kertyméafunktiosta.

Lause 2.3 (Kertyméfunktio méirid jakauman yksikisitteisesti). Seuraavat asiat ovat yhtipitivid.
(a) X ja'Y ovat samoin jakautuneet.
(b) Fx = Fy (ts. X:n ja'Y:n kertymdifunktiot ovat samat).
Todistus. (a) = (b): Koska jakaumat ovat samat, on kaikilla ¢ € R voimassa
Fx(t)=P(X <t)=P(Y <t)=Fy(t),

joten kertyméfunktiot ovat samat.
Implikaation (b) = (a) todistaminen sivuutetaan, silld se ei onnistu ilman mittateoriaa. O

2.3 Diskreetti jakauma

Mséiritelmd 2.6. Satunnaismuuttujan X jakauma on diskreetti, jos sen arvojoukko {x,xo, ...}
on adrellinen tai korkeintaan numeroituvasti direton.

Se, ettd sm:n X jakauma on diskreetti voidaan vaihtoehtoisesti ilmaista my6s jollakin seu-
raavista tavoista

e X on diskreetti sm,
e sm X on diskreetisti jakautunut

e X:ll4 on diskreetti jakauma.
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Joskus mééritelméd laajennetaan siten, ettd vaaditaan vain, ettd X saa todennikoisyydellda
vksi arvon korkeintaan numeroituvasti ddrettoméstd joukosta S. Télloin diskreetti sm X voi
saada arvoja joukon S ulkopuolelta, mutta tdmén poikkeustapahtuman todennékéisyys on nolla.
Yksinkertaisuuden vuoksi kutsumme myds téssé tapauksessa X:n arvojoukoksi jotakin sellaista
korkeintaan numeroituvaa joukkoa S, jolle P(X € S) = 1.

Maéaritelmd 2.7. Satunnaismuuttujan X pistetodennikoisyysfunktio (lyh. ptnf) on funktio
f:R =R, jolle
f(x) =P(X =x), reR.

Huomautus. Pistetodennikoisyysfunktio x — P(X = x) (engl. probability (mass) function, pmf)
on periaattessa méaritelty koko reaaliakselilla kaikenlaisille satunnaismuuttujille X . Tama késite
on mielenkiintoinen ldhes yksinomaan diskreeteille satunnaismuuttujille.

Merkintasopimuksias:

e Tyypillisesti pistetodennékoisyydet ilmoitetaan vain niille z;, jotka kuuluvat diskreetin
sm:n madritelméssa esiintyvain, korkeintaan numeroituvasti darettoméén joukkoon, joka
voi esimerkiksi olla jokin kokonaislukujen osajoukko. Téalloin asiayhteydesté pitdd ymmartaé,
ettd muilla z € R on P(X =x) = 0.

e Diskreetin satunnaismuuttujan ptnf:lle kiytetdan muuten samaa symbolia kuin sen kf:lle,
mutta ptnfin symboli kirjoitetaan pienelld kirjaimella (esim. f, ¢ tai fx) ja kfin symboli
vastaavalla isolla kirjaimella (esim. F', G tai Fx).

Lause 2.4 (Ptnfin ominaisuuksia). Olkoon X diskreetti sm, f sen ptnf, ja olkoon S sen arvo-
joukko. Tallgin

(a) 0 < f(x) <1 kaikilla x, ja f(x) =0, kun z € S.

(b) f mddirdd X m jakauman kaavalla

P(XeB) =Y [(2)

zeB

Todistus. Olkoon S = {x1,x2,...}. Kohta (a) on ilmeinen. Kohdan (b) pohjustamiseksi pitdd
huomauttaa, etté siiné lasketaan yhteen korkeintaan numeroituva méaéré ei-negatiivisia termeja
f(zi), jossa x; € SN B, minkd takia kyseinen summamerkintd on mielekés. Kohdan (b) kaa-
va seuraa kokonaistodennikoisyyden kaavasta (tai mahdollisesti sen versiosta numeroituvasti
ddrettomillé ositukselle), kun perusjoukolle Q kiiytetéisin ositusta

{X € Sc}7{X = xl}v{X :1'2},~.-.
O

Lause 2.5. Olkoon f : R — R ei-negatiivinen funktio, joka saa positiivisia arvoja korkeintaan
numeroituvassa R:n osajoukossa siten, ettd

> ot =1

Talldin se on jonkin diskreetin satunnaismuuttujan pinf.

Todistus. Ideana on se, ettd ensin konstruoidaan pistetodennikéisyyksistd vastaava kertymaé-
funktioehdokas, ja sitten tarkistetaan, ettd silld on kertyméfunktion ominaisuudet. O
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2.4 Esimerkkejia diskreeteisti jakaumista

Diskreetti tasajakauma. Satunnaismuuttujalla X on diskreetti tasajakauma joukossa {1,..., N},
mikéli sen ptnf on
1
f(z):N, kinz =1,2,...,N.

Esimerkiksi, jos X on silméluku nopanheitossa, niin X:114 on diskreetti tasajakauma joukossa
1,...,6.

Bernoullin jakauma. Olkoon A on tapahtuma, ja merkitéiin p = P(A), jolloin 0 < p < 1.
Té#lloin indikaattorilla X = 14 on Bernoullin jakauma parametrilla p (eli X noudattaa Bernoullin
jakaumaa parametrilld p). Tdmé asia voidaan merkiti

X ~ Bernoulli(p).

X:n arvojoukko on {0, 1}, ja sen ptuf on

1—p, kun x =0,
flx) = flz]p)={p kun z = 1,
0, muuten.

Tama ptnf voidaan kirjoittaa lyhyemmin
flx|p)=p"(1-p)'", kun z =0, 1,

kun kaytetddn edelld tehtyd merkintdsopimusta, jonka mukaan ptnf:n arvot tarvitsee kertoa vain

kyseisen satunnaismuuttujan arvojoukossa. Téssd tulkitaan 0° = 1, mikéli p = 0 tai p = 1.
Tavallisesti ajatellaan niin, ettd kun sattuu A = {X = 1}, niin satunnaiskoe onnistuu ja

muussa tapauksessa epaonnistuu. T&lléin p on yhtéd kuin kokeen onnistumistodennékdoisyys.

Huomautus. Useimmat mielenkiintoiset jakaumat riippuvat yhden tai useamman parametrin ar-
vosta. Pitddksemme lukua parametrin arvosta, merkitsemme sen tarvittaessa pystyviivan oikeal-
le puolelle. Téatd merkintdsa voidaan kayttad kertyméafunktioille, pistetodennékoisyysfunktiolle
ynné muille funktioille. Jos taas sekaantumisen vaaraa ei ole, parametri voidaan jattia pois mer-
kinnoista.

Binomijakauma. Olkoon n > 1 kokonaisluku ja 0 < p < 1. Sm X noudattaa binomijakaumaa
parametreilld n ja p, jos sen arvojoukko on {0,1,...,n} ja ptnf on

f(x) = f(z|n,p) = (Z)px(l —p)"7F, kun z =0,1,...,n.

Tamaé voidaan merkité,
X ~ Bin(n, p).

Binomijakaumaa Bin(n,p) noudattava sm syntyy toistokokeessa, jossa toistetaan riippumat-
tomasti n kertaa sellaista (Bernoullin) koetta, jossa yhdessid kokeessa onnistumistodennékéisyys
on p. Jos X on onnistumisten lukuméiird n toistossa, niin X ~ Bin(n,p). Tdmé tulos perus-
tellaan esimerkissé 3.3. Bernoullin jakauma Bernoulli(p) on tietenkin sama kuin binomijakauma
Bin(1,p).

22



TN s-2012 10. lokakuuta 2012

Kuva 2.1 Binomijakauman Bin(n,p) ptfn ja kf, kun n =5 ja p = 0.6.

ptnf kf

f(x)

00 02 04 06 08 1.0
F()

0.0 0.2 04 06 08 1.0

\
T I
5 -1 1 3 5

X X

2.5 Jatkuva jakauma

Maéiritelmé 2.8. Satunnaismuuttujalla X on jatkuva jakauma tiheysfunktiolla f (lyh. tf), jos
f on ei-negatiivinen ja

b
P(angb):/ f(z)dx
a
kaikilla a,b € R, a < b.

Tiheysfunktio on englanniksi (probability) density function, pdf. Toisinaan puhutaan tiheys-
funktion sijasta lyhyesti tiheydesta.

Se, ettd sm:lla X on jatkuva jakauma voidaan vaihtoehtoisesti ilmaista myos jollakin seuraa-
vista tavoista.

e X:n jakauma on jatkuva,
e X on jatkuvasti jakautunut,

e X on jatkuva sm.

Sanontapa “X on jatkuva sm” on yleisesti kdytosséd, vaikka se on harhaanjohtava. Asiaa tunte-
maton henkil6 voi nimittiin sekoittaa sen siithen aivan erisisiltdiseen (ja téssi yhteydessd hyvin
vihéisesti kiinnostavaan) viitteeseen, ettd funktio X :  — R olisi jatkuva.

Merkintasopimus:

e Jatkuvan jakauman tiheysfunktiolle kdytetdin muuten samaa symbolia kuin sen kf:lle,
mutta tiheysfunktion symboli kirjoitetaan pienelld kirjaimella (esim. f, g tai fx) ja kfin
symboli vastaavalla isolla kirjaimella (esim. F, G tai Fx).

o Joskus tiheysfunktio hdvida jonkin joukon B C R ulkopuolella. T#llin tiheysfunktion kaava
voidaan ilmoittaa vain joukossa B, ja asiayhteydestd pitdd ymmértéd, ettd f(x) = 0, kun
x ¢ B.

Jatkuvan jakauman mééritelméssé esiintyvé integraali tarkoittaa itseasiassa Lebesguen in-
tegraalia, mutta sovelluksissa esiintyvit tiheysfunktiot ovat vdhintaén paloittain jatkuvia funk-
tioita, ja niiden integraalit voidaan kiyténnossd laskea Riemannin integraalien avulla. Toden-
nikoisyyslaskennassa integrointialue ei valttamétta ole ddrellinen vali. Liséiksi tiheysfunktio voi
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olla yhdessa tai useammassa pisteessé singulaarinen siten, ettd ainakin toinen sen toispuoleisista
raja-arvoista on dareton. Nédiden asioiden takia integrointialue joudutaan usein ensin pilkkomaan
paloihin, minki jdlkeen tiheysfunktion integraali saadaan palautettua summaksi (mahdollisesti
epéoleellisia) Riemannin integraaleja.

Jakauman tiheysfunktio ei ole yksikésitteinen, mutta melkein yksikésitteinen. Jos f on tietyn
jakauman tf ja g on yhtd kuin f muualla paitsi dérellisessd méaarassi pisteité, niin

/abf(:c)dx/abg(x)d:z:

kaikilla @ < b. Tamén takia my6s g on kyseisen jakauman tf. Tdsméllinen tulos on seuraava.
Ei-negatiiviset funktiot f ja g ovat saman jakauman tiheysfunktioita, jos ja vain jos ne yhtyvét
melkein kaikkialla, eli joukko jossa f # ¢ on nollamittainen (miki kisite méiritelldéin reaaliana-
lyysin kursseilla).

Jos X:n jakauma on jatkuva ja sen tf on f, niin

x
P(X:m):P(xSXSx)z/ flw)du=0
kaikilla x, joten pistetodennédkéisyys on aina nolla. Tamén takia ptnf ei ole hyédyllinen késite

jatkuville jakaumille.
Koska kaikki pistetodennikoisyydet ovat nollia, niin

P(a<X<b):P(a§X<b):P(a<Xgb):P(angb):/bf(a:)dx,

kun a < b. Rajankdynnin jélkeen huomataan, ettd puolidérettomien vilien todennékoisyydet
saadaan myoskin tf:a integroimalla. Kaikille x pétee

P(X <a)= P(X <) = /z fw)ydu, P(X>z)=P(X >1) = /m f(u) du.
Itse asiassa pétee vield yleisempi tulos |
P(XeB)= /B f(z)d, kaikille B C R, (2.2)
jossa integraalin alaindeksi B tarkoittaa joukon B yli laskettua integraalia, ts.

/Bf(x)dxz/_z 1p(z) f(x)dz.

Ominaisuus (2.2) oltaisiin voitu alunperin valita tiheysfunktion (ja jatkuvan jakauman) mééritelméiksi.

Erityisesti
1= P(Q) = P(X €R) = / flo)de,
—00
joten f:n integraali koko reaaliakselin yli on yksi.
Lause 2.6 (Kertymifunktion ja tiheysfunktion yhteys). Olkoon X :lli jatkuva jakauma.
(a) Jos X :n tiheysfunktio on f, niin sen kertymdifunktio F' on

F(z) = /7 OO F(u) du.

Jos x on tiheysfunktion f jatkuvuuspiste, niin F'(x) = f(x).
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(b) Jos X :n kertymdifunktio on F, niin F on derivoituva melkein kaikkialla, ja X :n tiheysfunk-
tioksi voidaan valita F’.

Todistus. Kertyméafunktion a-kohdassa annettu lauseke tuli jo perusteltua. Kertyméfunktion de-
rivoituvuus f:n jatkuvuuspisteissi seuraa analyysin peruslauseesta. Kohdan (b) véite (téssé ylei-
syydessi) seuraa mitta- ja integrointiteoriasta. O

Huomautus. Kun edelld sanotaan, ettd jatkuvan jakauman tiheysfunktioksi voidaan valita f =
F’, niin télla tarkoitetaan sité, etté tiheysfunktioksi valitaan jokin funktio f, joka yhtyy funktion
F' derivaattaan niissé pisteissé, joissa derivaatta on mééritelty, ja muissa pisteissd f saadaan
médritelld mielivaltaisesti.

Lause 2.7 (Riittdvi ehto sille, ettd annettu kf on jatkuvan jakauman kf). Olkoon F' sellainen
kertymdfunktio, joka on jatkuva koko reaaliakselilla ja joka on jatkuvasti derivoituva kaikkialla
muualla, paitsi ddrellisessd madrdssa pisteitda. Tdlloin F on jatkuvan jokauman kertymdfunktio,
ja jakauman tiheysfunktioksi voidaan valita sen derivaatta f = F'.

Todistus. (Hahmotelma) Jos [a, b] on sellainen direllinen véli, joka ei sisélld yhtédén pistetti, jossa
F' ei ole jatkuvasti derivoituva, niin analyysin peruslauseen mukaan

b
FO) - F(o) = [ flu)du

jossa f on kfin F derivaatta. Tdmé yhtilo todistetaan seuraavaksi mielivaltaisille a < b (dérettomét
mukaan lukien) ottamalla raja-arvoja seki kidyttdmélld niitd lauseen oletuksia, joiden mukaan
F(—o00) =0, F(400) =1 ja F:114 ei ole hyppyd myoskéén niissé pisteissi, joissa se ei ole jatku-
vasti derivoituva. O

Tdydentavid huomautuksia.

e Jos X:ll4 on jatkuva jakauma, niin sen kf on jatkuva. Sen sijaan tf:n ei tarvitse olla jat-
kuva eiki edes paloittain jatkuva funktio, vaikka tilastollisissa sovelluksissa esiintyvét ti-
heysfunktiot ovat paloittain jatkuvia. Tiheysfunktion ei mytskaén tarvitse olla rajoitettu
funktio.

e Tiydellinen karakterisointi niille kertyméfunktioille, jotka ovat jonkin jatkuvan jakauman
kertyméfunktioita on se, ettd kf F' on jatkuvan jakauman kf tdsmélleen silloin, kuin F'
on absoluuttisesti jatkuva, mutta tdmén asian méiritteleminen jétetdédn reaalianalyysin
kurssien huoleksi.

e Siité, ettd jakauman kf on jatkuva ei vield seuraa, ettéd jakauma olisi jatkuva. Téta varten
kf:n pitéa siis olla absoluuttisesti jatkuva. Tasméllisempi nimitys jatkuvalle jakaumalle olisi
absoluuttisesti jatkuva jakauma, mutta tétd nimitystd kdytetddn harvoin.

Lause 2.8. Jos f : R = R on ei-negatiivinen, ja sen integraali koko reaaliakselin yli on yksi,
niin se on jonkin satunnaismuuttujan tiheysfunktio.

Todistus. Ideana on konstruoida kertyméafunktioehdokas integroimalla funktiota f, ja tarkistaa,
ettd konstruoidulla funktiolla on kertyméfunktion ominaisuudet. O

Lause 2.9. Jos g > 0 on sellainen reaaliakselilla mddritelty funktio, jonka integraali ffooo g(z)dz
on ddrellinen ja aidosti positiivinen, niin tdlloin on olemassa vakio k siten, ettd f = kg on
tiheysfunktio.
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Todistus. Valitaan 1/k = [*_g(z) dx, jonka jilkeen

—00

/f(x)dxzk:/g(x)dxz%:l.
O

Huomautus. Talld tavalla jokainen normalisoimaton tiheysfunktio g mairaé yksikésitteiselld ta-
valla jatkuvan jakauman, jonka tiheysfunktio on edelld konstruoitu f.

Esimerkki 2.3. Tiheysfunktion frekvenssitulkinta. Olkoon sm:lla X tiheysfunktio f. Oletetaan,
ettd meilld on kdytettdvissad suuri aineisto z1,xa,. .., Ty, jota voidaan pitdd N riippumattoman
sm:n X:n jakaumaa noudattavan sm:n havaittuina arvoina. Toisin sanoen

xr1 = X1 (waCt),xQ = Xg(waCt), .. IN = XN(waCt),

jossa w3t on aktualisoitunut alkeistapaus, kullakin X; on sama jakauma kuin X:ll& ja lisdksi
X1, ..., XN ovat riippumattomia (mikid mééritelldén myshemmin). Kuinka téllaisessa tilanteessa
voidaan arvioida tiheysfunktion arvoa pisteessi u? Oletetaan, ettd uw on f:n jatkuvuuspiste.

Tallaisessa tilanteessa voidaan menetelld seuraavasti. Valitaan jokin pieni luku h > 0 ja
lasketaan, kuinka moni otospisteistd x; osuu h:n pituiselle vélille

u= gt o]
2’ 2"

Olkoon tdmé lukumé&érd N, . Tiheysfunktion mé#ritelmén nojalla ja todennékdisyyden fre-

kvenssitulkinnan nojalla
u-+t+h / 2 N
)= [ rwdes Tk,

P(u—
Iy N

<X <u+

| >
|

Toisaalta, integraalilaskennan véliarvolauseen nojalla

u+h/2
[ f@dex )

—h/2
Kun ndméa arviot yhdistetdéin, saadaan arvio

Nu,h

Tietenkin tassa voitaisiin kayttad myos muita h:n pituisia véleja, jotka sisdltéavit pisteen u kuin
téatéd, jonka keskipiste on w. Sivuutamme nyt sen ongelman, kuinka arvo h kannattaisi valita,
jotta arviosta saataisiin mahdollisimman tarkka.

Téllaista ns. parametritonta tiheysfunktion estimointia varten 16ytyy kirjallisuudesta monia
erilaisia menetelmia, joista erddt ovat perusajatukseltaan néin yksinkertaisia. A

2.6 Esimerkkeji jatkuvista jakaumista

Tasajakauma (engl. uniform distribution). Olkoon a,b € R ja a < b. Satunnaismuuttu-
jalla X on vilin (a,b) tasajakauma, X ~ U(a,b), jos silli on jatkuva jakauma tiheysfunktiona f,

jossa
1

fl@)=f(x]ab)=qb—a’

0, muuten.

kun a < x < b,
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Kuva 2.2 Tasajakauman U(0, 1) tiheys- ja kertyméfunktio.

tf kf

f(x)

00 02 04 06 08 1.0
F()

0.0 0.2 04 06 08 1.0

-0.5 0.5 15 -0.5 0.5 15

Huomaa, ettd tdmaé tiheysfunktio on vain paloittain jatkuva; se on epajatkuva pisteissd = = a ja
x = b ja jatkuva muualla. Aiemmin mainitun merkintdsopimuksen mukaan tdmé tiheysfunktio
voidaan ilmaista myos kaavalla

1

f) ==

Télloin pitdd ymméirtds asiayhteydesté, ettd f(x) =0, kun = < a tai > b.
Tasajakauman kertyméfunktio on

kun a < x < b.

0, kun z < a,
¥ T—a
F(x):/ flu)du= 5 , kuna <z <b,
oo —a
1, kun z > b.

Eksponenttijakauma (engl. exponential distribution). Satunnaismuuttujalla X on eks-
ponenttijakauma parametrilla A > 0, X ~ Exp(}), jos X:114 on tf

Ae ™ kun z > 0,
0, kun z < 0.

f(x)Zf(xIA)={

Tiheysfunktio voidaan ilmoittaa lyhyemmin kaavalla
flz) = Xxe e, kun z > 0.

Tarkistetaan varmuuden vuoksi, ettd tdmé funktio f todellakin on tiheysfunktio. Ensiksi
f >0, ja toiseksi

/_00 f(z)dr = /Ooox\e_” de = :O(—e_m) =1,

joten f on tf.
Kun z > 0, niin eksponenttijakauman kf:1la on arvo

x

(_e—)\u) —1— e—Az7

F(z) = .

ja F(z) =0, kun 2 <0.
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2.7 Satunnaismuuttujan muunnos

Jos X on sm, ja g : R = R on funktio, niin myss Y = ¢(X) on sm. Merkintd Y = g(X) tarkoittaa
sité, etta
Y(w) = g(X(w)), kaikilla w € €,

ts. Y on yhdistetty funktio g o X. Mitd voimme sanoa Y:n jakaumasta? Diskreetille jakaumalle
muunnoksen jakauma on helppo karakterisoida, mutta jatkuvan tapauksen késittely on moni-
mutkaisempaa.

Jos g : R — R on funktio ja A C R, niin merkintd g=!(A) tarkoittaa joukon A alkukuvaa
kuvauksessa g, eli

g ' (A)={reR:g(x) € A}
Huomaa, etté
glx)e A <= zecg (A

Lause 2.10. Olkoon X diskreetti sm ptnf:lla fx, ja olkoon g : R — R funktio. Tdllgin sm
Y = g(X) diskreetti, ja sen pinf fy on

)= > fx@.

zeg~'({v})

Todistus. Koska X:n arvojoukko on korkeintaan numeroituvasti déaretén, voi Y saada korkeintaan
numeroituvasti ddrettoméan mééran eri arvoja. Siksi Y on diskreetti. Mille tahansa y € R on

P(Y =y)=P(g(X) =y) = P(9(X) € {y}) = P(X € g~ " ({y}))

= > fx(@),

zeg~'({y})

jossa viimeinen vaihe seuraa taysadditiivisuudesta. O

Huomautus. Jos yhtilolld y = g(z) on yksikésitteinen ratkaisu = h(y) kaikilla y, jotka kuuluvat
sm:n Y arvojoukkoon Sy, niin

fr(y) = Ix(h(y),  yeSy. (2.3)

Jos taas ratkaisuja on useita, niin jokainen erisuuri ratkaisu antaa ptnf:n arvoon pisteessi y
yvhden téllaisen termin lisdé.

Jos X:1l4 on jatkuva jakauma, niin sen muunoksen ¥ = ¢(X) jakauma voi funktion g luon-
teesta riippuen joko diskreetti, jatkuva tai el kumpaakaan néistéd. Esimerkiksi, jos g on paloittain
vakio funktio, niin ¥ = ¢g(X) on diskreetti satunnaismuuttuja. Myshemmin tarkastelemme ta-
pausta, jossa satunnaismuuttujalla Y = ¢g(X) on jatkuva jakauma. On myds helppo konstruoida
esimerkkejé, joissa muunnoksella Y = ¢g(X) ei ole diskreetti eikéi jatkuva jakauma, vaan ns.
sekatyypin jakauma.

Esimerkki 2.4. Sensuroinnin kautta syntyvi sekatyypin jakauma. Olkoon X:lld vilin [0, 4] ta-
sajakauma U (0,4). Maaritellddn, ettd Y = g(X), jossa

g(x) = min(max(1, x), 2).

Télloin voidaan sanoa, ettd Y saadaan satunnaismuuttujasta X sensuroimalla (tai rajaamalla)
sitd vasemmalta pisteessd 1 ja oikelta pisteessd 2. Helpolla laskulla ndhd&én, ettd Y:n kf voi-
daan esittdd konveksina kombinaationa tietyn diskreetin jakauman kf:sta seké tietyn jatkuvan

jakauman kf:sta, nimittdin
3

FY:Z

1
Fd+ ZFC
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Téssé Fy on seuraava diskreetin jakauman kf,

0 kunz <1,
Fy(x) = % kun 1<z <2,
% kun x > 2,

ja F. on vilin [1,2] tasajakauman kf. (Konveksi kombinaatio on sellainen lineaarikombinaatio,
jossa painot [edelld % ja i] ovat ei-negatiivisia ja niiden summa on yksi.) T&ll6in sanotaan, ettd
Y114 on sekatyypin jakauma.

Sensuroituja jakaumia esiintyy kdytdnnossa esim. elinaika-analyysissa. A

2.8 Kvantiilifunktio ja sen kiytto simuloinnissa

Téssé jaksossa tarkastelemme sellaista jatkuvaa jakaumaa, jonka tiheysfunktio f on aidosti po-
sitiivinen vélilld (a,b) ja nolla muualla. Péétepisteille sallitaan reaalisten arvojen lisdksi arvot
a = —o0 tai b = oo.

Téllaisen jakauman kertymifunktio F', on aidosti kasvava vililla (a,b), ja lisiksi F'(a) = 0 ja
F(b) = 1. Tdmin takia kertyméfunktiolla F' on olemassa kiiinteisfunktio F~1 : (0,1) — (a,b).
(Tarkemmin sanoen F:n rajoittumalla joukkon (a,b) on kiinteisfunktio F~1.) Tissd yhtey-
dessid merkintd F~! ei siis tarkoita funktiota 1/F, vaan kertymifunktion kiinteisfunktiota.
Kiytinnossd F~1(u) médritetdsin ratkaisemalla o yht#losti

F(x) = u, 0<u<l.
Funktio F~! toteuttaa identiteetit
FYF(z)) =2, kaikilla a<uz<b,
ja
F(F~'(u)) =u, kaikilla 0<u< 1.

Téllaista (avoimella vélilld (0, 1) médriteltyd) kertyméfunktion kiifinteisfunktiota F~1 kutsutaan
kyseisen jakauman kvantiilifunktioksi (engl. quantile function). (Myds nimitys fraktiilifunktio on
kéytossi.)

Kvantiilifunktion mééritelmésté seuraa, ettd mielivaltaiselle 0 < u < 1 osuus ¢ jakauman to-
dennikoisyysmassasta jii pisteen F~!(u) vasemmalle puolelle eli vasemmanpuoleiseen héntéén.
Toisin sanoen, jos sm:lla X on kf F'| niin

P(X < FYu)) = F(F *(u) =u, mielivaltaiselle 0 < u < 1.

Ts. tiheysfunktion f alle jiid pisteen F~!(u) vasemmalle puolelle alue, jonka pinta-ala on u, silld
tiheysfunktion avulla ilmaistuna

P ()
w=P(X < F'(u)) = /_ f(z)da.

Koska jakauma on jatkuva, niin pisteen F~!(u) oikealle puolelle jii jakauman todennikoisyys-
massasta osuus 1 — u, eli tiheysfunktion alle jidvan oikeanpuoleisen héntdalueen pinta-ala on
1 — u. Tilannetta havainnollistaa kuva 2.3.
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Kuva 2.3 Erdin jatkuvan jakauman kvantiilifunktion ¢ = F~! arvo pisteessi u = 0.7.
Ylemméssd kuvassa on piirretty jakauman kertyméfunktio ja alemmassa kuvassa sen tiheys-
funktio.

q(0.7)

0.8
|

kf
00 04
I I |
-

varjostettu pinta—ala = 0.7

0.4

0.0
|

Kvantiilifunktio mé#éaritellddn tarkastelemalla jakauman vasemmanpuoleista héntda. Tilas-
tollisessa padttelyssd médritetddn testien ns. kriittisid pisteitd usein jakauman oikeanpuoleisen
hénnén avulla. Selvyyden vuoksi voimme t&lloin puhua jakauman alakvantiileista ja yldkvantii-
leista. Jos 0 < u < 1, niin jakauman u-alakvantiili (eli u-kvantiili tai u-fraktiili) on sellainen piste,
josta vasemmalle jii jakaumasta osuus u. Ts. u-alakvantiili on F~1(u). Jakauman u-ylikvantiili
taas on sellainen piste, josta oikealle jif jakaumasta osuus u, joten u-ylikvantiili on F~1(1 —u),
silla

PX>F'1-u)=1-PX<F'1-u)=1-(1—u)=u.

Jakauman tietyille (ala-)kvantiileille kiytetddn erikoisnimityksii:
e mediaani on %—kvantiili,

e alakvartiili on i—kvantiili7

e ylikvartiili on %—kvantiili.

Olkoon X sm, jolla on kertymiifunktio F, ja tarkastellaan satunnaismuuttujaa F(X). Koska
F on aidosti kasvava funktio, niin myds F~' on aidosti kasvava funktio. Jos sitd sovelletaan
epdyhtélon molemmille puolille, niin epayhtdlon ratkaisujoukko sdilyy muuttumattomana. Jos
0 <wu < 1, niin

P[F(X) <u] = PIFTHF(X)) < F~'(u)] = P[X < F~'(u)]
=F(FY(u) =u.

Téami tarkoittaa sitd, ettd satunnaismuuttujalla F'(X) on tuttu jakauma,

F(X) ~U(0,1). (2.4)
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Satunnaismuuttujaan F(X), ja tulokseen F(X) ~ U(0, 1) viitataan toisinaan nimelld kertymd-
funktiomuunnos (engl. probability integral transform).

Edellinen tulos voidaan kiéntéi. Olkoon U ~ U(0, 1), olkoon F sellaisen jakauman kf, jolla on
tdméin jakson alussa mainitut ominaisuudet, ja tarkastellaan satunnaismuuttujaa Z = F~1(U).
Jos a < x < b, niin

P(Z <x)=P[FYU) <x]=P[F(F(U)) < F()]

Siis
U~TU(0,1) = smn F ! (U) kertyméfunktio on F.

Tilloin sanotaan, ettd sm Z = F~Y(U) on saatu kddnteisfunktiomenetelmilli (engl. (esim.)
inverse transform).

Matemaattisissa ohjelmistoissa on yleensé satunnaislukugeneraattori, jonka tuottamia arvoja
voidaan pitdd riippumattomina jakaumaa U(0,1) noudattavien satunnaismuuttujien arvoina.
Jos jakauman kvantiilifunktiolla on yksinkertainen lauseke, niin kd#nteisfunktiomenetelmé antaa
katevan keinon simuloida kyseistd jakaumaa.

Esimerkki 2.5. Jakauman Exp(1) simulointi kd&nteisfunktiomenetelmélld. Jakauman kf on

Plz) = {l—e_I, josx >0

0, muuten,

Kvantiilifunktion arvo F~1(u) pisteessi 0 < u < 1 saadaan ratkaisemalla z yht#losti
Flz)=u < z=-In(l—u).

Témén takia jakaumaa Exp(1) voidaan simuloida asettamalla X = —In(1 — U), kun U on ensin
generoitu jakaumasta U(0, 1). A

Taydentiavid huomautuksia

Johdimme edelld kdanteisfunktiomenetelmén asettamalla F:lle oletuksia. Itse asiassa ndmé ole-
tukset ovat tarpeettomia, ja menetelmé yleistyy mille tahansa kertyméfunktioille ts. lauseen 2.1
kolme ominaisuutta (a), (b) ja (c) toteuttavalle funktioille. Tdtd varten kvantiilifunktion mééaritelmas
pitéd ensin yleistaé.

Misaritelmi 2.9 (Kertymafunktion yleistetty kééinteisfunktio, kvantiilifunktio). Olkoon F' mie-
livaltainen kf. Sen yleistetty kddnteisfunktio méaritellddn kaavalla

F~Y(u) = inf{z : F(z) > u}, 0<u<l. (2.5)

Sanomme, ett# yleistetty kisnteisfunktio F~' on kertymifunktiota F' vastaava kvantiilifunktio,
tai ettd F~! on kyseisen jakauman kvantiilifunktio.

Edelld merkinté inf B tarkoittaa joukon B C R suurinta alarajaa. Koska F' on kasvava ja
oikealta jatkuva, téssid médritelméssd esiintyvé joukko {z : F(z) > u} on muotoa [t,00) oleva
rajoittamaton véli, jonka suurin alaraja on vélin vasen péaétepiste t.

Lause 2.11. Jos F on mielivaltainen kf, ja U ~ U(0,1), niin satunnaismuuttujalla F~1(U) on
jakauma, jonka kertymdfunktio on F.
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Todistus. Lauseen erikoistapaus todistettiin jo. Yleisen tapauksen todistus sivuutetaan. O

Edelld madrittelimme (ala-)kvantiilin ainoastaan tdmén jakson alussa kerrotussa jatkuvan
jakauman tilanteessa. Yleisemmaéssé tapauksessa (ala-)kvantiili médritelldén siten, ettd miké ta-
hansa luku z,,, joka toteuttaa ominaisuudet

P(X<wz,)>p ja P(X<zp)<p

on X:n jakauman p-kvantiili. On helppo nithdi, ettd F~1(p) (jossa F~! on nyt X:n kf:n yleistetty
kéadnteisfunktio) on jakauman p-kvantiileista pienin.

2.9 Muunnetun satunnaismuuttujan tiheys

Tarkastelemaan tapausta, jossa X:1l4 on jatkuva jakauma, ja g : R — R. Satunnaismuuttujalla
Y = g(X) ei télloin vélttamatta ole jatkuva jakauma, kuten olemme edelld nihneet.

Jos kuitenkin ¢ on riittdvén siled ja aidosti monotoninen, tai jos sen mééarittelyjoukko R
voidaan osittaa paloihin, joissa g on riittdvén siled ja aidosti monotoninen, niin osoittautuu,
ettd tédlloin Y:1l4 on jatkuva jakauma. Jakauman tiheysfunktion lauseke on helpointa johtaa
laskemalla ensin sen kertyméfunktio ja sitten kertyméfunktion derivaatta. Témén lisdksi pitad
jollakin tavalla varmistaa, ettd Y:n jakauma todellakin on jatkuva.

Esimerkki 2.6. Olkoon X:114 jatkuva jakauma, jolla on jatkuva tiheysfunktio fx. Tarkastellaan
satunnaismuuttujaa Y = eX. Selvisti Y > 0, joten Fy (y) =0, kun y < 0. Kun y > 0, on

Fy(y) = P(Y <y) = P(e* <y) = P(X <n(y)) = Fx(In(y)),
joten arvaamme, ettd tiheysfunktioksi kelpaa

fr(y) = Fy(y) = fx(In(y))/y,  kuny >0,

ja fy(y) = 0, kun y < 0.

Tarkistetaan, ettd tn P(a < Y < b) saadaan laskettua integroimalla tétd funktiota vilin
(a,b) yli, kun 0 < a < b. Téllsin ollaan tarkistettu suoraan méiiritelméin perusteella, ettd Y:114
on jatkuva jakauma. Tarkistus on helppoa, silld

Pa<Y <b)=P(a<eX <b)
= P(lna < X <Inb)

Inbd
= fx(z)dx (X tfon fx)
Ina
b 1
= [ xne) sy (Sij. y = o ¢ 2 = In(y)
Vaihtoehtoinen tapa tarkistaa sm:n Y jakauman jatkuvuus olisi vedota lauseeseen 2.7. A

Téamén esimerkin paéttely on helppo yleistaé seuraavassa lauseessa viitettyyn muotoon. Ker-
rataan kuitenkin ensin yksi késite.

Maéritelmé 2.10 (Diffeomorfismi). Kuvaus g: A — B, jossa A ja B ovat d-ulotteisen avaruu-
den R? avoimia osajoukkoja, on diffeomorfismi, jos

(a) g on bijektio joukkojen A ja B vélilld
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(b) sekd g ettd sen kidnteisfunktio g~ : B — A ovat jatkuvasti derivoituvia.

Lause 2.12 (Muuttujanvaihtokaava tiheysfunktioille). Olkoon sm:lla X jatkuva jakeuma tf:lla
fx. Olkoon g : A — B diffeomorfismi, jossa A, B C R ovat avoimia vileji, ja olkoon

P(XeA) =1

Midritelliin h(y) = g~ '(y), kun y € B. Tillgin sm:lla Y = g(X) on jatkuva jakauma
tiheysfunktiolla

2.6
0, muuten. (26)

fr(y) = {fX(h(y)) W' (y)|, kunye B

Huomautus. Tulos (2.6) voidaan ilmaista lyhyemmin kaavalla

fy(y) = fx(h(®) W ()|,  kuny € B.

Vertaa jatkuvan jakauman tapauksen tulosta (2.6) vastaavan diskreetin tapauksen tulokseen (2.3).
Vain jatkuvan jakauman tapauksessa tarvitaan kddnteisfunktion derivaatan itseisarvoa.

Todistus. Koska g on bijektio avoimelta véliltd avoimelle vilille, se on joko aidosti kasvava
tai aidosti viéhenevd funktio. Oletetaan ensin, ettd g on aidosti kasvava. T&lloin my6s sen
kédnteisfunktio h on aidosti kasvava. Jos a < b ja a,b € B, niin

h(b)
Pla<Y <b)=Pla<g(X)<b)=P(h(a) <X <h(b) = /h( : fx(z)dz.

Tekemailla integraalissa muuttujanvaihdos
y=9(x) <= z="h(y)

saadaan ,
Pla<y <b)= [ fx(hiy) 1(0)dy.

(Tasséd kohdassa sovelletaan muuttujanvaihtoa Lebesguen integraaliin; lauseen oletuksilla késiteltédvit
funktiot eiviit vilttdmétté olisi Riemann-integroituvia.) Koska tdmé pitee kaikille véleille [a, b] €
B ja koska P(Y € B) =1, ja koska b’ > 0, niin viite on todistettu siini tapauksessa, ettd g on
aidosti kasvava.

Jos taas g on aidosti viihenevi, niin h = ¢~ on myos aidosti vihenevi, joten siis h' <
0. Edellinen lasku pétee pienten muutosten jélkeen: epiyhtédlon suunta vaihtuu, mika vaihtaa
integraalin merkin, mutta tdma kompensoidaan ottamalla h:n derivaatasta itseisarvo. O

1

Muunnetun satunnaismuuttujan tiheysfunktio voidaan johtaa kahdella erilaisella tekniikalla:
e johdetaan kertyméfunktio ja lasketaan tiheysfunktio kertyméfunktion derivaattana,
o kiytetddn muuttujanvaihtokaavaa.

Kertyméfunktiotekniikassa pitda erikseen tarkistaa, ettd saatu kertyméfunktio on jatkuvan
jakauman kertyméfunktio. Ehdoton edellytys télle asialle on se, ettd kertyméfunktion pitdd olla
jatkuva funktio koko reaaliakselilla. Lauseen 2.7 mukaan riittdva ehto jakauman jatkuvuudelle on
se, jos kertyméfunktio on lisiksi paloittain jatkuvasti derivoituva (ja derivaatan ei valttdmétta
tarvitse olla olemassa #érellisessi médrissé pisteitd).
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Muuttujanvaihtokaavaa kiytettiessd pitdd miettid, mitkd ovat avoimet joukot A ja B, ja
liséiksi kédnteisfunktio h pitdd pystyd ratkaisemaan (ja tdméi ei onnistu ellei kyseessé ole bijektio).
Témin jilkeen on tyypillisesti helppo tarkistaa, onko lauseke g(z) jatkuvasti derivoituva joukossa
A ja onko lauseke h(y) jatkuvasti derivoituva joukossa B. Jos ndmé ehdot tédyttyvit, niin kyseessi
on diffeomorfismi.

Jos g on diffeomorfismi, niin muuttujanvaihtokaavan muistamista helpottaa seuraava muis-
tisddnt6. Yhtéalon

fx(z) |de| = fv (y) |dy] (2.7)

pitaa sailyé bijektiivisessd muuttujanvaihdossa
y=9) <= z="hy)
Kun tiedosta (2.7) ratkaistaan fy (y), saadaan

dx

fr(y) = fx(x) al= fx (h(y)) W (),

mutta tietenkin tdmé kaava pétee vain ¢g:n kuvajoukossa B. Yksinkertaisissa tapauksissa muun-
noksen tf on télla tavalla menetellen mahdollista johtaa jopa p#éssilaskulla.

Huomautus. Kun muunnoksen Y = g(X) tiheysfunktio ilmoitetaan, on térkedi paitsi kertoa kaa-
va fx(h(y))|h (y)] myos ilmoittaa selkeiisti kaavan pitevyysalue, eli se joukko B, jossa kyseinen
kaava pitee.

Yhtélostd (2.7) voidaan ratkaista fy (y) myos toisella tavalla, nimittdin seuraavasti,

L fx(z) _ fx(h(y))
dy|  g'(@)] g/ (k)]
dx

fy(y) = fx(x)

Myos tdma kaava pitdéd paikkansa joukossa B, silld kaava

dx 1
— =
dy ﬁ

kertoo oikean yhteyden funktion ja sen kddnteisfunktion derivaattojen valilld, ja aidosta mono-
tonisuudesta seuraa se, ettd |g’| > 0 joukossa A ja |h'| > 0 joukossa B.

Joskus tiheysfunktion muuttujanvaihtokaavaa tarvitaan myos sellaisessa tilanteessa, jossa g
ei ole monotoninen, mutta jossa sen maérittelyjoukko voidaan pilkkoa véleiksi, joille rajoitettuna
g on aidosti monotoninen. Téllaiset tilanteet saadaan hoidettua samaan tapaan kuin seuraavassa
esimerkissa.

Esimerkki 2.7. Olkoon X:114 jatkuva jakauma, jolla on jatkuva tiheysfunktio fx. Tarkastellaan
satunnaismuuttujaa Y = X2, ja lasketaan sen kf. Selviisti Y > 0, joten Fy-(y) = 0, kun y < 0.
Kun y > 0, on

Fy(y) = P(Y <y) = P(X* <y) = P(—y < X <) = Fx(\/y) — Fx (=)
Derivaatan laskemisen jéilkeen arvaamme, ettd Y :n tf on
1 1

fy(y) = fx(Vy) 2\/37+fx(—\/§)ma kun y > 0,
ja fy(y) =0, kun y < 0.
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Tarkistetaan, ettd tn P(a <Y < b) todella saadaan laskettua integroimalla t#té tiheysfunk-
tiota vilin (a,b) yli, kun 0 < a < b. Lasku sujuu seuraavasti.

P(a<Y <b)=Pla<X?<b)=P(Va<|X|<Vb)
=P(—Vb< X < —Va)+ P(Va< X <Vb)

—Va Vo
— [ et [ px@)ds
—Vb Va

Nyt ensimmaéisessé integraalissa tehdddn muuttujanvaihto
y=ux = r=-y (jossa x < 0 jay > 0)

ja toisessa
y=x = =y (jossa x,y > 0).

Talloin saadaan

ngygmz/

a

b
(fx(—\/ﬂ) 2\1@ + fx (Vi) 2%) dy

Yleistamalld tdmén esimerkin padttely padadytdan seuraavaan tulokseen.

Lause 2.13. Olkoon sm:lla X jatkuva jakauma tiheysfunktiolla fx ja olkoon Y = g(X). Olete-
taan, ettd R voidaan osittaa joukkoihin Ay ja Ay, As, ... siten, ettd

o P(X € Ay) =0,

o kukin A; on avoin vdli, kun i > 1 ja vdleji A;,i > 1 on ddrellinen tai numeroituvasti
adareton maara

o kuvaus gja,, eli g rajoitettuna joukkoon A;, on diffeomorfisimi avoimelta vdliltd A; sen
kuvajoukolle B; kaikilla i > 1

Koska kukin kuvaus g)a, on kddntyvd kun @ > 1, on silld kéddnteisfunktio, jota merkitidn
hz:(g|Al)717 h; BZ*)A,

Talloin Y :lld on jatkuva jakauma, jonka tiheysfunktio on

Y 1m(y) fx(hi(y)) Piy)l.

i>1

Tdssd termi
15, (y) fx (hi(y)) |hi(y)]

tulkitaan nollaksi, jos y & B; (jolloin indikaattorin jilkeinen termi ei ole hyvin mddritelty).

Todistus. Ideana on pilkkoa tapahtuma {a <Y < b} erillisiin tapahtumiin
{a <g(X) <b,X € A}, 7> 0.

Kun ¢ = 0, tdmén tapahtuman tn on nolla. Muilla ¢ tapahtuman todenn#koisyys esitetdin
integraalina, jossa tehdddn muuttujanvaihdos. O
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Huomautus. Jos edellisen lauseen oletukset ovat voimassa, niin muunnoksen Y = g(X) tiheys-
funktio saadaan laskea myos johtamalla ensin sm:n Y kertyméfunktio Fy ja sitten derivoimalla
tdma funktio. Tamén lauseen avulla voidaan késitelld monenlaisia muunnoksia, kuten vaikka-
paY = |X]| tai Y = sin(X), kun sm:lla X on jatkuva jakauma. Tiheysfunktion fy (y) kaavaan
saadaan kutakin yhtdlon y = g(z) ratkaisua kohti yksi termi, joka on samaa muotoa (2.6) kuin
diffeomorfisen muunnoksen tapauksessa.

Esimerkki 2.8. Esimerkisss 2.7 késiteltiin tapausta Y = X?2. Siind yhteydessé tehtiin implisiit-
tisesti valinnat
AO = {0}7 Al = (70070)7 A2 = (0070)3

jolloin
B; =(0,00), By =(0,00)

ja kuvaukset hy ja ho ovat
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Luku 3

Y hteisjakauma

Edellisessé kappaleessa tarkastelimme aina yhtd satunnaismuuttujaa kerrallaan. Téssa kappalees-
sa ndemme, miten aikaisemmat késitteet yleistyvit, kun samalla perusjoukolla on méériteltyna
useampi kuin yksi satunnaismuuttuja. Yksi pdatavoitteista on méaritelld, milloin satunnaismuut-
tujat ovat riippumattomia. Syvenndmme moniulotteisten jakaumien késittelyd myohemmissé lu-
vuissa.

3.1 Kaksiulotteinen satunnaisvektori ja sen jakauma

Yleistdmme aluksi jakson 2.1 mééiritelmét kahteen dimensioon.

Maésritelmd 3.1 (Kaksiulotteinen satunnaisvektori). Olkoot X ja Y samalla perusjoukolla
méidriteltyji satunnaismuuttujia, X : Q@ — R ja Y : Q@ — R. Tillsin (X,Y) on kaksiulotteinen
satunnaisvektori (lyh. sv) (engl. two-dimensional random vector; bivariate random vector).

Kaksiulotteinen sv (X,Y) on siis kuvaus (funktio)
(X,Y): Q= R? siten, etti  (X,Y)(w) = (X(w),Y (w)).

Satunnaisvektorista (X,Y") kiiytetiiin myos nimitystd kaksiulotteinen satunnaismuuttuja (engl.
two-dimensional random variable) tai satunnaismuuttujapari.

Miéiritelmé 3.2 (Satunnaisvektorin jakauma, yhteisjakauma). Satunnaisvektorin (X,Y") jakau-
ma eli satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma (engl. joint distribution) on R2:n osajoukoilla
A médritelty funktio

P(X,)Y)eA)=P{weQ: (X(w),Y(w)) € A}).

Ennen seuraavaa mééritelméé tehdééan seuraava merkintédsopimus, jonka mukaan pilkku
tarkoittaa leikkausta. Kun lasketaan tapahtumien leikkauksen todennékoisyyttéd, niin tapah-
tumien viliin voidaan symbolin N sijasta merkitd pilkku, siis seuraavaan tapaan

P(XcAYeB)=P{Xe€AXeB})=P{X e A}n{Y € B}).

Téssé yhteydessi voidaan kiyttéai jaksossa 2.1 esiteltyjd merkint6jd. Erityisesti merkintd P(X <
z,Y < y) tarkoittaa seuraavaa

PX<z,Y<y)=P{X<zjaY <y}).
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Madritelmd 3.3 (Satunnaisvektorin kertyméifunktio, yhteiskertyméfunktio). Satunnaisvektorin
(X,Y) kertymifunktio eli satunnaismuuttujien X ja Y yhteiskertymdifunktio (lyh. ykf) (engl.
joint (cumulative) distribution function, joint cdf) on

Fxy(z,y)=F(r,y) = P(X <z,Y <y), r,y€R.

Kuten yksiulotteisessa tapauksessa, niin myo6s kaksi- ja useampiulotteisessa tapauksessa ky-
seessii olevat satunnaismuuttujat voidaan ilmoittaa kertymifunktion (tai muun jakauman esityk-
sen) alaindekseilld, ellei asiayhteyden perusteella muuten ole selviié, minkd muuttujien yhteisja-
kauman esityksesté on kyse.

Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma tietenkin m#draé niiden yhteiskertyméfunktion,
silla

P(X <a,Y <y)=P((X,Y) € (—o0,z] x (—00,y]).

Késantden, mikéli tunnetaan ykf, niin on mahdollista osoittaa, ettd sen avulla voidaan laskea
kaikkien joukkojen A todennidkoisyydet kaavassa

P((X,Y)e A), ACR?
eli yhteisjakauma mé#raytyy yhteiskertyméfunktiosta.
Lause 3.1. Yhteiskertymdfunktio madrdda jakauman.
Todistus. Todistus siivutetaan, silld se vaatisi mittateoriaa. O
Esimerkki 3.1. Olkoot =1 < x3 ja y1 < y2. Lasketaan ykf:n F' avulla
Plzy < X <, y1 <Y <) = P((X,Y) € (w1, 22] X (y1,92])-
Nyt (piirrd kuval)
(X <20, Y <yt ={21 <X <2, 41 <Y <1} UC,
jossa joukot ovat erillisié, ja C' = AU B, jossa
A={X<x1,Y <y}, B={X<umz,Y <y}
Niinpé
P(ry < X < @9, y1 <Y <) = Fx2,12) — P(C)
(v2,92) — (P(A) + P(B) — P(AN B))
(2,y2) — F(x1,y2) — F(x2,51) + F(z1, 1)

F
F

A

Kun tarkastellaan kahta satunnaismuuttujaa X ja Y, niin yksittdisen sm:n X (tai V) (yk-
siulotteista) jakaumaa kutsutaan sen reunajakaumaksi (engl. marginal distribution). Néiden ja-
kaumien kertyméfunktiot eli X:n ja Y:n reunakertymdfunktiot (engl. marginal cdf’s) saadaan
yhteiskertyméfunktiosta Fx y raja-arvoina,

Fx(z)=P(X <z, YER)= yan;OFX7y(x,y) = Fx y(z,00),

ja vastaavasti
Fy(y) = lim Fxy(%,y) = Fxy(c0,y).
Tr—00

Ykf:n sijasta kaksiulotteisia jakaumia késitelladn yleenséd niiden yhteispistetodennékoisyys-
funktioiden tai yhteistiheysfunktioiden avulla. Yhteisjakauma kuvaillaan usein kertolaskusaannon
eli ketjusdannon avulla, mitd varten pitdéd ensin kuvailla yhden muuttujan reunajakauma seké
toisen muuttujan ehdollinen jakauma. Kdymme seuraavaksi ndmé asiat ldpi diskreetin yhteisja-
kauman tapauksessa. Jatkuvan yhteisjakauman tapaus késitelladn myShemméssé luvussa.
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3.2 Diskreetti kaksiulotteinen jakauma

Maégritelmé 3.4 (Diskreetti (yhteis)jakauma, yhteispistetodennékoisyysfunktio). Satunnaisvek-
tori (X,Y) on diskreetti, eli satunnaismuuttujilla X ja Y on diskreetti yhteisjakauma, jos sv:lla
(X,Y) on enintdiin numeroituva arvojoukko, tai tarkemmin sanoen, on olemassa enintéén nu-
meroituva joukko S C R? siten, etté

P((X,Y)€S) =1.

Joukkoa S voidaan kutsua satunnaisvektorin (X,Y’) arvojoukoksi tai sen jakauman kantajaksi.
Téllsin svin (X,Y) pistetodennéksisyysfunktio eli satunnaismuuttujien X ja Y yhteispisteto-
denndkdoisyysfunktio (Iyh. yptnf) (engl. joint probability (mass) function, joint pmf) on

f(l',y):fxy(l‘,y>:P(X:Z‘,Y:y), x??JEIR
Yptnf:ll4 on analogiset ominaisuudet yksiulotteisen jakauman ptnf:n kanssa.
Lause 3.2. Olkoon f ja S kuten mddritelmdssd. Talloin

a) 0< f(z,y) <1, ja f(,y) =0, kun (z,y) ¢ S.

b) f mddirdd yhteisjakauman kaavalla

P(XY)eB) = 3 flay)

(z,y)€B

Todistus. Idea on sama kuin yksiulotteisessa tapauksessa. Kohdassa b summataan yhteen kor-
keintaan numeroituva méaérd nollasta poikkeavia termejé, jotka ovat kaikki positiivisia, minka
takia summausjarjestyksesté ei tarvitse vélittdd, ja merkintd on mielekés. O

Erityisesti X:n ja Y:n pistetodennékoisyydet saadaan summaamalla toinen muuttujista pois
yptnf:sti,

fx(x)=P(X =2)=P(X =2,Y €R) =) _ f(z,y), (3.1)
fry) =PY =y)=P(XeRY =y) =) f(z,y). (3:2)

Itse asiassa ndmé tulokset sisiltyvit kokonaistodennikoisyyden kaavaan (1.13) (tai sen yleistyk-
seen numeroituvasti ddrettomille ositukselle).
Lisdksi yptnf summautuu ykkoseksi, silla

1=P(X,Y)eS) = 3 [(n.y)

(z,y)€s
Seuraava lause on lauseen 2.5 kaksiulotteinen vastine. Sen todistus sivuutetaan.
Lause 3.3. Olkoon S C R? ddrellinen tai numeroituvasti direton joukko, ja olkoon f : S — R

ei-negatiivinen funktio siten, ettd
> flzy) =1

(z,y)€S

Talloin se on erdiden diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yptnf.
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Seuraavassa lauseessa ndytetddn, ettd diskreetin yhteisjakauman tapauksessa sekd X ja Y
ovat diskreetteji. Edelld on johdettu kaavat niiden (reuna)pistetodennikoisyysfunktioille.

Lause 3.4. Satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteisjakauma on diskreetti silloin ja vain silloin, kun
reunajakaumat ovat diskreetteja.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd reunajakaumat ovat diskreettejd eli ettd sekd X ettd Y ovat
diskreettejd satunnaismuuttujia. Olkoot niiden arvojoukot Sx ja Sy, ts. P(X € Sx) = 1 ja
P(Y € Sy)=1ja Sx C R ja Sy C R ovat korkeintaan numeroituvia joukkoja. Talloin joukko
S=Sx xSy c R? on my6s korkeintaan numeroituva, ja helpolla laskulla ndhdéén, etta

P((X,Y)€eS)=1.

Siis yhteisjakauma on diskreetti.
Oletetaan seuraavaksi, ettd yhteisjakauma on diskreetti. Olkoon S korkeintaan numeroituva
joukko siten, ettd P((X,Y) € S) = 1. Tésséd

S = {(xllayi% ('T/27y/2)’ e }

Olkoon nyt Sx = {x1,22,...}, jossa 1,xa,... on jonossa x},x,,... esiintyvit eri suuret ar-
vot, ts. Sx on joukon S projektio x-akselille. Médritelldén vastaavasti Sy = {y1,92,...}, jossa
Y1,Y2,... ovat jonossa yi,yh,... esiintyvit eri suuret arvot. Nyt Sx ja Sy ovat korkeintaan

numeroituvia joukkoja, ja
P(X ¢ Sx) < P(X & Sx tai Y ¢ Sy) = P((X,Y) ¢ §) = 0.
Siis P(X € Sx) = 1, ja vastaavalla laskulla P(Y € Sy) =1, joten X ja Y ovat diskreetteja. O

Esimerkki 3.2. Reunajakaumat eivit médrda yhteisjakaumaa. Tarkastellaan diskreettid yhteis-
jakaumaa, jonka yptnf:n kantaja S on

{0,1} x {0,1}

ja yptof on f(z,y). Tillainen yptnf voidaan esittid taulukon muodossa seuraavasti,

x\y 0 1 2y

0 | f(0,0) f(0,1) | fx(0)
1| f(L,0) f(1,1)] fx(1)
Yoo | fy(0) fr(D)

Huomaa, ettd reunajakaumien ptnf:t ovat taulukon reunasummia ts.
fX(g:):Zf(xay):f(z70)+f(xal)v IZO?L
Y
fr)=>_flx,y)=Ff0,9)+ f(Ly), y=01

(Termi reunajokauma selittyy téillaisesta huomiosta.) Nyt tietenkin

X ~ Bernoulli(fx(1)) ja Y ~ Bernoulli(fy(1)).
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Moni erilainen yhteisjakauma tuottaa samat reunajakaumat. Esim. reunajakaumat X ~
Bernoulli(1/2) ja X ~ Bernoulli(1/2) saadaan valitsemalla f(0,0) = f(1,1) = a ja f(0,1) =
f(1,0) = 1 — a, jossa a on miké tahansa luku vililti 0 < @ < 3. Taulukon muodossa esitettyni
yptnf ndyttda seuraavalta,

x\y 0 1 >
0 a
1

DN T

NI= M=

3.3 Ehdolliset pistetodennikoisyysfunktiot

Jos sv:lla (X,Y") on diskreetti jakauma, niin sm:n X ehdollinen ptnf ehdolla Y = y mééritelldin
ehdollisen todennékoisyyden kaavan avulla,

PX=2Y=y) _fxy(zy)
PY =y) frly) 7

kun y on sellainen piste, jossa fy (y) > 0. Funktio fx|y (- | ¥) on satunnaismuuttujan X ptnf,
kun tiedet#in, ettd Y = y. Ehdollinen ptnf fy|x(y | #) mééritelldsin analogisesti.
Kertolaskusddnté (1.10) eli ketjusiinto kertoo, etté

Ixy(@,y) = fx(@) fyix(y | z) = fy () fx)y(@|v), (3.4)

ja Bayesin kaava (1.14) kertoo, ettd

(3.3)

fxy(@ly) =P(X=z|Y =y)=

 fxy(xy)  fx (@) fyix(y | @)
7 B =7 39

Naissé kaavoissa oletetaan, ettd x ja y ovat sellaisia pisteité, joissa ei jouduta jakamaan nollalla.

3.4 Useampiulotteinen satunnaisvektori

Avaruuden R"™ vektoria (z1,...,x,) merkitidin x = (z1,...,x,). Silloin, kun se esiintyy matrii-
sien kanssa samassa lausekkeessa, se ymmaéretaan pystyvektoriksi eli n x 1-matriisiksi,

T
X = (@1, ) =
Tn
Masritelma 3.5. Jos X1, ..., X, ovat samalla perusjoukolla (2 méadriteltyja satunnaismuuttujia,
niin X = (Xy,...,X,) on n-ulotteinen satunnaisvektori (Iyh. sv). Se on kuvaus @ — R" siten,
ettéd

X1 (w)
X(w)=(X1(w),...,Xp(w)) = |
Xn(w)
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Maéritelmd 3.6 (Yhteiskertyméfunktio). Satunnaismuuttujien X, ..., X, yhteiskertymifunktio
(ykf) eli satunnaisvektorin X = (X7, ..., X,) kertyméfunktio on

Fx, .. x,(T1,...,2,) = Fx(x) = P(X1 < 21,...,X,, < xp),
jossa x = (x1,...,2,) € R™.
Satunnaisvektorin jakauma mééritellidn samoin kuin aikaisemmin, eli se on funktio
B+— P(X € B), B CR".

Kuten kaksiulotteisessa tapauksessa, ykf méirdsa jakauman myo6s dimensiossa n. Korkeissa di-
mensioissa ykf:a kdytetddn harvoin konkreettisissa laskuissa, vaan se on ldhinné teoreettinen
apuviline.

Jos kaikki satunnaisvektorin X komponentit X; ovat diskreetteji sm:ia, niin sen ptnf eli
sm:ien X; yhteispistetodennikoisyysfunktio (yptnf) on

fxx)=PX=x)=P(X1=21,...,Xn = Ty). (3.6)

3.5 Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Maésritelmd 3.7 (Kahden sm:n riippumattomuus). Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippu-
mattomia, jos

P(X€AjaY eB)=P(X € A)P(Y € B),  kaikilla A, B C R.
Tamé voidaan merkitd X 1L Y.
Jos X 1Y ja P(Y € B) > 0, niin mille tahansa A pétee

P(X € A)Y € B)
P(Y € B)

_ P(XcA)P(YeB)
= P € B) =P(X € A).

P(XeA|YeB)=

Lasku voidaan tietenkin toistaa vaihtamalla X:n ja Y:n roolit, jolloin ndhd&én etta
P(XeA|YeB)=P(XecA), PYeB|XeA)=PY eB)

kaikille joukoille A ja B, joille edelld merkityt ehdolliset todennikoisyydet ovat hyvin méériteltyji.
Téamaé voidaan tulkita siten, ettd jos X 1 Y, niin tieto Y:n arvosta ei anna tietoa X:n jakaumasta
ja kéantden tieto X:n arvosta ei anna tietoa Y:n jakaumasta.

Lause 3.5. Seuraavat seikat ovat yhtdpitivid,
(a) X LY
(b) Yhteiskertymdifunktio faktoroituu reunakertymdfunktioiden tuloksi, eli

Fxy(z,y) = Fx(z) Fy (y) kaikilla x,y € R.
Todistus. (a) = (b): Valitaan A = (—o0,z] ja B = (—00,y] ja sovelletaan riippumattomuuden

magritelmé&a.
Implikaation (b) = (a) todistaminen sivuutetaan, silli todistus vaatisi mittateoriaa. O
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Lause 3.6. Jos X ja'Y ovat diskreettejd satunnaismuuttujia, niin seuraavat setkat ovat yhtdpitivid,
(a) X LY
(b) Yhteispistetodenndikoisyysfunktio faktoroituu reunapistetodennikiisyysfunktioiden tuloksi, eli

Ixy(zy) = fx() fy(y) kaikilla z,y.

Todistus. Implikaatio (a) = (b) seuraa valitsemalla riippumattomuuden mééritelméssd A = {z}

ja B = {y}.

Todistetaan implikaatio (b) = (a) ldhtemiilld liikkeelle oletuksesta, ettd ominaisuus (b) on
voimassa. Olkoot A, B C R mielivaltaisia. Olkoot sm X :n mahdolliset eri arvot x1,zo,... ja sm
Y :n mahdolliset eri arvot y1,¥ys, ... Talloin

PXeAYeB) =P| | J{X=a.Y =y}

T, €A
y;€B
= Z P(X =z,Y =y;) (tdysadditiivisuus)
z;€A,y;€EB
= Z Ix v (i, y;5) (mééritelma)
z;€A,y;€EB
= Z fx (@) fr (y5) (oletus)
z, €Ay;€EB
= Z P(X =z;,)) P(Y =v;) (mééritelmi)
.”cj,GA,ijB
= Z P(X =ux;) Z P(Y =y;) (osittelulaki)
T, €A y;€EB

=P(X € A)P(Y € B),
joten X ja Y ovat riippumattomia. O

Huomautus. Edellisessé lauseessa todetaan, etté

XUY <« fxy(z,y)=/fx) fr(y) kaikilla z,y.

Kun tétd ominaisuutta verrataan kertolaskusédéntoon (3.4), niin ndhdéén, ettd riippumattomille
diskreeteille satunnaismuuttujille X ja Y pétee

fxy(@ly)=fx(@),  frixylz)=fry)
kaikilla kyseeseen tulevilla argumenteilla.
Huomautus. Myohemméssé luvussa todistetaan, ettéd jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa sa-
tunnaismuuttujat ovat riippumattomia silloin ja vain silloin, kun niiden yhteistiheysfunktio voi-
daan esittdd samalla tavalla reunajakaumien tiheysfunktioiden tulona.

Jos A ja B ovat tapahtumia, niin edellisté lausetta soveltamalla ndhd&én helposti, etta tapah-
tumat ovat riippumattomia silloin ja vain silloin kuin niiden indikaattorit ovat riippumattomia
sm:ia, eli

ALB <= 1, 4u41p.

Seuraavaksi ndytetddn, ettd riippumattomien satunnaisfunktioiden muunnokset ovat riippu-

mattomia.
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Lause 3.7. Jos X LY, jag: R — R seki h : R = R owvat funktioita, niin myés g(X) 1L h(Y).
Todistus. Olkoot A, B C R mielivaltaisia. Talloin
{9(X) e A,h(Y) e B} ={X € g7 '(A),Y e " {(B)}.

Tassd g1 (A) on joukon A alkukuva kuvauksessa g, ja h~(B) on joukon B alkukuva kuvauksessa
h. Koska X 1Y on

P(g(X) € A,hY)e B)=P(X € g *(A),Y € h"(B))
= P(X e g~ '(A) P(Y e h'(B))

= P(9(X) € A) P(h(Y) € B). O
Miiritelmé 3.8 (Usean sm:n riippumattomuus). Satunnaismuuttujat X, ..., X, ovat riippu-
mattomia, jos
P(({X; e Bi}) =[[ P(X; € Bi),  kaikilla By,...,B, CR.
i=1 i=1
Tama voidaan merkitd Xq,..., X, 1.
Esimerkki 3.3. Binomijakauman synty toistetussa Bernoullin kokeessa. Olkoot Y7, ...,Y,, riip-

pumattomia Bernoullin jakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia, joilla on yhteinen onnistu-
mistn 0 < p < 1. Ts. kullakin niistd on ptnf:na

fly)=p(1—p)Y, kun y =0, 1.

Jos Y; = 1 niin sanotaan, ettd onnistuttiin toistossa ¢, ja muuten sanotaan, ettd epdonnistuttiin
toistossa i. Olkoon X onnistumisten lukumééré n toistossa, eli

X=Yi+ +Y, =) Y.

Mika on X:n jakauma?
Jos (y1,...,Yn) on jokin jono nollia ja ykkosid, niin

PYi=y,Yo=vo,....Yn=yn) = [[p" (1 —p)' ¥ =p"(1—p)" ",
=1

jossa s =Y | i, eli s on ykkdsten ja n — s on nollien lukumééré jonossa (y1,...,yn).
Satunnaismuuttuja X saa arvon 0 < z < n jos ja vain jos satunnaismuuttujat Yi,...,Y,
saavat sellaiset arvot 1, ..., yn, etté jonossa (y1,...,y,) on x ykkostd (ja n— z nollaa). Téllaisia

jonoja on (2) kappaletta, ja niistd kunkin tn on p® (1—p)"~?. Todennikoisyyden additiivisuuden
nojalla

fx(@)=PX=2)= (n>pz(1p)"z, kun x =0,1,...,n

Ts. X ~ Bin(n,p), eli X noudattaa binomijakaumaa otoskokoparametrilla n ja onnistumisto-
dennékoisyydelléd p. A
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Huomautus. Kun maérittelimme useamman tapahtuman riippumattomuuden, jouduimme tar-
kastelemaan kaikkia jonoja i1,...,%; jossa indeksit ovat keskendén erisuuria. Satunnaismuuttu-
jien riippumattomuuden ma#ritelméssa tita ei tarvita. Tama johtuu siitd, ettd voimme poistaa
tarkastelusta sellaiset sm:t

Xj JOlHa ]%{Zl,ﬂk}
valitsemalla niiden kohdalla B; = R.

Jos Aq,..., A, ovat tapahtumia, niin niiden indikaattorit 14,,...,14, ovat satunnaismuut-
tujia. Seuraavat kaksi seikkaa ovat yhtépitavia.

a) Tapahtumat Aj,..., A, ovat riippumattomia,
b) satunnaismuuttujat 14,,...,14, ovat riippumattomia.

Numeroituvasti darettoméan monen satunnaismuuttujan X1, X, ... riippumattomuus méaaritellaan
seuraavasti.

Miritelmi 3.9 (Adrettomin monen sm:n riippumattomuus). Satunnaismuuttujat X;, Xo, ...
ovat riippumattomia, jos satunnaismuuttujat Xy, ..., X, ovat riippumattomia kaikilla n > 2.

3.6 Trinomijakauma ja multinomijakauma

Trinomijakauma yleistdd binomijakauman mutkattomasti kaksiulotteiseksi diskreetiksi jakau-
maksi. Multinomijakauma on puolestaan trinomijakauman yleistys korkeampaan ulottuvuuteen.

Olkoot p1,p2 > 0 todennidksisyyksid siten, ettd p; + po < 1. Olkoon n > 1 positiivinen
kokonaisluku. Télloin

n

f(w,y)=(

)pfpé’(l —p1—p2)" Y, z,y>0, z+y<n
r,Yy,n—x—Y

on trinomijakauman Trin(n, (p1, p2)) yptnf. Kaavassa esiintyvi trinomikerroin (tai yleisemmin
multinomikerroin) méériteltiin jaksossa 1.7.

Kuvassa 3.1 trinomijakauman yptnf on piirretty kahdella eri tavalla. Ensimméisessi tavassa
funktio z = f(z,y) on esitetty perspektiivikuvana. Toisessa tavassa kolmas dimensio esitetdin
piirtosymbolin koon avulla: funktion f(x,y) arvo on verrannollinen pisteeseen (z,y) piirretyn
ympyran pinta-alaan.

Se, etti kyseessi on yptnf nihddin helposti multinomikaavan (1.8) avulla, silld

L=[p1+p2+(1—p—p2)]"

n T —r—
:Z( )P"fpg(l—m—]?z)n o,
z,y ry,n—x—y

jossa summa otetaan niiden kokonaislukuparien (x,y) yli, joille x,y > 0 ja z + y < n. Lisiksi
jokainen summan termeista on positiivinen.

Trinomijakaumalla on toistokokeen kautta syntyva tulkinta. Tarkastellaan koetta, jonka yh-
dessi toistossa saadaan tdsmélleen yksi tuloksista A, B tai C'. Olkoon yhdessé toistossa

p1=P(A), p2=P(B), p3=PC)=1-p —pa.
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Kuva 3.1 Trinomijakauman Trin(n, (p1, p2)) yptin, kun n = 8 ja p; = 0.3 ja ps = 0.4.

0o -
© - o o o
o O O o
> < 4 00O o
o O0O0Oo
N © 000 o°
0 0 0 o
o4 .. e
I T T T |
0 2 4 6 8
X X

Toistetaan tétéd koetta riippumattomasti n kertaa, ja annetaan satunnaismuuttujan Z; kertoa
lopputulos toistossa numero ¢ siten, etta

1 jos tulos on A,
Zi =42 jos tulos on B,

3 jos tulos on C.

Talloin kaikilla 4
P(Z; = 2) = p., kun z = 1,2, 3.

Mééritellddn, ettd sm X on niiden ¢ lkm, joilla Z; = 1 (eli lopputuloksen A lkm) ja sm Y on niiden
i lkm, joilla Z; = 2 (eli lopputuloksen B lkm). Tillsin niitd ¢, joilla Z; = 3 (eli lopputuloksen C
lkm)onn—X -Y.

Jos (21, 22,...,2,) on arvoista 1, 2 tai 3 koostuva jono, niin

P(Zl - 21722 :227"‘7Z7L = Zn) =Pz, Pzy -+ - Pz,
=pipspy "’

Tésséd = on lopputuloksen A lkm annetussa jonossa eli niiden ¢ lkm, joilla z; = 1, ja y on

lopputuloksen B lkm eli niiden ¢ lkm, joilla z; = 2. Té&lloin lopputuloksen C' lkm eli niiden ¢ lkm,

joille z; = 3 on n — = — y. Toisaalta, jos kiinnitetdan kokonaisluvut x ja y siten, ettd xz,y > 0 ja

x +y < n, niin sellaisia jonoja (z1, 22, ..., z,) jotka koostuvat arvoista 1, 2 tai 3, joissa tulosta 1

on z kpl ja tulosta 2 on y kpl on multinomikertoimen

n
z,Yy,n—xr—-y

ilmaisema méaaréd, silld kukin télldinen jono vastaa tésmélleen yhtéd tapaa osittaa n-alkionen
joukko kolmeen osaan siten, ettd ensimmaéiseen osaan tulee z kpl alkioita ja toiseen osaan y kpl
alkioita (jolloin kolmanteen osaan jai n — x — y kpl alkioita). Jokaiselle téllaiselle jonolle

n—r—y

P(Zy=21,20 = z,...,Zn = 2zy) = p{ Dy D3
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T4alla tavalla nahdédén, etté

n r—
PX =YY=y = <xy n_gg_y)v’fp%p? =,

jossa ps = 1 — p; — po. Toisin sanoen satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma on trinomija-
kauma otoskokoparametrilla n ja todennékdisyysparametreilla (p1, p2).

Toistokoetulkinnan valossa on ilmeisté, ettd sm:n X reunajakauma on X ~ Bin(n,p;). (Ajat-
tele toistokoetta, jossa onnistutaan, kun saadaan lopputulos A ja muuten epdonnistutaan.) Vas-
taavasti, Y ~ Bin(n, p2).

Trinomijakauma saadaan suoraviivaisesti yleistettyé siihen tapaukseen, jossa tulosvaihtoeh-
toja voi olla vield useampia. Olkoon (p1,...,p,) todenniksisyysvektori, eli kukin p; > 0, ja

Pt pn =1

Multinomijakauman Mult(k, (p1,...,pn)) ptof on

k T T
flze, .. zn) = (xlx) A (3.7)

kun 1 + - - - + x, = k ja nolla muuten.

Multinomijakauma syntyy, kun tarkastellaan k-kertaista toistokoetta, jossa kussakin toistos-
sa toteutuu yksi n:sta vaihtoehdosta, jossa toistot ovat toisistaan riippumattomia. Muuttujat
Z1,...,%, ovat eri lopputulosten frekvenssit k:ssa toistossa. Kaava (3.7) perustellaan samalla
tavalla kuin trinomijakauman tapauksessa; viimekéddesséd vedotaan jaksossa 1.5 esitettyyn multi-
nomikertoimien kombinatoriseen luonnehdintaan.

Useimmiten multinomijakaumaa pidetédén n-ulotteisena jakauma, mutta joissakin yhteyksissa
on mielekkdAmpéd pitédd sitd (n — 1)-ulotteisena jakauma (jolloin X,, =k — X7 — -+ — X, _1).
Télla konventiolla binomijakauma ja trinomijakauma ovat multinomijakauman erikoistapauksia.

3.7 Satunnaisvektoreiden riippumattomuus

Kahden satunnaisvektorin X ja Y riippumattomuus méaritellddn tdysin vastaavasti kuin satun-
naismuuttujien kohdalla, ks. jakso 3.5.
Samalla paéttelylla kuin aikaisemmin,

XLY = g(X)uh(Y),

kun ¢ ja h ovat mielivaltaisia vektoriargumentin reaaliarvoisia funktioita.
On hyvé huomata, ettd jos satunnaismuuttujat

X17X27"'7Xk?; Y17Y2a"'7Ym

ovat riippumattomia, niin t4ll6in niistd koostuvat satunnaisvektorit X ja Y ovat riippumattomia,
jossa
X =(Xy,...,Xk), Y = (Y1,...,Y.,).

Talloin nimittdin satunnaisvektoreiden yhteiskertyméfunktio faktoroituu reunasatunnaisvekto-
reiden kertyméfunktioiden tuloksi, ts.

Fxy(x,y) = Fx(x) Fy(y),  kaikilla x,y,

koska se faktoroituu peréti komponenttisatunnaismuuttujien kertyméfunktioiden tuloksi. Téma
riittda todistamaan, ettd X 1L Y.
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Luku 4

Odotusarvo

Seuraavaksi kerrataan, miten satunnaismuuttujan odotusarvo mééritellién diskreetissi ja jatku-
vassa tapauksessa. Odotusarvolle kdytetddn englannikielisessé kirjallisuudessa lukuisia nimityk-
sid, kuten seuraavia: mean (value), (mathematical) expectation, expected value. Satunnaisvektorin
odotusarvo mééritelliin myshemméssi kappaleessa.

4.1 Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo

Miiritelmd 4.1 (Diskreetin sm:n odotusarvo). Jos X on diskreetti sm, jonka arvojoukko on
S = {x1,22,...} ja ptnf on f, niin sen odotusarvo on reaaliluku

EX = B(X) = inf(xi) =Y " f(x)

mikéli tdmé sarja on itseisesti summautuva, eli mikéli ), |z;| f(x;) < co. Muussa tapauksessa
sanotaan ettd X:114 ei ole odotusarvoa. Se seikka, ettd X:114 on odotusarvo voidaan ilmaista my6s
sanomalla, ettd X on integroituva sm.

Edelld kysymys sarjan itseisestd summautumisesta on relevantti tietenkin vain silloin, kun
summattavia arvoja on ddrettomén monta. Palautetaan mieleen analyysistia se seikka, etté jos
sarja summautuu itseisesti, niin sille saadaan sama summa kaikilla summausjérjestyksilla. (Jos
summa suppenee kohti jotakin reaalilukua, mutta ei suppene itseisesti, niin erilaisilla sum-
mausjérjestyksilla sarjalle voidaan saada erilaisia summia.) Itseisen suppenemisen takia edel-
lisessd madritelméssé ei tarvitse kiinnittad tiettyd summausjarjestystid. Toinen tapaus, jossa sar-
jan summausjarjestykselld ei ole vilid on se, jossa kaikki summan termit ovat ei-negatiivisia;
talloin sarjan summa voi olla jokin reaaliluku tai oco.

Jos satunnaismuuttujilla X ja Y on sama diskreetti jakauma, niin niilld on sama odotusarvo.
Sen takia diskreetin jakauman odotusarvo voidaan mééritelld lukuna FX, jossa X on miké
tahansa kyseistd jakaumaa noudattava sm.

Odotusarvolla on fysikaalinen tulkinta massajakauman painopisteend. Jos massattoman sau-
van (=reaaliakseli) pisteisiin x; asetetaan massat p;, niin sauva pysyy tasapainossa, mikéli sitd
tuetaan alta péin pisteestd FX. Tdméi odotusarvon tulkinta séilyy my6s muunlaisille jakaumille.

Historiallisesti edelld esitettyyn médritelméin on padadytty odotusarvon frekvenssitulkinnan
avulla. Ajatellaan diskreettis satunnaismuuttujaa X, jonka mahdolliset arvot ovat {z;}. Kon-
kreettisuuden vuoksi olkoon X sinun voittamasi rahasumma tietyn uhkapelin yhdessé toistossa.
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Jos toistat pelid riippumattomasti N kertaa (jossa N on hyvin suuri luku), niin voitat summan
x; osapuilleen NP(X = z;) kertaa, joten keskiméériinen voittosi yhté pelid kohti on

%ZSQNP(X:I@) :lef(xz) =EX.

Tallainen odotusarvon frekvenssitulkinta perustuu ns. vahvaan suurten lukujen lakiin, joka on
vksi todennékoisyysteorian kuuluisimmista tuloksista. Itse asiassa todennékoisyysteoriassa todis-
tetaan, ettéd téllainen riippumattomien ja samoin jakautuneitten satunnaismuuttujien keskiarvo
suppenee (otoskoon N kasvaessa rajatta) kohti odotusarvoa jos ja vain jos odotusarvo on ole-
massa, eli diskreetissa tapauksessa silloin, kun . |2;| f(z;) < oo.

Esimerkki 4.1. Vakion odotusarvo. Vakiota a € R voidaan pitda diskreettind satunnaismuut-
tujana, joka saa aina arvon a. Vastaavaa jakaumaa sanotaan degeneroituneeksi jakaumaksi. Nyt

Fa=a-1=a,

joten vakion odotusarvo on kyseinen vakio. A

Esimerkki 4.2. Tapahtuman A indikaattorin odotusarvo (eli Bernoullin jakauman odotusarvo).
Jos p = P(A) ja X = 14, niin X ~ Bernoulli(p), ja

EX=0-(1-p)+1-p=p.
Tapahtuman indikaattorin odotusarvo on sama kuin kyseisen tapahtuman todennékoisyys. A

Esimerkki 4.3. Binomijakauman odotusarvo. Olkoon X ~ Bin(n,p), ja asetetaan ¢ = 1 — p.
Odotusarvo EX saadaan laskettua suoraan mééritelmén nojalla seuraavasti.

n n n

!
EX =Y uf(x)= af(x)=>x ﬁpwq”*m
=0 =1 x=1 : !
. (71 B 1)' r—1 n—=x = n—1 n—1—
= Y = (M)
= =0
=np(p+q)" " =np

Laskussa sovellettiin binomikaavaa (1.6). Laskemme binomijakauman odotusarvon myshemmin
helpommalla tavalla, jossa kdytdmme hyvéksi odotusarvon lineaarisuutta. A

Esimerkki 4.4. Diskreetti jakauma, jolla ei ole odotusarvoa. Tunnetusti sarja Zzozl 1/? sup-
penee, ja sarja Y - 1/x hajaantuu. Olkoon ¢ = Y > | 1/2?, ja méritelldin sm X siten, ettd
sen arvojoukko on kokonaisluvut poislukien nolla, ja ptnf on

11
=PX=2)=——= =41,42,...
@)= P(X =a)= 5o w=ELE2
Té&lloin X:114 ei ole odotusarvoa. A
Jos diskreetin sm:n X arvojoukko on {1, z2,...}, niin X voidaan esittéii erillisten tapahtu-

mien A; = {X = z;} indikaattorien avulla summana

X:inlf,i.

i>1
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Mikali X:114 on odotusarvo, niin se saadaan summasta

EX = in P(A;).

i>1

Joskus on kitevai kiyttad jotakin muuta perusjoukon € ositusta By, Be, ... Jos X on vakio kus-
sakin osituksen palassa B;, niin seuraava lause totetaa, ettéd edellinen kaava pitda yhé paikkansa.

Lause 4.1. Jos By, Ba, ... on perusjoukon (ddrellinen tai numeroituvasti ddreton) ositus, ja X
on integroituva sm, joka saa vakioarvon y; kullakin palalla B;, eli

X:Zyj lBja

jz1
nn
EX =Y y; P(B;).
jz1
Todistus. Selvisti X on diskreetti sm. Olkoot sen eri arvot x1, xo, ..., ja méaritellian

Kun kukin A; ositetaan tapahtumilla B;, niin ndhdéén, etta

i>1
i>1 j>1 i>1 j>1

Mikéli A; N B; # 0, niin edelld z; = y;, silli X saa arvon x; joukossa A; ja arvon y; joukossa
B;. Muussa tapauksessa summattava termi on nolla. Kaikissa tapauksissa

Néin ollen
EX =YY y; P(AinB;)
i>15>1
=> y; ) P(AinB;)=> y; P(B;),
j>1 >l >
silld tapahtumat A;, Ay, ... osittavat kunkin tapahtuman B;. O

Lause 4.2. Olkoot X ja Y diskreettejd satunnaismuuttujia, joiden odotusarvot ovat olemassa.
Odotusarvolla on seuraavat ominaisuudet.

(a) (Positiivisuus) Jos X > 0, niin EX > 0.
(b) Jos X >0 ja EX =0, niin X on vakio nolla, ts. P(X =0) = 1.
(c) Jos X <Y, niin EX < EY.

(d) (Vakion odotusarvo) Jos a € R, niin Ea = a.
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(e) (Lineaarisuus) Jos a,b € R, niin E(aX +bY) =aEX +bEY.
(f) Jos X LY, niin satunnaismuuttujalle XY on odotusarvo, ja se saadaan kaavalla

E(XY)=E(X)E(Y).

(9) EX riippuu vain X :n jakaumasta: jos X :lli ja Y :lli on sama jakauma, niin EX = EY .

Todistus. Kohdat (a), (b), ja (g) ovat ilmeisid. Vakion odotusarvo (kohta (d)) on jo laskettu.
Todistetaan lineaarisuus (kohta (e)) seké riippumattomien satunnaismuuttujien tulon odo-

tusarvoa koskeva viite (kohta (f)). Olkoon X:n eri arvot x1,xs,... ja Y:n eri arvot yi,ys,. ...

Mééaritelldan

Télloin joukot A; N Bj,i,5 > 1 osittavat perusjoukon €2, ja X:l& on arvo z; ja Y:1& arvo y;

joukossa A; N B;, mikéli kyseinen joukko on epétyhjid. Muussa tapauksessa tdmén joukon tn on

nolla.
Jos a,b € R ovat vakioita, niin lauseen 4.1 perusteella

E(aXerY)fZalerbyj (A; N By)
7a2x1 (A; N Bj) +be] (A; N Bj)

1,J

—ale +bzyj ) = aEX + bEY.

Tamé todistaa lineaarisuuden. Jos X 1 Y, ja X ja Y ovat integroituvia, niin

Z:L‘lyj P(A; N Bj)
= Za:lyj )P(Bj) = Z%‘P(Ai)yj P(Bj)

[zi:z,;PA

Zyj P(B;)| = E(X)E(Y)

Téamé todistaa kohdan (f).
Se seikka, ettd odotusarvo siilyttidd jirjestyksen (kohta (c)) seuraa lineaarisuudesta ja odo-
tusarvon positiivisuudesta seuraavasti. Jos X <Y, niin Y — X > 0, joten

0<EY -X)=FEY —EX. O
Huomautus. Jos X1, Xo ja X3 ovat integroituvia sm:ia, niin

E(X;+Xo+ X3) = E[(X1 + X2) + X3] = E(X;1 + Xo) + EX3
=EX;+EX,+ EX5.

Téamé& ominaisuus yleistyy mille tahansa aérelliselle lukumééralle integroituvia satunnaismuut-
tujia, ts.
n n
E <Z XZ-) = ZEX
i=1 i=1
mikali kaikki odotusarvot FX; ovat reaalilukuja.
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Esimerkki 4.5. Binomijakauman odotusarvo uudestaan. Jos X ~ Bin(n,p), niin se voidaan
esittdd summana

jossa Y; ~ Bernoulli(p) ja Y;:t ovat riippumattomia. Odotusarvon lineaarisuuden nojalla

EX=E (iy> :iEYi = np.
i=1

i=1

Téssé laskussa ei tarvittu satunnaismuuttujien Y; riippumattomuutta. A

4.2 Jatkuvasti jakautuneen satunnaismuuttujan odotusar-
VO

Miiritelmd 4.2 (Odotusarvo jatkuvassa tapauksessa). Jos X on jatkuvasti jakautunut sm, ja
sen tiheysfunktio on f, niin sen odotusarvo on luku

oo

EX:E(X):/ z f(z)dx,

— 00

mikili kyseinen integraali suppenee itseisesti, eli mikéli | fooo |z| f(x)dz < oo. Muussa tapaukses-
sa sanotaan ettd X:ll4 ei ole odotusarvoa. Se seikka, ettd X:ll4 on odotusarvo voidaan ilmaista
myds sanomalla, ettd X on integroituva sm.

Esimerkki 4.6. Tasajakauman odotusarvo. Jos a < b ja X ~ U(a, b), niin helppo lasku osoittaa,
etti EX = 1(a+0b). A

Esimerkki 4.7. Cauchyn jakauma esimerkkiné jatkuvasta jakaumasta, jolla ei ole odotusarvoa.
Sm X noudattaa (perusmuotoista) Cauchyn jakaumaa, jos silld on tiheys

1 1

T172 TER

fx) =

Tami on tf, silld f > 0 ja

o 2 [ 1 2|00
/ f(x)dx:f/ ﬁdx:f' arctanx =
oo ™)y 14+ o

X:1I4 ei ole odotusarvoa, silla

° 1 [~ 2 1 M
/ |z| f(z) dz = 7/ Y _dz== lim ’ In(1 + 22) = co.
e 0

T 1+ 22 T M—oo lo

2
221
0

s
2
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4.3 Odotusarvon ominaisuuksia

Diskreettien ja jatkuvien jakaumien lisiksi on olemassa my6s muunlaisia jakaumia. Yleisessé
tapauksessa odotusarvo EX madritelladn perusjoukon €2 yli laskettuna abstraktina Lebesguen
integraalina

EX:/XdP:/QX(w)P(dw)

mikéli integrandi on itseisesti integroituva. Vaikka emme varsinaisesti kdytd téatd médritelmaa,
késittelemme seuraavaksi kuitenkin hieman sitéd, miten merkiltdéan rajoittamattoman satunnais-
muuttujan odotusarvo maéritellddin todennékoisyysteoriassa.

Todennékoisyysteoriassa médritelladn ensin ei-negatiivisen sm:n Y > 0 integraali EY tietyn
rajankdynnin kautta. Tulokseksi saadaan joko jokin ei-negatiivinen reaaliluku (jolloin sanotaan,
ettd Y on integroituva) tai co. Tdmén jélkeen merkiltdén rajoittamattoman sm:n X odotusarvo
méritelldsin jakamalla se ensin positiiviseen osaan X > 0 sekid negatiiviseen osaan X~ > 0
seuraavasti

Xt =max(X,0), X =max(—X,0). (4.1)
Talloin
X=X"—-X", ja [X|=XT+X". (4.2)

Mikali sekd EX ja EX~ ovat ddrellisid, niin £X méiritelldin kaavalla
EX=EX" -EX". (4.3)

Télloin sanotaan, ettd X on integroituva.

Joissakin tarkasteluissa (mutta harvoin) odotusarvolle sallitaan reaalilukujen lisdksi arvot
+00 tai —oo, ts. odotusarvo saa olla laajennettu reaaliluku. Jos vain toinen integraaleista EX T
ja EX~ on #irellinen, niin EX voidaan mé#ritelld kiiyttdmilli kaavaa EX = EX+T — EX ™~ seki
laskusaantoja

0—a=00, a—00=—00, acR.

Sen sijaan lausekkeelle co—oo ei voida mééritelld arvoa. Mikéli X :n odotusarvo on méériteltavissa
tdhén tapaan, sanomme, ettd odotusarvo on olemassa laajennettuna reaalilukuna tai ettd se on
olemassa laajennetussa mieless.

Edella ndhtiin esimerkit seké diskreetisté ettéd jatkuvasti jakautuneesta satunnaismuuttujas-
ta, joilla kummallakaan ei ole olemassa odotusarvoa edes téssi laajennetussa mielessd. Tamén
kurssin puitteissa olemme pédasiassa kiinnostuneita vain dérellisistd odotusarvoista, ja sanomme
muussa tapauksissa, ettd odotusarvo ei ole olemassa.

Yleisessé tapauksessa odotusarvolla on edelleen ne ominaisuudet, jotka todistimme diskree-
tissd tapauksessa. Seuraavaa lausetta emme todista, silld se vaatisi mitta- ja integrointiteoriaa.
Lauseen ominaisuuksia saadaan kayttéaé ikddn kuin ne olisivat aksioomeja.

Lause 4.3. Olkoot X ja Y integroituvia satunnaismuuttujia (siis: odotusarvot EX,EY € R).
Odotusarvolla on seuraavat ominaisuudet.

(a) (Positiivisuus) Jos X >0, niin EX > 0.
(b) Jos X >0 ja EX =0, niin X on vakio nolla, ts. P(X =0) = 1.
(c) Jos X <Y, niin EX < EY.

(d) (Vakion odotusarvo) Jos a € R, niin Ea = a.
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(e) (Lineaarisuus) Jos a,b € R, niin E(aX +bY) =aEX +bEY.
(f) Jos X LY, niin satunnaismuuttujalle XY on odotusarvo, ja se saadaan kaavalla

E(XY) = E(X) E(Y).

(9) EX riippuu vain X :n jakaumasta: jos X :lld ja Y :lld on sama jakauma, niin EX = EY .
Lause 4.4. X on integroituva eli sen odotusarvo on olemassa jos ja vain jos | X| on integroituva.
Talloin

|[EX| < E|X]|

Todistus. Jos X on integroituva, niin EX+ € R ja EX~ € R, joten yhtilon (4.2) seké lineaari-
suuden nojalla
E|X|=EXT+EX €R.

Toisaalta, jos E|X| < 0o, niin vilttadmitta
0<EXT <00, ja 0<EX™ < oo,
joten EX = EXt — EX~ € R. Jos X on integroituva, niin kolmioepdyhtdlén nojalla
|EX|=|EXt - EX | <EX"+ EX™ = E|X| O

4.4 Muunnoksen odotusarvo

Jos X on sm, ja g : R — R on funktio, niin yhdistetty funktio ¥ = ¢g(X) = g o X on myos
satunnaismuuttuja. Yksi tapa laskea Y :n odotusarvo olisi ensin johtaa sm:n Y jakauma. Tama
onnistuu periaatteessa helposti diskreetissé tapauksessa. Jatkuvassa tapauksessa johto onnistuu
ainakin, jos g on riittdvan sddnnollinen. Mikéli Y:n jakauma on joko diskreetti tai jatkuva,
voitaisiin sitten soveltaa tuttuja kaavoja. Toisen tavan tarjoaa seuraava lause.

Lause 4.5 (Satunnaismuuttujan muunnoksen odotusarvo). Olkoon X sm, g: R — R jaY = g(X).

(a) Jos X :lli on diskreetti jakauma pinf:lla fx, niin
EY = Eg(X) =) g(x) fx(2),

mikdli summa suppenee itseisesti, eli mikali . |g(x)|fx(z) < oo

(b) Jos X:lli on jatkuva jokauma tf:lla fx, niin
BY = Eg(X)= [ g(a) fx(z)da.

mikili integraali suppenee itseisesti, eli mikili [ |g(x)| fx (z) de < oo.

Todistus. Esitetdén todistus vain diskreetissé tapauksessa, jolloin my6s Y on diskreetti sm. Ol-
koot X:n eri arvot x1,x9,..., ja madritelladn

T&llsin Y (w) saa vakioarvon y; = g(x;), kun w € A;. Lauseen 4.1 perusteella

EY =Y 4 P(A) = g(:) fx (). O

i>1 i>1

54



TN s-2012 10. lokakuuta 2012

Yhteenvetona,

Y. 9(2) fx(x) jos X:114 on diskreetti jakauma

0 4.4
oo 9(@) fx(x)dz  jos X:lld on jatkuva jakauma (44)

Eg(X) —{

mikali kyseinen odotusarvo on hyvin mééritelty. Tamé on erittédin tédrked kaava kaytédnnon las-
kuissa; myos odotusarvon EX laskeminen palautuu tédhin kaavaan (valitsemalla funktioksi g
identiteettifunktio, jolle g(x) = x). Todennikoisyyslaskennan englanninkielisissii oppikirjoissa
kaavalle kiytetddn usein nimitystd law of the unconscious statistician, koska tilastotieteilijat toi-
sinaan kéyttdvat sitd huomaamatta, ettd kyseessi ei ole médritelmé vaan ettd kyseinen kaava
pitéisi jollakin tavalla johtaa.

Huomautus. Aloittelijat luulevat usein virheellisesti, ettd Eg(X) on yhtidsuuri kuin g(EX). Tamé
pitdd paikkansa affiinille funktiolle g(z) = a + bz, mutta ei yleisesti.

Esimerkki 4.8. Odotusarvo sensuroidulle jakaumalla. Esimerkissa 2.4 késittelimme jakaumaa,
joka saadaan muunnoksella Y = g(X), kun X ~ U(0,4) ja g(z) = min(max(1, z), 2). Osoittautui,
ettd sm:n Y jakauma ei ole jatkuva eikéd diskreetti vaan ns. sekatyypin jakauma, joten Y:n
odotusarvon laskuun suoraan sen jakaumasta tarvittaisiin Lebesguen integraalia. Koska Y on
muunnos jatkuvasti jakautuneesta satunnaismuuttujasta X, niin EFY:n saa kuitenkin laskettua
suoraviivaisesti lauseen 4.5 avulla, silla

o

EY = Eg(X) = / o(@) fx () da

— 00

1 2 4
1 T 2 13
= —d —d —dz = —.
/0 1 “/1 1 “/2 17778

Lause 4.6. (Riippumattomien sm:ien muunnoksien tulon odotusarvo.) Olkoot satunnaismuuttu-
jat X LY, jag:R — R ja h: R = R sellaisia funktioita, ettd g(X) ja h(Y) ovat integroituvia
sm:a. Talloin

A

Elg(X) h(Y)] = E[g(X)] E[R(Y)].

Todistus. Koska g(X) L h(Y) lauseen 3.7 nojalla, tdm# lause seuraa suoraan lauseen 4.3 f-
kohdasta. 0

4.5 Momentit

Maiésritelmé 4.3. Satunnaismuuttujan X

o k:s origomomentti eli k:s momentti yj, on

M;C:EXk, kun k=1,2,...

e ks keskusmomentti (engl. central moment) py on

pr=E[(X —EX)¥],  kamk=12,...

e kertaluvun r absoluuttinen momentti (engl. absolute moment) on

E|X|", r>0
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mikéali kyseiset odotusarvot ovat olemassa. Muuten sanotaan, ettd kyseinen momentti ei ole
olemassa.

Huomautuksia.

e Vaikka a* on miiritelty kaikille reaaliluvuille a ja kokonaisluvuille & > 1, niin a” ei ole
reaalinen, mikédli a < 0 ja r ei ole kokonaisluku. Tamén takia origo- ja keskusmomentit
madritelladn vain silloin, kun kertaluku on kokonaisluku.

e Odotusarvo EX on 1. momentti p}, ja 1. keskusmomentti p1 = 0.

o Keskusmomentti uy voidaan esittdd origomomenttien ,u;-, j < k avulla kehittdmalla lauseke
(X — EX)* binomikaavalla. Kun merkitisin y = EX, niin esim.

po = E[(X — )% = BIX? = 2uX + %] = E[X?] — p® = py — (11})*

Téssé esiintyva toinen keskusmomentti po on sovelluksissa niin térkeé, etté sille kaytetdan
erityistd nimitysti: se on nimeltddn varianssi.

e Sovelluksissa tiarkeimpié ovat ensimméinen ja toinen momentti. Korkeammista momenteis-
ta esim. kolmas keskusmomentti kuvaa jakauman vinoutta ja neljds keskusmomentti sen
huipukkuutta. Tata korkeampia momentteja kiytetd&n harvoin.

Olkoon kertaluvun s > 0 absoluuttinen momentti #érellinen, eli E|X|* < co. Jos 0 < r < s,
niin

| X" = X" Lx<1y + 1 X" 1 x)s13
ST+ |XP x>y <1+ X5

minka takia
EX|"<1+4+ E|X|® < .

Siis jos E|X|® on &érellinen jollekin s > 0, niin kaikki sitd pienemmén kertaluvun absoluuttiset
momentit

E\X|", 0<r<s

ovat myo0s ddrellisid. Jos s > 1, niin tdlloin kertalukujen 1 < k < s origomomentit sekéd kes-
kusmomentit kertalukua 1 < k < r ovat olemassa (binomikaavan ja odotusarvon lineaarisuuden
nojalla).

4.6 Varianssi, keskihajonta ja kovarianssi

Miisritelmé 4.4 (Varianssi ja keskihajonta). Satunnaismuuttujan X wvarianssi var X on sen 2.
keskusmomentti, eli
var X = var(X) = E[(X — EX)?],

mikali kyseinen odotusarvo on hyvin méaritelty. Télloin X:n keskihajonta (engl. standard devia-
tion) on varianssin var X (positiivinen) nelidjuuri. Usein X:n varianssia merkitidn o2 (tai o%).
Téllin varianssin positiivinen neligjuuri o > 0 (tai ox > 0) on X:n keskihajonta.

e Varianssi voidaan mééritella vain integroituvalle satunnaismuuttujalle, ts. oletetaan etta
EX € R. Jos EX on #érellinen, mutta E[(X — EX)?] = oo, niin voidaan sanoa, etti
var X = oo.
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e Varianssille var X kiiytetiifin yleisesti my6s merkintii D?(X).

o Edelld nihtiin, ettd mikdli EX? on &érellinen, niin myos varianssi on dérellinen, ja

var X = EX? — (EX)2. (4.5)

Lause 4.7 (Varianssin ominaisuuksia).

(i) Mikili var X on olemassa, niin var X > 0. Jos var X = 0, niin X on vakio.
(ii) Jos a,b € R ja var X on olemassa, niin  var(aX +b) = a? var X.

Todistus. (i): Merkit#isin y = EX. Koska (X — )2 > 0, niin var X > 0, mikiili se on reaalilukuna
olemassa. Jos taas var X = oo, niin tietenkin var X > 0.
Jos var X = 0, niin talloin

PIX = ] = P[(X —u)> = 0] = L.

Todennikoisyys on yksi sen takia, ettid (X — u)? > 0 ja E(X — p)? = 0. Téstd syysti X saa
arvon p todenndkoisyydelld yksi.
(ii): E(aX +b) = aEX + b, joten

var(aX +b) = E[(a(X — EX))?] = a*E[(X — EX)?].
O

Toisinaan on tarpeen osata laskea kahden satunnaismuuttujan summan tai erotuksen varians-
si. Tdmé& onnistuu niiden kovarianssin avulla.

Maéiritelmé 4.5. Satunnaismuuttujien X ja Y (viilinen) kovarianssi cov(X,Y) on odotusarvo
cov(X,Y) = B[(X — EX)(Y — EY)),
mikali kyseinen odotusarvo on olemassa.
Tietenkin
e cov(Y,X) =cov(X,Y),
e var X = cov(X, X),

mikéli kyseiset suureet ovat dérellisia. Kun kerrotaan sulut auki, ja lasketaan odotusarvo termi
termilté, saadaan

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)
= E[XY — X (EY) — (EX)Y + (EX) (EY)]
= B(XY)+ (-1—1+1)(EX)(EY),

joten kovarianssi voidaan laskea myos kaavalla
cov(X,Y) = E(XY) — (EX)(EY). (4.6)

Lause 4.8 (Summan ja erotuksen varianssi). Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joilla on
ddrelliset toiset momentit. Tdlloin
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(i) var(X +Y) =var X + varY + 2cov(X,Y) ja
var(X —Y) =var X +varY — 2cov(X,Y).

(i) Jos X LY, niin cov(X,Y) =0 ja

var(X +Y) =var(X —Y) =var X + varY.

Todistus. (i): E(X +Y) = EX 4+ EY, joten odotusarvon lineaarisuuden nojalla

var(X +Y) = E[(X — EX +Y — EY)?]
=FE[(X —EX)>+2(X —EX)(Y —EY) + (Y — EY)?
=var X +varY + 2cov(X,Y).

Se, ettd ddrellisistd toisista momenteista seuraa, ettd téssd kaikkien termien odotusarvot ovat
darellisid seuraa luvun 6 tuloksista. Erotuksen varianssia koskeva tulos osoitetaan samalla mene-
telméllé, eli kertomalla binomin nelié auki ja laskemalla odotusarvo termi termilté.

(ii): Jos X 11 Y| niin

cov(X,)Y)=E[(X-EX)Y-EY)=EX-EX)E(Y-EY)=0-0=0,

joten ensimmaéisen kohdan mukaan var(X £Y) = var X + varY. O
Esimerkki 4.9. Huomaa seuraava lauseen 4.7 erikoistapaus,

var(—X) = (—1)? var(X) = var(X).
Summan X + X varianssi voidaan laskea joko lauseen 4.7 avulla,

var(X + X) = var(2X) = 2% var X =4 var X,
tai lauseen 4.8 avulla,
var(X + X) =var X + var X + 2 cov(X, X) = 4 var X.
A

Huomaa, ettd summan X +Y varianssi on yhtd kuin muuttujien varianssien summa tésmélleen
silloin, kun cov(X,Y’) = 0. Téssi tapauksessa sanotaan, etti X ja Y eiviit korreloi. Edelld ndhtiin,
ettd riippumattomuudesta seuraa korreloimattomuus.

Esimerkki 4.10. Korreloimattomuudesta ei seuraa riippumattomuus. Olkoon sm:lla X jatkuva
jakauma tf:lla f, ja olkoon f parillinen funktio. Oletetaan lisiksi, ettd EX* on dérellinen. T#llin
EX = E(X3) =0, joten kaavan (4.6) avulla nihdééin helposti, etti

cov(X,X?) = B(X - X?) — (EX)(EX?) =0.

Siis X ja X? eivit korreloi, mutta ne eivit tietenkéin ole riippumattomia satunnaismuuttujia.

A

Lauseen 4.8 kohta (ii) yleistyy helposti myds dérellisen monen riippumattoman satunnais-
muuttujan summan varianssille (HT): jos Xi,..., X, ovat riippumattomia ja niilli on kaikilla
darellinen varianssi, niin talléin

var(z X)) = Z var(X;)
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Esimerkki 4.11. Binomijakauman varianssi. Jos X ~ Bin(n, p), niin se voidaan esittdi summana
Yo, Y;, jossa Y; ~ Bernoulli(p) ja Y;:t ovat riippumattomia. Nyt EY; = p, joten

varY; = B[(Y; = p)*] = (0= p)*(1 = p) + (1 = p)*p = p(1 — p).

Riippumattomuuden nojalla  var X =Y "' varY; = np(1 — p). A

4.7 Momenttieméifunktio ja kumulanttieméifunktio

Maaritelmé 4.6 (Momenttieméfunktio). Satunnaismuuttujan X (jakauman) momenttieméfunktio
eli momenttigeneroivafunktio eli momentit generoiva funktio (engl. moment generating function,
mgf) on funktio

M(t) = Mx(t) = Ee'™,

joka on (reaalifunktiona) olemassa niissé pisteissi ¢, joissa kyseinen odotusarvo on (direlliseni)
olemassa. Erityisesti M (0) = 1.

Huomautus. Momenttiemifunktio on (argumentin merkkié vaille) sama asia kuin Laplacen muun-
nos (engl. Laplace transform).

Jos seuraavassa laskussa derivoinnin ja odotusarvon jérjestyksen vaihto pystytédén jotenkin
perustelemaan, niin helposti ndhdéén, ettéa

M (t) = iMX(t) _dpex _pd

tX tX
_ - EX
at i - ¢

joten EX = M’ (0). Laskemalla toinen derivaatta ndhdéén, ettd
MY (t) = D pxex = g2 xetX _ pxer
X dt ot ’

joten EX? = MY (0). Samalla tavalla edeten nihdiiin, ettd aina EXF = M*)(0). Osoittautuu,
ettd laskun ldpiviennille riittdvd ehto on se, ettd momenttieméafunktio on mééritelty jossakin
origon ympéristossa.

Lause 4.9. Jos momenttiemdfunktio Mx (t) on reaalisena olemassa jossakin origon ympdiristissd
|t| < h, jossa h > 0, niin Mx (t) on ddrettomdn monta kertaa derivoituva origossa, X :n kaikki
momentit ovat olemassa, ja Mx voidaan esittid suppenevana Taylorin sarjana

Mx(t) =) & EX*, It] < h.
k=0 "

Erityisesti EXF = M)((k)(O), kE>1

Todistus. Sarjaesityksen todistus 16ytyy esim. Billingsleyn teoksesta Probability and Measure.
Momenttien esitys derivaattojen avulla seuraa derivoimalla Taylorin sarjaa. O

Mairitelmé 4.7 (Kumulanttieméafunktio). Jos momenttieméfunktio My (t) on mééritelty jos-
sakin origon ympéristossd, niin X:n (jakauman) kumulanttieméfunktio K(t) = Kx(t) (engl.
cumulant generating function, cgf) méiritellddn kyseisessd ympéristéssd momenttieméfunktion
logaritmina,

K(t) = Kx(t) = In Mx ().
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Odotusarvo ja varianssi saadaan laskettua derivoimalla kumulanttieméafunktiota origossa, silld

Ky(0) = 370 = 2o = BX,
ja
R (o) = MEOMO) = MOMO) s o

Mx(0)2

Tamé tarjoaa ndppérin tavan johtaa odotusarvo ja varianssi joillekin jakaumille, mutta toisil-
le jakaumille sattaa olla kétevampa#d johtaa odotusarvo ja varianssi laskemalla jakauman en-
simméinen ja toinen momentti.

Origossa laskettuja kumulanttiemifunktion derivaattoja kutsutaan X:n (jakauman) kumulan-

teiksi: k:s kumulantti on K gf)(O). Ensimméinen kumulantti on odotusarvo ja toinen kumulantti
on varianssi.

Esimerkki 4.12. Binomijakauman odotusarvo ja varianssi kumulanttieméfunktion avulla. Jos
X ~ Bin(n,p), niin binomikaavan avulla nihd44n helposti, ettd

Mx(t) = (pe' +1—p)",

joten
Kx(t) = nln(pe’ + 1 — p).

Laskemalla ensimmaéinen ja toinen derivaatta origossa ndhdéan, etta
EX = K%(0) = np, var X = K% (0) = np(1 — p).

A

Lause 4.10 (Momenttieméfunktion ominaisuuksia). Seuraavassa kohtien (a) ja (b) kaavat pitevit
niissa pisteissd, joissa kyseiset funktiot ovat madriteltyji. (Ne pitevit muissa pisteissi muodossa
00 = 00.)

(a) Jos a,b ovat vakioita, niin Myx1p(t) = e® Mx (at).
(b) Jos X LY, niin Mx4y(t) = Mx(t) My (t).
Todistus. Namé ominaisuudet todistetaan yksinkertaisilla laskuilla, silla
M,ux () = Eexp(t(aX + b)) = e Eexp(atX) = e Mx (at),
jakun X 1LY niin
Mxyy(t) = Eexp(t(X +Y)) = Elexp(tX) exp(tY)] = Ee'* EeY,
missd kdytimme hyvéksi lausetta 4.6. O

Lause 4.11 (Momenttieméfunktio méirdd jakauman). Jos X:n ja Y :n momenttiemdfunktiot
ovat molemmat olemassa jossakin origon ympdristossd, ja ovat sielld yhtdsuuret, niin X :lld ja
Y :lld on sama jakauma.

Todistus. Ks. esim. Billingsleyn teos. O
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Momenttieméafunktiota ja kumulanttieméfunktiota kiytetdédn useissa asymptoottisissa tar-
kasteluissa (esim. suurten poikkeamien teoriassa seké satulapistekehitelméssi). Néiden funktioi-
den kayttoon liittyy kuitenkin hankaluuksia. Jos jokin X:n momentti ei ole olemassa, niin mo-
menttieméfunktio on kylld madritelty origossa, mutta ei misséén origon ympéaristossa. Liséksi on
olemassa jakaumia (esim. log-normaalinen jakauma), joilla on kaikkien kertalukujen momentit,
mutta joiden momenttieméfunktio ei ole olemassa missidén origon ympéristossia. Nédiden ongel-
mien takia edistyneemmissi todennédkoisyyslaskennan kirjoissa kiytetdin momenttieméfunktion
sijasta jakauman karakteristista funktiota.

4.8 Karakteristinen funktio

Edellisen jakson lopussa mainituilta vaikeuksilta valtytdin, mikédli momenttieméafunktion si-
jasta kéytetddn jakauman karakteristista funktiota, silli karakteristinen funktio on kaikkialla
médritelty. Karakteristisen funktion maérittelyssé tarvitaan kompleksilukuja.

Maéiritelma 4.8. Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio (engl. characteristic function)
on koko reaaliakselilla mééritelty kompleksiarvoinen funktio

o(t) = px (t) = Ee'™™ | jossai=+/—1.
Téssd kompleksinen eksponentti saadaan laskettua kaavalla
e = cos(tX) + isin(tX),
ja sen odotusarvo madritelldén laskemalla yhteen reaaliosan ja imagindiriosan odotusarvot,
Ee'X = Fcos(tX) +i Esin(tX).

Karakteristinen funktio ¢ x () on mééritelty kaikilla X ja kaikilla ¢ sen takia, etti se on rajoitetun
funktion odotusarvo.

Lause 4.12. Jos momenttiemdfunktio Mx (t) on mddritelty jossakin origon ympdristéssi, niin
X :n karakteristinen funktio on

bx(t) = Mx(it).

Huomautus. Téssd My (it) tarkoittaa sité, ettd Taylorin sarjaan sijoitetaan argumentin ¢ sijalle
it. Tamé on luvallista, koska kyseessi on suppeneva potenssisarja. Jos funktiolle Mx (t) saadaan
johdettua lauseke, niin tulos saadaan laskettua myos sijoittamalla ko. lausekkeessa argumentin
t sijalle it.

Lause 4.13 (Karakteristinen funktio mé#rié jakauman). Jos X :n ja Y :n karakteristiset funktiot
ovat samat, niin X :lld ja Y :lld on sama jakauma.

Todistus. Ks. esim. Billingsleyn teos. O
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Luku 5

Tarkeita yksiulotteisia jakaumia

Téssd luvussa tarkastellaan tiettyja sovelluksissa usein esiintyvid jakaumia. Néaistd jakaumista
l6ytyy lisdtietoja ja kuvaajia Wikipediasta, ks.

http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_probability_distributions

Varoitus. Kirjallisuudessa kéytetaén useille ndistd jakaumista monia erilaisia parametrointeja.
Kussakin lahteessd kaytetty parametrointi paljastuu tavallisesti vasta tutkimalla lahemmin siing
kéaytettyjd kaavoja. Eri lahteet kiyttavit jakaumille eri tunnuksia.

5.1 Diskreetteja jakaumia

Suurin osa sovelluksissa kiytettiavistd diskreeteistd satunnaismuuttujista on kokonaislukuarvoi-
sia. Annamme ptnf:n f lausekkeen vain niissé pisteissé, joissa f(z) voi olla nollaa suurempi.

5.1.1 Binomijakauma

Synty. Onnistumisten lkm n-kertaisessa toistetussa Bernoullin kokeessa, kun onnistumistn on p.
Tunnus X ~ Bin(n,p), jossa n > 1 kokonaisluku (otoskokoparametri) ja 0 < p < 1 (onnis-
tumistn; todennikoisyysparametri).
Ptnf

f@) = f(z | n,p) = (Z>pw(1 —p)"T, 2 =0,1,...,n

Binomikaavan mukaan

l=(p+1-p)"= zn: (Z)px(l -p)" "

z=0

Koska lisdksi jokainen termi on ei-negatiivinen, muodostuu niistd ptnf kokonaisluvuilla = =
0,1,...,n.
Odotusarvo, varianssi, momenttiemifunktio

EX =np, varX =np(l —p), M(t) = (pe' +1—p)™.

Yhteyksid muihin jakaumiin. Bin(1, p) on Bernoulli(p).
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Yhteenlaskuominaisuus. Jos X ~ Bin(m,p) ja Y ~ Bin(n,p) (sama onnistumistn) ja
X 0Y, niin
X +Y ~ Bin(n +m,p).

Esimerkiksi, jos laatikossa on N palloa, joista 0 < K < N on valkoista ja loput mustia, ja
laatikosta poimitaan umpiméhkéén n palloa takaisinpanolla, niin nostettujen valkoisten pallojen
lukuméiirilla X on jakauma Bin(n, K/N), jonka odotusarvo ja varianssi ovat

K K

K
EX—nN, VarX—nN(l—N).

5.1.2 Hypergeometrinen jakauma

Synty. Laatikossa on N palloa, joista 0 < K < N on valkoista ja loput ovat mustia, ja laatikosta
nostetaan umpiméhkéisesti n < N palloa ilman takaisinpanoa. Jos X on sm, joka kertoo, kuinka
moni nostetuista palloista on valkoinen, niin X:n ptnf on
K\ (N-K
(2) Gir)
N b

()
Téamé on hypergeometrinen jakauma parametreilla N, K ja n. Edelld kdytettiin binomikertoimille
(") sopimusta (1.5), jonka mukaan (') = 0 ellei 0 < k < m. Hypergeometrisen jakauman
pistetodenniikoisyysfunktio poikkeaa nollasta vain, kun 0 < < min(n, K) jan —ax < N — K.

Hypergeometrisen jakauman ptnf:n saa johdettua suoraan kombinatoriikan tuloperiaatteella.
Nyt symmetrisié alkeistapauksia ovat N pallon n-osajoukot, joiden lukumééré on (]:) Sellaisen
osajoukon valinta, jossa on x valkoista ja n—z mustaa palloa, voidaan ajatella tehtdvan kahdessa
vaiheessa. Ensin valitaan 2:n valkoisen pallon osajoukko K valkoisesta pallosta (eri mahdollisuuk-
sia on (I:)), ja sen jilkeen valitaan n — x mustan pallon osajoukko N — K mustasta pallosta
(eri mahdollisuuksia on (IZ :f )). Jakauman ptnf saadaan jakamalla suotuisten alkeistapauksien
lukumééra kaikkien alkeistapausten lukuméarélla.

Hypergeometrisen jakauman odotusarvo ja varianssi ovat

K K K N-n
EX =n—, varX =n—(1—- — .
N N ( N ) N -1

Namaé tulokset johdetaan esim. Tuomisen kirjassa. Hypergeometrisen jakauman késittely on han-
kalahkoa, minké takia suurten populaatioiden tapauksessa (N suuri ja n < N) sitd mielelldén
approksimoidaan vastaavalla binomijakaumalla Bin(n, K/N), joka syntyisi otannasta takaisinpa-
nolla.

f(l'):f($|N,K,7’L): rz=0,1,...,n.

5.1.3 Geometrinen jakauma

Synty. Toistetaan riippumattomasti Bernoullin koetta, jossa onnistumistn on 0 < p < 1. Olkoon
X = “epaonnistumisten lkm ennen ensimmaéistad onnistumista”.

T&llsin X:114 on geometrinen jakauma parametrilla p, eli X ~ Geom(p).

Ptnf on
fla)=fz|p)=PX =2)=p(1-p)* 2=012...
Tamé johtuu siitd, ettd X = =z jos ja vain jos koetta vastaavat riippumattomat Bernoullin
muuttujat Y7,...,Y,, Y, 11 saavat arvot

Y1:0,Y2=O,...,Ya;:0 ja Yerl:l.
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Riippumattomuuden nojalla tdmén tapahtuman tn on p (1 — p)=.

Se ettd kyseessd on todella ptnf ndhddén geometrisen sarjan summasta,

- 1
E r=14r+r4. = Ir] <1,
—r

° 1
7=0

jonka seurauksena
> 1
f@) =p—r—— = 1.
;%( 1-(1-p)

Koska lisiiksi jokainen termeistd f(z) = p(1 — p)* on positiivinen, muodostuu niisté ptnf ei-
negatiivisilla kokonaisluvuilla.
Momenttieméfunktio saadaan helpolla laskulla,

p

MO =T e

t < —In(1—p).

Tésté johdetaan helposti jakauman odotusarvo ja varianssi,

1-— 1-—
EX:J7 var X = 2p_
p p

Huomautus. Useissa ldhteissd geometrinen jakauma méaédritelladn edellisesti poikkeavasti niin,
ettd se on satunnaismuuttujan Y jakauma, jossa

Y = "sen toiston jarjestysnumero, jolla onnistutaan ensimméisen kerran”.

Tassd Y = X + 1.

5.1.4 Negatiivinen binomijakauma

Synty. Toistetaan riippumattomasti Bernoullin koetta, jossa onnistumistn on 0 < p < 1. Olkoon
r > 0 kokonaisluku, ja tarkastellaan sm:a

X =7epédonnistumisten lkm, ennenkuin onnistutaan r:nnen kerran”.
Télloin

{X =z} ={r + x — 1 ensimmaéisessi toistossa epdonnistutaan x kertaa

ja onnistutaan r — 1 kertaa} N {toistossa r + 2 onnistutaan}.

Koska toistot ovat riippumattomia, on

r@ =g = (" rapn e=onz

Téssé binomikertoimet ilmaistaan usein gammafunktion avulla, joka yleistdéd kertoman positii-
visille reaaliluvuille kaavan r! = T'(r + 1) kautta. T#ll6in parametrille r > 0 voidaan sallia myos
muut kuin kokonaislukuarvot, ja ptnf voidaan kirjoittaa muotoon

L(rta) .

flx)=f(x]|rp) = Tl p"(1—p)*, r=0,1,2,...
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Jos r > 0 ei ole kokonaisluku, jakaumalla ei kuitenkaan en&a ole toistokokeeseen liittyvas tulkin-
taa

Huomautus: useissa ldhteissé (esim. Tuomisen TN I) negatiivinen binomijakauma mééritelldén
siten, ettd se on sm:n Y jakauma, jossa

Y = "sen toiston jdrjestysnumero, jolla onnistutaan r:nnen kerran”.

Talloin Y = X + 7.

Mik4 negatiivisessa binomijakaumassa sitten on negatiivista? T#td varten meidédn pitdéd en-
sin tehda alustavia tarkasteluja. Binomikertoimet mééritellddn seuraavalla tavalla, kun ylempi
indeksi ei ole vilttamétta kokonaisluku, mutta alempi indeksi on,

(r> =D /a(r —FF D} > 0 kokonaistuku,
k - .

0, k < 0 kokonaisluku.

(5.1)

Téta merkintédé tarvitaan esim. binomisarjassa, jonka mukaan kaikilla » € R

(1+2) = i (;) S |z <1 (5.2)

=0

Binomikaava on binomisarjan erikoistapaus: jos n > 0 on kokonaisluku ja kokonaisluku j > n,

niin () =0, joten . )
oS50

j=0 =0

Olkoon r > 0 ja olkoon j > 0 kokonaisluku. Talléin

(-;) (=) (=r - 1)-].-!-(—r—j+ 1)
:<_1)j(r+j—1)j-!--(r+1)r _ (_1)j<r+§—1>.

NegBin(r, p)-jakauman ptnf voidaan siis kirjoittaa vielii uuteen, binomijakaumaa muistuttavaan
muotoon, kun merkitddn ¢ = 1 — p,

flz) = (_T>p’"(—q)”, r=0,1,2,...

x

Binomisarjan avulla on nyt helppo nédyttéaé, ettd kyseessé on todellakin ptnf, silla

;f(f”) = PT; Cf)(—cz)m —p(l—q) " =1

Ts. negatiivisen binomijakauman ptnf saadaan kehittdmilld lausekkeessa p"(1 — ¢)~" binomin
1 — ¢ negatiivinen potenssi (1 — ¢)~" binomisarjalla.
Jakauman momenttieméfunktio saadaan laskettua helposti binomisarjan avulla,

M(t) = (1_(1’Lp)et>r7 t< —In(l - p).
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Odotusarvo ja varianssi 16ytyvit helposti derivoimalla,

1-— 1—
px="07P o x_rd-p)
p p

Yhteyksii muihin jakaumiin. NegBin(1,p) on Geom(p). Negatiiviselle binomijakaumal-
la kiytetddn myts muita parametrointeja. Usein parametreiksi otetaan jakauman odotusarvo
p sekd r (dispersioparametri). Téllsin p =r/(u+r) ja jakauman varianssi on p + p?/r. Jos
téissél parametroinnissa annetaan r — 0o, niin rajalla saadaan Poi(u) (ts. pistetodenniikdisyydet
suppenevat kohti tdmén Poissonin jakauman pistetodenniikoisyyksid). Tamén takia negatiivista
binomijakaumaa kaytetddn mallina sellaisissa yhtyksissé, joissa tavallisesti tahdottaisiin kdyttaa
Poissonin jakaumaa, mutta joissa aineiston empiirinen varianssi nayttaéd selvisti suuremmalta
kuin Poissonin jakauman varianssi (negative binomial as an overdispersed Poisson distribution).

Huomautus. Kun r > 0 on kokonaisluku, niin NegBin(r, p)-jakaumaa kutsutaan toisinaan Pasca-
lin jakaumaksi. Jos r > 0 on kokonaisluku, niin joissakin ldhteissd sm:mn Y = X + r (eikd sm:n
X) jakaumaa kutsutaan negatiiviseksi binomijakaumaksi.

5.1.5 Poissonin jakauma

Tunnus X ~ Poi(f), jossa 6 > 0.
Ptnf on

f(x):f(zw):e*"%, r=0,1,2,...

Tamé on ptnf silld perusteella, ettéd kaikki arvot ovat ei-negatiivisia, ja eksponenttifunktion
sarjakehitelmdn mukaan

o
W
u —
e _exp(u)—g ik VueR.
i=0

Mikéli w > 0, niin sarjan kaikki termit ovat positiivisia, joten luvut e~% 67 /4! muodostavat
pistetodennékoisyysfunktion, kun § > 0 ja j =0,1,2,....
Momenttieméfunktio saadaan laskettua eksponenttifunktion sarjakehitelmén avulla,

o0 B 9:”
M(t)=Y e"e? 9= exp(A(e’ — 1)).
x=0 :

Odotusarvo ja varianssi saadaan téstd helposti derivoimalla,
EX =var X =90.
Yhteenlaskuominaisuus. Jos X ~ Poi(6;) ja Y ~ Poi(6s), ja X 1 Y, niin
Mx 1y (t) = Mx (t) My (t) = exp((61 + 62)(e" — 1)),

joten X +Y ~ Poi(01 + 02)

Poissonin prosessi. Yksi tilanne, josta syntyy Poissonin jakauma on Poissonin prosessi. Siin
mallinnetaan diskreetteja tapahtumia jatkuvalla aika- tai pituusvalilla tai tasossa tai avaruudessa.
Saateetaisiin mallintaa esimerkiksi sité,

e kuinka monta asiakasta palvelupisteeseen saapuu tietylld aikavélilla,

e kuinka monta fotonia osuu tiettyyn filmin alueeseen,
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e kuinka monta valkosolua l0ytyy tietysta veripisarasta.

Mikali vilin pituus (tai tasoalueen pinta-ala, avaruuden osan tilavuus) on s yksikksé, niin Pois-
sonin prosessissa siind havaittavien tapahtumien lukuméérilla on Poissonin jakauma Poi(s)).
Lisiksi erillisilli véleilld (tasoalueilla, avaruuden osilla) havaittavat lukuméirit ovat keskenédédn
riippumattomia. Keskimééirdinen tapahtumien lukuméird yhtd (pituus-, pinta-ala- tai tilavuus-
)yksikkod kohti on As/s = A. Ts. A > 0 eli Poissonin prosessin intensiteetti on tapahtumien
odotusarvo yhté (pituus-, pinta-ala-, tilavuus-)yksikkoéd kohti.

5.2 Gamma- ja beetafunktio

Eulerin gammafunktio T’ voidaan médritelld positiivisilla argumenteilla integraalilla
(t) = / e T dz, >0, (5.3)
0

Gammafunktion médrittelevi integraali (5.3) on &érellinen jos ja vain jos ¢ > 0.
Selvisti I'(1) = 1, ja osittaisintegroinnilla ndhdééin, ettd

I‘(t—i—l)z/ xte_“;dx:—‘ xte_I—&—t/ ' le™® du,
0 0 0

joten
L(t+1)=tT(¢), kaikilla ¢ > 0. (5.4)

Téamén takia kokonaislukuargumenteilla n pétee
I'(n) =(n—1)! kunn=1,2,3,...

Téssé mielessd gammafunktio on kertoman yleistys.
Tarkastellaan seuraavaksi integraalia

o 1,..2
I:/ e 2% dux,
— 00

joka on standardinormaalijakauman normalisointivakio. Ottamalla huomioon, ettid integrandi on
parillinen funktio ja tekemélld sitten muuttujanvaihto ¢ = %:cz integraali saadaan muotoon

I 2/0o —27° g 2/00 -+ Ly \/51“(1)
= [§] Xr = e _— = —).
0 0 V2t 2

Pian néytetdsn vield, ettd I'(3) = /7.
Tarkastellaan tuloa I'(a) I'(b), jossa a,b > 0,

L(a)T'(b) = / u e " du / vle v du.
0 0
Tehd#sn muuttujanvaihdot u = 22 ja v = 32, jolloin saadaan

I'(a)T(b) = 4/ / pal 2l S dy.
o Jo
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Téssé kahden integraalin tulo on tulkittu tasointegraaliksi. Seuraavaksi siirrytdin napakoordi-
naatteihin r ja 6,
x =rcos(d), y=rsin(b), dzdy =r drdf.

Edella tasointegraali laskettiin yli ensimmaéisen kvadrantin, jota napakoordinaateissa vastaa alue
0 <6< m/2jar >0, joten tasointegraali muuntuu muotoon

I'(a)T(b) :4/ / (r cos )2 (rsin @)% e~ rdr do
r=0J6=0

= <2/ pRat2b=1 o =r? dr) <2/2 (cos B)?*~1 (sin§)20~! d9> .
0 0

Muuttujanvaihdolla t = 72 nadhdisn, etti tissd
o0 2 o0
2/ pRat2=l o= qp = / t L=t dt = T'(a +b),
0 0

ja muuttujanvaihdolla v = cos? § nihdéin, ettd

™

2/2 (cos 0)2*~1 (sin9)?*~! d@
0

(SE

= / (cos?0)?~! (sin? §)°~! 2cos B sinf df
0

0 1
= —/ w1 —w)tdu = / w1t (1 —w)b du.
1 0

Tassa funktiota

1
B(a,b):/ LA — Ay, ab >0 (5.5)
0

kutsutaan (Eulerin) beetafunktioksi. Beetafunktion méérittelevé integraali (5.5) on dérellinen jos
ja vain jos a > 0 ja b > 0.

Edelld saatiin muuttujanvaihtojen avulla johdettua beetafunktiolle esitys gammafunktion
avulla, nimittain

_ T(@)T'(®)
B(a,b) = T(ath) (5.6)
Erityisesti
r(%) F(%) - B(%, %) (1) = B(%, %) ) /Oi(cos 0)° (sin 0)° df = .,
joten

kuten edell& jo kerrottiin.
Néiden tarkastelujen sivutuotteena ollaan saatu todistettua, etté

/ ™% dz =21 (5.7)

— 00
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5.3 Jatkuvia jakaumia

5.3.1 Skaalaus ja siirto
Jos sm:lla Z on jatkuva jakauma tiheysfunktiolla fy, ja sm X maééritelladin kaavalla
X=pu+oZz o >0,

niin tiheysfunktion muuntokaavan (ks. kaava (2.6) tai muistisidénts (2.7)) nojalla sm:n X tf on

Ix(@ | p,o)= %fo (x—u).

g

Jos erityisesti ¢ = 1 ja u = 0, niin X:n tf on fy. T&ll4 tavoin saadaan perhe jakaumia, jossa
parametria p kutsutaan sijaintiparametriksi (engl. location parameter) ja parametria ¢ > 0
skaalaparametriksi (engl. scale parameter).

Erityisesti, jos p = 0, saadaan jakaumaperhe, jonka tiheysfunktiot ovat muotoa

%fo(m/o), o> 0.
Jotkin jakaumaperheet parametroidaan muodossa
A fo(Az), A >0,
jossa fo on tf. Tallsin o = 1/\ on skaalaparametri, ja parametria A voidaan kutsua rate-

parametriksi. (Englannin kielen sana rate voidaan kddntéi, asiayhteydestd riippuen, esim. sa-
noilla intensiteetti, vauhti, osuus, aste, taajuus jne.)

5.3.2 Tasajakauma
Jos a < b, niin vélin (a,b) tasajakaumalla, X ~ U(a,b) on tiheysfunktio
1

f(.’IJ) = f(.’L' | Cl7b) = m 1(a,b)<x)a zeR.

Sen kaksi ensimmaéistd momenttia lasketaan helposti integroimalla,
1 21,5 2

EX:§(a+b), EX :§(a + ab+ %),

ja téstd ndhdasn, etta

(b - )
12

var X =

5.3.3 Eksponenttijakauma

Sm X noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A > 0, eli X ~ Exp(A), jos sen tf on
f(x) = flx | A) = de 2, x> 0.

Tassd kaavassa A on rate-parametri. Jakauman odotusarvo ja varianssi ovat

EX = % var X = % = (EX)?,

69



TN s-2012 10. lokakuuta 2012

ja sen momenttieméfunktio on
A

M(t)_/\—t’ t <A

Néamé tulokset seuraavat gammajakauman vastaavista tuloksista, silld eksponenttijakauma on
gammajakauman erikoistapaus.

Eksponenttijakaumalle kdytetdidn yleisesti myos sellaista parametrointia, jossa parametrina
on # = 1/)\. Talléin § on eksponenttijakauman odotusarvo ja 62 sen varianssi.

Eksponenttijakaumaa kiytetddn usein komponentin eliniin mallina. T&ll6in tehdéén se ole-
tus, ettd komponentti ei kulu kédytossd. Eksponenttijakaumalla on nimittédin seuraava mielen-
kiintoinen ominaisuus, ns. muistinmenetysominaisuus. Oletetaan, ettd komponentin elinikd X ~
Exp(A), ja z,h > 0 ja lasketaan todennékéisyys, ettéd elinikd on suurempi kuin z + h, kun tie-
detéddn, ettd se on suurempi kuin z,
P(X>xz+hjaX>z) PX>x+h)

P(X >zx) - P(X >2)

1—F(z+h) et

_ _ _ . —Ah _
- F@ ~ o =° = P(X > h).

PX>z+h|X>2x)

Téamé todennakoisyys ei siis riipu lainkaan siitd, kuinka kauan komponenttia on jo kaytetty.

5.3.4 Gammajakauma

Jos a; A > 0, niin muuttujanvaihdolla v = Az ndhd&in, ettd

0o
T
/ xa—l e—Aa: de = (a) )
0

Aa

Tamén takia N

fl@)=flz]|a,\) = 13(\0() T x>0
on tiheysfunktio. Vastaavaa jakaumaa kutsutaan gammajakaumaksi parametrein « > 0 (muoto-
parametri) ja A > 0 (rate-parametri). Kidytdmme jakaumalle tunnusta Gam(c, A). Huomaa, etti
gammajakauma ja gammafunktio ovat eri asioita; gammajakauman tiheysfunktion lausekkeessa
esiintyy gammafunktio.
Jakauman Gam(a, ) momenttieméfunktio saadaan laskettua, kun huomataan, etti siiné tar-
vittava integraali on erdin toisen gammajakauman normalisointivakio,

o0 )\a
M(t) = BEeXt = / e”! 2o e dy
0 ()

— A F(a) > (>\ B t)a ma—le—(k—t)x T
(@O T 4

A «

Téssé laskussa integroimme kuten tilastotietielijd: tunnistamme ettd integrandi on vakiota vaille

tutun jakauman tiheysfunktio, jota integroidaan kantajansa yli. T&lloin osaamme suoraan kir-

joittaa lausekkeen integraalin arvolle katsomalla ko. tiheysfunktion normalisointivakiota.
Momenttieméafunktion lausekkeesta nahdain helposti, etté

EX = % var X = %
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kun X ~ Gam(a, A).
Yhteyksid muihin jakaumiin.

e Exp(\) on Gam(1, \).
e \2 (khiin nelién jakauma n:lli vapausasteella) on Gam(n/2,1/2).

Yhteenlaskuominaisuus. Jos X ~ Gam(aq, ) ja Y ~ Gam(ae, A) (jalkimméinen para-
metri sama) ja X 1 Y, niin momenttieméfunktioita tarkastelemalla ndhd&én heti, ettd

X 4+Y ~ Gam(a + az, A).

Huomautus. Gammajakauma parametroidaan usein myos kayttamalld parametreja « ja skaala-
parametria s = 1/\. Kummassakin parametroinnissa jilkimméistd parametria on tapana mer-
kitd symbolilla 5. Se, kummasta parametroinnista on kyse selvidéd helposti, mikéli jakauman
tiheysfunktion tai odotusarvon kaava annetaan.

5.3.5 Beetajakauma
Kun a, 8 > 0, niin beetafunktion mééritelmén nojalla funktio
1
B(a, B)

on tiheysfunktio. Kdytdmme sille tunnusta Be(«, 3). Tdmén jakauman momentit on helppo las-
kea, silld ne saadaan suoraan erdén toisen beetajakauman normalisointivakiosta (ts. integroimalla
kuten tilastotieteiliji). Jos r > 0, on

27 (1 —2)Pt, 0<x <1,

f@)=fz]ap) =

Bla+r,p5)
EX'=—8——~
B(a, B)
Erityisesti
e ala+1)
EX = , EX? = ;
a+ B (a+B)(a+B+1)
josta

af
(a+B)(a+B+1)

Vilin (0,1) tasajakauma U(0,1) on sama kuin Be(1,1).

var X = EX? — (EX)? =

5.3.6 Normaalijakauma

Standardinormaalijakaumaa noudattavan sm:n Z ~ N(0,1) tf on

fa(2) = 0(2) = —exp(~32%),  z€R. (5.8)

1
vors
Standardinormaalijakuman tiheysfunktiolle kéytetéédn yleisesti merkintda ¢ ja sen kertyméfunktiolle
merkintdd ®@. (Asiayhteydestéi riippuen ¢ voi tarkoittaa joko karakteristista funktiota tai standar-
dinormaalijakauman tiheysfunktiota tai jotakin muuta.) Se seikka, ettd kyseessi on tiheysfunktio
seuraa siitéd, ettd funktio on aidosti positiivinen ja ettd sen integraali koko reaaliakselin yli on
kaavan (5.7) nojalla yksi.
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Lasketaan seuraavaksi N (0, 1):n momenttieméfunktio.

>~ 1 1
My(t) = Be'? = / N exp(—§z2 +tz)dz.
oo V2T

Taydennetédén eksponenttifunktion argumentti nelicksi,

1 1 1
—522 + tz = —5(2} — t)2 + §t2,

mink jilkeen (sijoituksella u = z — t) nihd&én, ettd

1, R | 1 5 1,
Mz(t) = eXp(it ) ? exp _iu du = exp(gt )
— 00

Laskemalla kumulanttieméfunktion Kz (t) = 1¢? derivaatat nihdésn, ettd

EZ =0, var Z = 1.
Sm X noudattaa normaalijakaumaa parametrein yu,o?, eli X ~ N(u,0?), jos se voidaan

esittdd muodossa
X=pu+o2, Z ~ N(0,1). (5.9)
Talloin
EX = p, var X = o?var Z = o2,

joten normaalijakauman parametrit ovat sen odotusarvo ja varianssi. Jos ¢ > 0, niin jakauman
tf on

Fete) = o | mo?) = 2o (1) = L e (—é‘ﬁ‘”) CseR. (5.0)

Jakauman momenttieméafunktio on

Mx (t) = Mytoz(t) = Eexp((n+ 0Z)t) = exp(ut) Mz(ot)
1 5, (5.11)
= exp('u,t + 50’ t )

Yhteenlaskuominaisuus. Jos X ~ N(uj,07) jaY ~ N(u2,03), ja ne ovat riippumattomia,
niin

My (t) = M (1) My (1) = exp((n + o)t + 3 (0% + 03)1%),

joten X +Y ~ N(py + pa,0% + 03).

5.3.7 Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Khiin nelién jakauma. Jos Xi,...,X,, ~ N(0,1) ja ne ovat riippumattomia, niin niiden
nelididen summalla sanotaan olevan x2-jakauma eli khiin nelin jakauma n:lld vapausasteella
(tai vapausasteluvulla n).

Khiin nelién jakauma on erikoistapaus gammajakaumasta, mik& ndhd&in seuraavasti. Jos
X ~ N(0,1), niin muuttujan Y = X? tiheysfunktio on (vrt. esim. 2.7)

Fr) = OWD) + 9V 7 = 7=y /(=g
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kun y > 0. Téstd nahdidsn, ettd X2 ~ Gam(%, %) Gammajakauman yhteenlaskuominaisuuden
perusteella X7 + X3 ~ Gam(% + %, %), ja samaa péittelyd jatkamalla
n 1

X24...4X2~G .
1+ + n am(2 2)

Toisin sanoen x?2 on sama jakauma kuin Gam(g, %) Jos v > 0 ei ole kokonaisluku, niin méarittelemme,
v 1

ettd x2 jakauma on sama kuin gammajakauma Gam(%, 1).

t-jakauma. Jos Z ~ N(0,1) ja V ~ x2 (jollekin v > 0) ja Z 1 V, niin satunnaismuuttujalla
Z
VV/v

on jakauma, jota kutsutaan (Studentin) ¢-jakaumaksi v:114 vapausasteella (engl. degrees of free-
dom, df), eli T ~ t,.

F-jakauma. Jos U ~ x% ja V ~ x2 ja U 1V, niin sm:lla

U/k
Y = —/
V/m
on jakauma, jota kutsutaan F-jakaumaksi parametreilla &k (osoittajan vapausasteluku) ja m

(nimittdjan vapausasteluku), el Y ~ F, p,.
Tarkastelemme mychemmin ldhemmin joitakin ¢- ja F-jakauman ominaisuuksia.
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