Todennikbisyyslaskennan kurssi, 10. harjoitus (5.-7.12.2012)

1. Olkoon n x n-vakiomatriisi M ortogonaalinen, eli M~! = M7 Oletetaan, etti U ~ N,,(0,1).
Miééritelldsin X = MU ja Y siten, ettd Y = (X1, ..., Xg), kun k£ < n.

a) Mikd on satunnaisvektorin X jakauma (tyyppi ja parametrit)?
b) Miké on satunnaisvektorin Y jakauma?
¢) Miki on satunnaismuuttujan Y7'Y jakauma?

2. (Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdollinen jakauma Choleskyn hajotelman avulla) Tar-
kastelemme vektoria (X,Y) joka noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa, jonka odotusarvo
on (ux,py) ja kovarianssimatriisi on X. Edellisissé harjoituksissa johdettiin satunnaisvektorin
(X,Y) kovarianssimatriisin
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Choleskyn hajotelma ts. alakolmiomatriisi A siten, etti ¥ = A AT, Jakson 10.2 perusteella pari
(X,Y) voidaan esittéé kaavalla
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jossa U; ja Us ovat riippumattomia ja noudattavat N(0,1)-jakaumaa. Laske tédhin tulokseen
perustuen satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma ehdolla X = z, kun oletamme ettd ox > 0.
(Opastus: esitd Y muodossa g(X) + kUs. Koska X 1 Uy (miksi?), niin ehdolla X = z sm:lla Y
on jakauma N(g(z), k?).)

3. Kurssin Johdatus tilastolliseen pidttelyyn osallistujilta kysyttiin kevéilla 2012 (nimettdmésti)
iké, pituus ja paino. Tarkastelemme tdmén kyselyn tulosten perusteella muodostettua normaa-
lijakaumamallia miespuolisten opiskelijoiden ominaisuuksille. Miesopiskelijan ikd A (vuosia), pi-

tuus L (cm) ja paino W (kg) mallinnetaan kolmiulotteisella normaalijakaumalla siten, ettd sv:lle
V= (ALW)

24 6 0 29
EV = [180] , CovV=1]0 51 42
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Moniulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat selvidvét jaksosta 10.7.
a) Miké on miesten painon (reuna-)jakauma?
b) Johda ehdollinen jakauma W | (A = a). Miki on 28 vuotta vanhojen miesten painon jakauma?

c¢) Johda ehdollinen jakauma W | (A = a, L =[). Miki on 28 vuotta vanhojen ja 175 cm pitkien
miesten painon jakauma?

4. Selité, miksi edellisen tehtdvin normaalijakaumamallissa A ja L ovat riippumattomia. Ovatko
ikd A ja pituus L ehdollisesti riippumattomia, jos paino W on tunnettu?

5. Olkoon X ~ N, (i, X), jossa X on positiivisesti definiitti matriisi. Talloin satunnaismuuttu-
jalla Y = (X — u)TE"H(X — p) on eris tuttu jakauma. Miki?

Opastus: kiytd hajotelmaa ¥ = AAT, jossa A on n x n-matriisi. Kaytéd lisiksi yleisen
normaalijakauman mééritelméd standardinormaalijakauman N,,(0,I) avulla.

6. (Varianssin stabiloiva muunnos Poissonin jakaumalle) Olkoot X, Xs,... riippumattomia
satunnaismuuttujia, jotka noudattavat Poissonin jakaumaa Poi(u), jossa u > 0.

a) Mikd on muuttujan /n(X,, — ¢) rajajakauma?
b) Miké on muuttujan /n(g(X,) — g(p)) rajajakauma, kun g(y) = 2,/y?



