Todenniikbisyyslaskennan kurssi, 8. harjoitus (21.—23.11.2012)

1. Olkoot X ja Y riippumattomia satunnaismuuttujia, joista kumpikin noudattaa eksponentti-
jakaumaa Exp()), jossa A > 0 on vakio. M&éritelldén satunnaismuuttujat U ja V kaavoilla

U=X+Y, V=X-Y.
(Silméile esimerkkié 7.7 ennen kuin 18hdet laskemaan tété laskua.)
a) Johda satunnaismuuttujien U ja V yhteistiheysfunktio.

b) Johda satunnaismuuttujien U ja V reunatiheysfunktiot. (U:n jakauma on tuttu luvusta 5;
V114 on ns. Laplacen jakauma eli kaksitahoinen eksponenttijakauma).

2. Olkoot X ja Y riippumattomia gammajakautuneita satunnaismuuttujia siten, etta
X ~ Gam(a, 1), Y ~ Gam(3,1),

jossa a > 0 ja S > 0 ovat vakioita. Madritellddn satunnaismuuttujat U ja V kaavoilla
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Johda lauseke yhteistiheysfunktiolle fi; v, ja ilmoita johtamasi lausekkeen pétevyysalue. Johda
sen jilkeen satunnaismuuttujan U (reuna)tiheysfunktio. (Vihje: U:lla on eréis beetajakauma.)

V=X+Y

3. Jaksossa 7.9 kerrotaan, kuinka ¢-jakauman tiheysfunktio johdetaan muuttujanvaihtotekniikal-
la jakauman stokastisesta esityksestéd. Tarkista, ettd ¢-jakauman tiheydeksi fy (y) saadaan s. 99
annettu kaava, kun u integroidaan pois samalta sivulta 16ytyvéstéd ytf:sta fuy (u,y).

4. Olkoon satunnaismuuttujilla X ja Y jatkuva yhteisjakauma tiheysfunktiolla
Ixy(z,y) =8y, O<z<y<l
(ja nolla muualla).

a) Laske ehdollinen tiheys y — fy|x(y | z), kan 0 <z < 1.

b) Laske m(z) = fml Y fyix(y | z)dy, kun 0 < 2 < 1. (Arvo m(z) on nyt ehdollisen jakauman
Y | (X = z) odotusarvo eli ns. ehdollinen odotusarvo E(Y | X = z).)

5. Olkoot X ja Y riippumattomia Poissonin jakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia siten,
ettd EX =X >0ja EY = pu > 0. Olkoon U = X + Y. Johda satunnaismuuttujan X ehdollinen
jakauma ehdolla U = u (jossa u > 0 on kokonaisluku). Ehdollinen jakauma on binomijakauma,
mutta mitkd ovat jakauman parametrit?

Opastus: U:n jakauman saat selville Poissonin jakauman yhteenlaskuominaisuuden avulla
(ks. jakso 5.1.5). Laskeaksesi ehdollisen todennikéisyyden P(X = z | U = u) tarvitset to-
dennikoisyyden P(X = x, X +Y = u), jonka saat laskettua suoraan tehtivinannon perusteella.

6. Tarkastellaan hierarkkisesti mééariteltyad yhteisjakaumaa
X | (Y =y) ~ Poi(Ay)
Y ~ Gam(s, s),

jossa A, s > 0 ovat vakioita. Ts. ylld on kerrottu tekijéat yhteisjakauman esityksesséa

Ixy(@,y) = fy ) fxiy(z|y).

Nyt X:n jakauma on diskreetti ja Y:n jatkuva. Y:n tiheysfunktio, sekié X:n ehdollinen ptnf
loytyvat kappaleesta 5.

Kirjoita yhteisjakauman tiheys, ja johda siitd X:n reunajakauman ptnf integroimalla. Tulok-
seksi tulee tietty negatiivinen binomijakauma (ks. jakso 5.1.4). Mitk& ovat sen parametrit?



