7 Kaksiulotteinen jakauma

m Diskreetti kaksiulotteinen jakauma — ks. luku 3.
m Uutta asiaa tdssd kappaleessa:
m jatkuva kaksiulotteinen jakauma
m satunnaisvektorin muunnoksen odotusarvo
m odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi
m jatkuvasti jakautuneen satunnaisvektorin silean muunnoksen
tiheysfunktio



7.1 Jatkuva kaksiulotteinen jakauma

Maaritelma (Jatkuva (yhteis)jakauma, yhteistiheysfunktio)

Satunnaisvektorilla (X, Y) on jatkuva jakauma, eli
satunnaismuuttujilla X ja Y on jatkuva yhteisjakauma, mikali on
olemassa R?:lla mairitelty funktio £ > 0 siten, ettd

P((X,Y) € B) = // f(x,y) dxdy,  kaikille B C R (1)
B
Talloin f = fx,y on sv:n (X, Y) tiheysfunktio, eli

satunnaismuuttujien X ja Y yhteistiheysfunktio (lyh. ytf) (engl.
Joint (probability) density function, joint pdf).



Erilaisia tapoja visualisoida yhteistiheysfunktiota

m Tiheysfunktion kuvaaja perspektiivikuvana

m Tiheysfunktion tasa-arvokayrid sekd jakaumasta simuloitu
pisteparvi




Tasointegraali

m Jos tahdotaan laskea todennikdisyys P((X, Y) € B), niin
jatkuvan jakauman tapauksessa joudutaan laskemaan
tiheysfunktion tasointegraali joukon B C R? yli.

m Joukon B yli laskettu tasointegraali funktiosta g tarkoittaa
funktion 1g g integraalia koko tason R? yli.

m Sille kdytetdan mm. seuraavia merkintgj3,

/Bgz/Bg(ij) d(X,y)Z//Bg(X,y) dx dy

= [ 16t ety axay.

m Tavallisesti tasointegraalit lasketaan iteroituina integraaleina
Fubinin lauseen avulla.



Fubinin lause: tasointegraali iteroituna integraalina

Lause (Fubini, Lebesguen integraalille)

Seuraavissa kahdessa tapauksissa tasointegraali voidaan laskea
iteroituna integraalina, eli alla olevat yhtalét ovat voimassa,

[ etxnawn = [~ ( " 1atxn)etey) dx) i

- [~ ( | 1aty)etxn) dy) dx

(a) Jos g > 0, jolloin integraalien yhteinen arvo voi olla co.

()

(b) Jos [ |g| < o0, jolloin integraalien yhteinen arvo on
aarellinen. (Huomaa, etta integraali [ |g| voidaan aina laskea
a-kohdan perusteella iteroituna integraalina.)



Tasointegraali iteroituna integraalina: esimerkki 1

m Jos B voidaan esittdd muodossa

B={(x,y):a<x<b,c(x)<y<dx)},

ja [5lg] < oo tai g >0, niin

/BgZ//Bg(x,y) dxdy:/ab (/C(d:)g(x,y)dy> dx.

m Sama tulos saadaan, vaikka joukon B mairitelmissa yksi tai
useampi relaatioista < korvataan relaatiolla <.

m Tille iteroidulle integraalille voidaan kayttdd myds muita
merkintoja, kuten esim.

d(x) b d(x)
/ / / g(x,y) dxdy:/ dX/ g(x,y)d
B x=a c(x) a c(x)



Tasointegraali iteroituna integraalina: esimerkki 2

m Jos B voidaan esittdd muodossa
B={(x,y):c<y<d, a(y) <x<b(y)}
ja [glg| < oo tai g > 0, niin tasointegraali voidaan laskea
iteroituna integraalina

b(y)

//Bg(x,y) dxdyz/cd (/am g(x,y)dx) dy

d b(y) d b(y)
=/ / g(x,y) dxdyz/ dy/ g(x,y) dx
y=c Jx=a(y) c a(y)

m Useimmat sovelluksissa esiintyvat integrointijoukot voidaan
osittaa erillisiksi paloiksi, joille voidaan kayttda jompaa
kumpaa esitystd. Koko alkuperdisen joukon yli laskettu
tasointegraali voidaan laskea summana naiden palojen yli
lasketuista tasointegraaleista.



Varoitus merkinnoista

m Myds merkint3
b pd
//g(x,y) dxdy.

m Ei ole itsestdan selvad, kumpaan muuttujaan kumpikin
integrointijoukko liitty:
m onko se joukon (x,y) € (a, b) x (c, d) yli laskettu integraali vai
m joukon (x,y) € (c,d) x (a, b) yli laskettu integraali?

on yleinen.

m Suositus: kdytd jotakin yksikasitteisempadd merkint3a!



Tiheysfunktion (epa)yksikasitteisyydesta

m Kaksiulotteisen jakauman tiheysfunktio ei ole yksikasitteinen,
mutta melkein yksikasitteinen.

m Jos f on tiheysfunktio, ja g on saman jakauman tiheysfunktio,
niin f = g melkein kaikkialla, eli f(x,y) = g(x, y) kaikkialla
muualla paitsi nollamittaisessa joukossa.

m Kaksiulotteisessa avaruudessa esim. yksiulotteisten kayrien
kuvaajat ovat nollamittaisia.



Reunajakauma yhteisjakaumasta

Lause

Olkoon satunnaisvektorilla (X, Y) jatkuva jakauma. Tallin
reunajakaumat ovat myos jatkuvia, ja niiden tiheysfunktiot
saadaan integroimalla toinen muuttuja pois yhteistiheysfunktiosta,

o0

() = / A T v / v () dx.

—0o0 —0o0

Todistus: Jos B C R, niin
P(XeB)=P((X,Y)e BxR)= / </ fx,v(x,y) dy) dx.
B —0o0

Y':n tiheysfunktion lauseke johdetaan vastaavasti.



Onko yhteisjakauma jatkuva, jos reunajakaumat ovat

jatkuvia?

m Otetaan sm X, jolla on jatkuva jakauma tf:lla fx.
Ma3aritellaan sm Y siten, ettd Y = X, ts.

Y(w) = X(w), kaikilla w € Q.
m Svin (X, Y) jakauma on keskittynyt lavistdjalle

B={(x,y): x=y},

mutta mille tahansa funktiolle ¥ : R> — R on Jgf=0,sila
l3vistdjd B on yksiulotteisena joukkona nollamittainen R?:ssa.

m Tassd esimerkissa reunajakaumat ovat jatkuvia, mutta
yhteisjakauma ei ole jatkuva.



Yhteistiheysfunktio yhteiskertymafunktiosta—johdattelua

m Jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa ykf:lld on esitys,

Fx.y(x,y) = P((X, Y) € (=00, x] x (=00, y])

X y
:/ ds/ fx,y(s,t) dt.

m Derivoidaan tdma yht3lo ensin muuttujan x suhteen,
y

0
aFX,Y(XJ/) = /_OO fx v (x, t) dt,

ja sitten vield muuttujan y suhteen,
82
0x dy

ja tdma tulos patee ainakin niissa pisteissa (x, y), joissa fx y
on jatkuva.

FX,Y(Xay) = fX,Y(Xay)a




Yhteistiheysfunktio yhteiskertymafunktiosta

Lause

Jos satunnaisvektorilla (X, Y) on jatkuva jakauma, niin jakauman
tiheysfunktioksi voidaan valita

82
fX,Y(Xay) = ax—ayFX,Y(Xa.y)'

Tama toisen kertaluvun sekaderivaatta on olemassa melkein
kaikilla (x,y), ja niissa pisteissd, joissa sekaderivaatta ei ole
madritelty, voidaan kayttda mielivaltaista maarittelya fx y:lle.

m Todistus vaatisi geometrista mittateoriaa.

m Mielivaltaisesta annetusta kaksiulotteisen jakauman
kertymafunktiosta voi olla hankala tunnistaa, onko se jatkuvan
jakauman kertymafunktio.



Yhteistiheysfunktion tunnistamisesta

Lause

Jos f : R? — R on ei-negatiivinen, ja sen integraali koko tason yli
on yksi, niin se on jonkin kaksiulotteisen satunnaisvektorin
tiheysfunktio.

Huomautus: Jos g : R — R on sellainen, ettd g > 0 ja
0< fR2 g < o0, niin g:std saadaan skaalaamalla
yhteistiheysfunktio:

1 i
f(va):Eg(Xa)/)v Jossak:/Rzg

on yhteistiheysfunktio.



7.2 Tasajakauma alueessa

Maaritelma (Alueen A tasajakauma)

Olkoon A C R? joukko, jonka pinta-ala

m(4) = [ [ 140y axay

toteuttaa ehdot 0 < m(A) < co. Sv (X, Y) noudattaa
tasajakaumaa joukossa A, mikali silld on ytf

f(x,y) = 1a(x, y)/m(A).



Huomioita alueen tasajakaumasta

m Olkoon vektorilla (X, Y) tasajakauma alueessa A. Jos
B c R?, niin

P((X,Y) € B) ://B F(x,y) dxdy = W'

Erityisesti P((X, Y) € R?) = 1, kuten pit33 ollakin.



Esimerkki: tasajakauma kuvaajan alla

m Olkoon h(x) = exp(—1x2), ja olkoon sv:lla (X, Y)
tasajakauma h:n kuvaajan alla, eli joukossa

A={(x,y): 0 <y < h(x)}.

m Joukon A pinta-ala on

0o h(x)
m(A) = // 1a(x,y)dxdy = / dx/ 1dy
A —00 0
o0

= / h(x)dx = v2m,
joten ytf on

ey (x.y) = \/12? 1{0 < y < h(x)},



Lasketaan reunatiheydet esimerkissa

m X:n reunatiheysfunktio on

fx(x) = / fx,y(x,y)dy = /0 ——dy = — eXp(—EX ).

m X:n reunajakauma on N(0,1).

m Mik3 on Y':n reunatiheysfunktio?



Y':n reunatiheys esimerkissa

m Ratkaistaan ensin ytf:n indikaattorin epayhtdlo 0 < y < h(x)
muuttujan x suhteen kiintealla y.

m Kaikilla x on 0 < exp(—%xz) < 1, joten epayhtilo

1
O<y< exp(—§x2)

voi toteutua vain, kun 0 < y < 1.
m Jos 0 < y <1, niin

1
O<y< exp(—Exz) & —y2lny <x<+/-2Iny.
m Taman takia ytf voidaan esittdd myos kaavalla

1
fX’Y(X’y):\/T? Ho<y <1, —v/—2Iny <x<+/—2Iny}.



Y:n reunatiheys

m Saatiin selville, etta

1
fxy(x,y) = iz 1{0<y <1l —v/—=2Iny <x<+—2Iny},

B Kun0<y<1,on

m Muilla y:n arvoilla fy(y) = 0.



7.3 Riippumattomuus

m Palautetaan mieleen maaritelma. Sm:t X ja Y ovat
riippumattomia (merkintd X L Y), jos

P(X €AY eB)=P(XeA)P(Y € B), kaikilla A, B C R.
m Jaksossa 3.5 todettiin, etta
XLY << Fxy(xy) = Fx(x)Fy(y) kaikilla (x, y).

m Nyt osoitetaan, ettd riippumattomien satunnaismuuttujien
yptnf tai ytf voidaan esittda reunajakaumien vastaavien
funktioiden tulona, jos yhteisjakauma on joko diskreetti tai
jatkuva.



Riippumattomien sm:ien yptnf/ytf on tulomuotoa

Lause

Olkoon satunnaisvektorilla (X, Y) joko diskreetti tai jatkuva
yhteisjakauma, jonka yptnf tai ytf on fx y.
a) Jos X 1LY, niin yptnf:ksi/ytf:ksi kelpaa
fx,v (x,y) = fx(x) fr ().
b) Jos fx y voidaan esittdad tulomuodossa

fxy(x,y) =g(x)hly),  Vx,y,

jossa g > 0 ja h > 0 ovat yhden muuttujan funktioita, niin
xXuy.

Todistus taululla.



Kuinka todistetaan, ettd X ja Y eivat ole riippumattomia?

m Mikali X ja Y ovat diskreettejd, niin niiden riippuvuuden voi
todistaa esittamalld yksi piste (x,y), jossa tulo-ominaisuus ei
pidd paikkaansa:

fx,v(x,y) # fx(x) fy (y).

m Jatkuvan yhteisjakauman tilanteessa edellinen ei riita
riippuvuuden todistamiseksi.

m Tama johtuu siitd, ettd moni hieman erilainen funktio voi olla
saman jakauman tiheysfunktio.



Esimerkki: Riippuvuuden todistaminen tasajakaumalle

kolmiossa

m Olkoon vektorilla (X, Y') tasajakauma kolmiossa
C={(x,y) : x>0,y >0,x+y <1}

Ovatko X ja Y riippumattomia?
m Kolmion C pinta-ala on % joten ytf on

fx,y(x,y) =2, kun (x,y)e€ C.

m Akkiseltdan voisi nayttis, etts ytf on tulomuotoa g(x) h(y),
mutta totuus paljastuu, kun kirjoitamme ehdon (x,y) € C
indikaattorifunktioiden avulla:

fx,y (%, ¥) = 21 (x>0) Ly>0} Lixay<1y

Tassa viimeinen termi ei todellakaan ole tulomuotoa.



Tasajakauma kolmiossa C: jatkoa

m Jos valitaan A = B = (3,1), niin (Ax B)N C =0, joten
P((X,Y) € Ax B) =0,
mutta P(X € A) >0 ja P(Y € B) > 0, joten
0=P(XeAYeB)#P(XecAP(YeB)>0.

m Olemme ndyttdneet suoraan riipumattomuuden maaritelman
perusteella, ettd X ja Y eivit ole riippumattomia.



7.4 Satunnaisvektorin muunnoksen odotusarvo

Lause

Olkoon (X, Y) sv, jolla on diskreetti jakauma, ja olkoon
Z = g(X,Y) jokin sen reaaliarvoinen muunnos. Talléin

EZ = Zg(X,y) fx,v (X, ¥),

X?y
mikali summa suppenee itseisesti.

Todistus taululla.



Muunnoksen odotusarvo jatkuvassa tapauksessa

Jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa odotusarvo Eg(X,Y)
saadaan laskettua integraalina. Sivuutamme tdman tapauksen
todistuksen.

Lause

Olkoon (X, Y) sv, jolla on jatkuva yhteisjakauma, ja olkoon
Z = g(X,Y) jokin sen reaaliarvoinen muunnos. Télldin

EZ = //2g(x,y) fx,v(x,y) dxdy
R

mikali integraali suppenee itseisesti.



Yhteenveto: tiedostamattoman tilastotieteilijan laki

m Mikali kyseinen odotusarvo on (darellisend) olemassa, niin

Zx,y g(x,y) tx.v(x,y), jos diskreetti

Eg(X,Y) =
& ) {ffR2 g(x,y) fx,y(x,y)dxdy, jos jatkuva.

m Jos g riippuu vain yhdestd argumentista, niin esim. diskreetin
yhteisjakauman tapauksessa saadaan

ZZg(X fx,y(x,y) = Zé’ fo,Y(X7Y)
_Zg

m Ts. aikaisempi versio tiedostamattoman tilastotieteilijén laista
on yhteensopiva tdman uuden version kanssa.



Esimerkki: lineaarisuus seurauksena tiedostamattoman

tilastotieteilijan laista

Jos satunnaismuuttujilla X ja Y on jatkuva yhteisjakauma, ja ne
ovat integroituvia, niin kaikilla vakioilla a, b € R

E(aX 4+ bY) = //(ax + by) fx,y(x,y) dxdy

= a/x </ fx.v(x,y) dy) dx + b/y (/ fX,y(X,y)dX>

a/xfx(X)dX+b/yfv(y)dy:aEX+bEY.

Tassa integraali tarkoittaa koko reaaliakselin yli laskettua
integraalia.



Toinen esimerkki tutun laskusaannon tarkistamisesta

m Jos X LY, niin talléin my6s g(X) L h(Y), joten

E(g(X) h(Y)) = E(g(X)) E(h(Y)),

mikali kyseiset odotusarvot ovat olemassa.

m Jos sv:lla (X, Y) on jatkuva jakauma, niin
fx,v(x,y) = fx(x) fy(y), joten asian nakee myos laskulla

V) = [ £l b)) (v) ey
— ([ etoca dx) ([ rn 50 )

= E(g(X)) E(h(Y)).



7.5 Kovarianssi ja muita yhteismomentteja

Maaritelma

Olkoot m, n > 0 kokonaislukuja. Mikali odotusarvo
E[X™Y"]

on olemassa, sitd kutsutaan kertalukujen (m, n) yhteismomentiksi
(tai tulomomentiksi). Mikli odotusarvo

E[(X — EX)™(Y — EY)"]

on olemassa, sitd sanotaan kertalukujen (m, n) keskusmomentiksi.



Huomioita yhteismomenteista

m Yhteismomenteista tarkeimmat ovat
m reunajakaumien momentit EX™ sekd EY" (eli kertalukujen
(m,0) ja (0, n) yhteismomentit)
m kertaluvun (1,1) keskusmomentti, joka tunnetaan paremmin
nimelld X:n ja Y:n kovarianssi,

cov(X, Y) = E[(X — EX)(Y — EY)].

m Ennestddn tuttuja kovarianssin ominaisuuksia
m symmetria: cov(X, Y) = cov(Y, X)
m varianssi kovarianssin avulla: var X = cov(X, X).
m identiteetti: cov(X, Y) = E(XY) — (EX) (EY).



Kovarianssin bilineaarisuus

Lause

Kovarianssi on bilineaarinen, eli molempien argumenttiensa suhteen
lineaarinen operaattori. Ts. jos aj, a» € R ovat vakioita ja X1, X5 ja
Z ovat satunnaismuuttujia, niin

cov(ai X1 + a2 X, Z) = ajcov(Xy,Z)+ axcov(Xz, 2)
cov(Z,a1 X1 + axXa) = ajcov(Z,X1)+ axcov(Z, Xz)

Jos lisdksi b1, bp € R ja Y1, Y2 ovat satunnaismuuttujia, niin
cov(ar Xy + axXo, b1 Y1 + by Ya) = Z Z ai b; cov(X;, Y)).
i=1 j=1

Nama kaavat pitavat paikkansa, mikali kyseiset odotusarvot ovat
olemassa.



Esimerkki: lineaarikombinaation varianssin laskeminen

kovarianssin bilineaarisuuden avulla

var(aX + bY)
= cov(aX + bY,aX + bY)
= acov(X,aX + bY) + bcov(Y,aX + bY)
= a? cov(X, X) + abcov(X, Y) + abcov(Y, X) 4+ b? cov(Y, Y)
= a?var(X) + 2abcov(X, Y) + b* var(Y).



7.6 Paras lineaarinen ennuste

m Joissakin tilanteissa sm:n Y arvoa ei havaita suoraan, mutta
jollakin tavalla sm:an Y liittyvdn sm:n X arvo on mahdollista
havaita.

m T3lldin saatetaan haluta ennustaa Y:n arvo X:n arvon avulla.

m Ennusteelle voidaan esimerkiksi valita lineaarinen muoto
a+ bX, tai yhtépitavasti muoto o + (X — EX).

m Miten kertoimet pitdisi valita jotta ennuste olisi
mahdollisimman hyva?

m Tarkastelun sivutuotteena saamme tulkinnan
korrelaatiokertoimelle p = corr(X, Y).



Kriteeri ennusteen hyvyydelle

m Jos ennusteen hyvyyden mittana pidetdan mahdollisimman
pientd keskineliovirhetta

E[(Y — (a+ B(X — EX)))?] = min!,

niin paras lineaarinen ennuste 16ytyy yksinkertaisella laskulla.

m Muut tavat mitata ennusteen hyvyytta voisivat olla yhta
mielekkaita tai jopa mielekkdampia, mutta niille tehtavan
ratkaisu ei valttamatta |0ytyisi helposti.

m Oletamme, ett3
EX? <00, EY?<o0, varX >0, varY >0.

m Maidritdmme kertoimet « ja (8 siten, ettd keskinelidvirhe
minimoituu.



Ennustevirheen odotusarvo ja varianssi

Merkitdan ux = EX ja uy = EY.
Jos « ja [ ovat vakioita, niin ennuste o + 5(X — pux)
poikkeaa totuudesta Y maaran

Z=Y —a—pB(X— px).
Ennustevirheen odotusarvo ja varianssi ovat

EZ =py —a—B(ux — px) = py —
var Z = var Y + % var X — 28 cov(X, Y).

Keskineliovirheeksi saadaan

EZ? = (EZ)* 4 var Z
= (py — a)® +var Y + % var X — 2B cov(X, Y).



Keskineliovirheen taydentaminen neliosummaksi

m Seuraavaksi tdydenndmme kerrointa 3 sisdltavat termit

nelioksi,

EZ? = (uy —a)®> +varY

cov(X,Y)  (cov(X,Y))? (cov(X, Y))?
X 2 o 2 9 9 . 9
+var (ﬂ b var X (var X)?

=var Y + (pny — a)?
_ cov(X, Y)>2 ~ (cov(X, Y))?

var X

var X var X

+ var X <B

m Tassd vain toinen ja kolmas termi riippuvat muuttujien « tai
(B arvoista. Nama termit ovat molemmat ei-negatiivisia, ja ne
saadaan molemmat helposti nollattua.



Tehtavan ratkaisu

m Valitaan « ja 8 miten tahansa, niin keskinelidvirhe on aina
suurempi tai yhta kuin

(cov(X, Y))?

var Y —
var X

=(1—p*)vary, (3)

m Keskinelidvirheen minimi saavutetaan valitsemalla

cov(X,Y)

m Keskinelidvirheen mielessa paras Y:n lineaarinen ennuste on

cov(X,Y)

EY
+ var(X)

(X — EX) (4)



Korrelaatiokerroin mittaa lineaarisen riippuvuuden

voimakkuutta

m Parhaan lineaarisen ennusteen keskineliovirheen kaavasta
(1 — p?)var Y seki epiyhtilosts —1 < p < 1 nihdian, kuinka
korrelaatiokerroin mittaa muuttujien valisen lineaarisen
riippuvuuden voimakkuutta.

m Jos korrelaatiokerroin saavuttaa jommankumman &dariarvonsa
p = =1, niin talldin parhaan lineaarisen ennusteen
keskinelivirhe EZ2 on nolla. Toisaalta

EZ?=0 = Z=0 (tnllal),
joten jos p = +£1, niin

cov(X,Y)
ar X

kaikilla alkeistapauksilla w, paitsi sellaisilla, jotka kuuluvat
poikkeusjoukkoon, jonka tn on nolla.

Y(w)=EY + (X(w) — EX)



Korrelaatiokertoimen tulkinta jatkuu

m Korrelaatikertoimen etumerkki on sama kuin kovarianssin
cov(X, Y) etumerkki, ja se on sama kuin parhaan lineaarisen

. XY .
ennusteen kulmakertoimen % etumerkki.

m Jos p > 0 eli cov(X, Y) >0, niin Y:n arvolla on taipumus
kasvaa X:n arvon kasvaessa, koska parhaan lineaarisen
ennusteen kulmakerroin on talldin positiivinen.

m Jos p < 0 eli cov(X, Y) <0, niin Y:n arvoilla on taipumus
vahetd X:n arvon kasvaessa.



Huomautus

m Ratkaisimme parhaan lineaarista muotoa a + (X — EX)
olevan Y:n ennusteen X:n funktiona.

m Ratkaisemme mydhemmin vield kunnianhimoisemman
tehtavan, jossa kysytddan, mika on keskineliovirheen mielessa
paras Y:n ennuste lausekkeella m(X), jossa funktio m
saadaan valita vapaasti.

m Jilkimmaisen tehtdvin ratkaisu on ns. regressiofunktio.



7.7 Odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi

m Kun satunnaisvektori V = (X, Y) esiintyy vektori- ja
matriisilausekkeissa, pidimme sitd pystyvektorina.

m Varoitus: joissakin muissa ldhteissa paria (X, Y') pidetdan
vaakavektorina.

m Naissd luentomuistiinpanoissa vektorit ja matriisit ovat
paksunnettuja ja skalaarit paksuntamattomia.

m Edistyneemmissa esityksissa tallaista konventioita ei

valttamattd kaytetd, vaan lukijan pitad paatella
asiayhteydestd, minkatyyppista oliota kukin symboli tarkoittaa.



Satunnaisvektorin odotusarvo

Maaritelma (Satunnaisvektorin odotusarvo)

Satunnaisvektorin (X, Y') odotusarvo(vektori) maaritellaan
ottamalla satunnaisvektorista odotusarvot komponentti
komponentilta, eli

X

Y

EV:E(X,Y):E[ y

] — (EX,EY) = [EX}

mikali kaikkien komponenttien odotusarvot ovat olemassa.

m Koska kaksikomponenttista vektoria (X, Y') voidaan pitaa
my0s pitdd 2 x 1-matriisina, niin satunnaisvektorin
odotusarvon maaritelma on erikoistapaus seuraavaksi
esitettdvasta satunnaismatriisin odotusarvon maaritelmasta.



Satunnaismatriisin odotusarvo

Maaritelmé (Satunnaismatriisi ja sen odotusarvo)

Satunnaismatriisi on matriisi, jonka alkiot ovat satunnaismuuttujia.
Sen odotusarvo on se vakiomatriisi, jonka alkio kohdassa (7, /) on
ko. satunnaismatriisin alkion (i, j) odotusarvo (mikali kaikkien
alkoiden odotusarvot ovat olemassa).

Esimerkiksi

E[le Z12 213]: [5211 EZ1, EZi3
Lon Ly 23 EZy1 EZyy EZys



Maaritelman seurauksia

m Jos Z on satunnaismatriisi, niin
E(ZT) = (EZ)" (5)
m Odotusarvon lineaarisuuden avulla ndhdaan helposti, etta
E(AZB +C)=A(EZ)B +C, (6)

kun Z on satunnaismatriisi ja A, B ja C ovat vakiomatriiseja,
Jjoiden dimensiot ovat sellaiset, ettd lauseke on mdaritelty.

m Vakiomatriisit saadaan vetaa ulos odotusarvon alta, jos ne
sijaitsevat matriisitulossa ddrimmaisend vasemmalla tai
aarimmaisend oikealla. (Ei muuten!) Kaava (6) patee myos
satunnaisvektorille Z, silld d-komponenttinen pystyvektori
voidaan tulkita d x 1-matriisiksi.



Kovarianssimatriisi

Maaritelmé (Kovarianssimatriisi)

Satunnaisvektorin V = (X, Y') kovarianssimatriisi maaritellddn
kaavalla
Cov(V) = E[(V — EV)(V — EV)T]. (7)

m Kaytdn satunnaisvektorin kovarianssimatriisille merkintaa
Cov(V) ja satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssille
merkintdd cov(X, Y). Nama kdsitteet ovat liheistd sukua
toisilleen.

m Sv:n V kovarianssimatriisille kdytetdan kirjallisuudessa monia
muitakin merkint6ja, kuten esim. var(V).

m Englannin kielelld kovarianssimatriisista kdytetdan ainakin
nimityksid covariance matrix, variance—covariance matrix,
variance matrix, dispersion matrix.



Satunnaisvektorin V = (X, Y') kovarianssimatriisi

Cov(V)_E{[);:gi] (X — EX Y—EY]}
_r (X — EX)(X — EX) (X—EX)(Y—EY)
- [(Y—EY)(X—EX) (Y—EY)(Y—EY)]
_ [COV(X,X) cov(X, Y)]
cov(Y,X) cov(Y,Y)

m P3ilavistdjalld on muuttujien varianssit ja muualla muuttujien
véliset kovarianssit.

m Kovarianssimatriisia kutsutaan myos kompelolld nimella
varianssi-kovarianssimatriisi.



Erds tapa kirjoittaa vektorin (X, Y') kovarianssimatriisi

m Merkitddn 0% = var(X) ja 03 = var(Y).

m Jos ox, oy > 0, niin satunnaismuuttujien X ja Y
korrelaatiokerroin p = corr(X, Y) on
cov(X,Y)  cov(X,Y)
vvar Xv/var Y oX oy

m Taman takia svin V = (X, Y) kovarianssimatriisi voidaan
kirjoittaa myds muodossa

p=corr(X,Y) =

2
Cov(V)=| 7x  POXOY
pPOXOYy oy



Satunnaisvektorin affiinin muunnoksen kovarianssimatriisi

m Oletetaan, ettd satunnaisvektori W saadaan
satunnaisvektorista V affiinilla muunnoksella,

W = AV + b,

jossa A on vakiomatriisi ja b on vakiovektori.

m T3lloin
EW =A(EV)+b

joten
(W — EW)(W — EW)" = A(V — EV)(V — EV)TAT,
m Taman takia

Cov(AV +b) = ACov(V)AT. (8)



Esimerkki kaavan Cov(AV + b) = A Cov(V) AT

soveltamisesta

m Olkoon

. X T . |4
V—[Y], A=u', jossa u-[b]

m Talloin saadaan johdettua tuttu kaava, nimittdin

var(aX 4+ bY) = var(u’V) = u’ Cov(V)u

“lo A, ][]

= a2 var(X) 4 2ab cov(X, Y) + b? var(Y).



7.8 Tiheysfunktion muuntokaava

m Diskreetissd tapauksessa ei tarvita teoriaa.

m Jos sviilla (X, Y) on diskreetti jakauma, ja satunnaismuuttuja
tai -vektori Z méaéritellddn sen muunnoksena, Z = g(X, Y),
niin talldin Z:lla on diskreetti jakauma, jonka ptnf voidaan
laskea suoraan maaritelman perusteella, silla

f2(2)=P(Z=2)= > fxy(xy)
(x.y):-g(x.y)=2

m Jatkuvan jakauman tapauksessa tarvitaan monimutkaisempia
laskuja.



Perusoletuksia jatkuvassa tapauksessa

m Olkoon (X, Y) jatkuvasti jakautunut satunnaisvektori, jolla on
tf fx’y.

m Olkoon g vektoriargumentin vektoriarvoinen funktio
g:A— B, jossa A, B C R2

m Olkoon A on sellainen avoin joukko, ettd

P((X,Y)e A)=1. (9)



Satunnaisvektorin muunnoksen jakauma

m Maarittelemme kaksiulotteisen satunnaisvektorin (U, V)

kaavalla ( )
U 81 X, Y
—g(X,Y) = ’
[V] B Y) L’z(X : Y)]
m Mikd on vektorin (U, V') jakauma? Onko se jatkuva?

m Miten saamme laskettua yhteistiheysfunktion fy /7



Diffeomorfismi

m Oletamme, ett3

g: A— B on diffeomorfismi (10)

eli etta

m joukot A ja B ovat avoimia,

m funktio g : A — B on jatkuvasti derivoituva bijektio,

m sen kiinteisfunktio h = g~! on jatkuvasti derivoituva bijektio
B — A

m Osoittautuu, ettd talldin fyy v saadaan yksinkertaisella kaavalla
ijy:sté.



Diffeomorfisuuden tarkistaminen kaytannossa

Johda kaanteisfunktiolle h = (hy, h2) kaava ratkaisemalla
yhtilsists

gl(va) = u, g2(X,y) =V, (U, V) €EB

muuttujat x ja y muuttujien v ja v funktiona.
Mikali ratkaisu

(x,y) = (m(u, v), ha(u, v))

on yksikasitteinen kaikilla (u, v) € B ja ratkaisu (x,y) € A,
niin talldin ollaan tarkistettu, ettd kyseessa on bijektiivinen
vastaavuus.

Tarkista, ovatko lausekkeet gi(x,y) ja g2(x,y) jatkuvasti
derivoituvia A:lla ja lausekkeet hy(u, v) ja hy(u, v) jatkuvasti
derivoituvia B:lla.



Jatkuvasti derivoituva—mita se tarkoittaa?

m Esim. lausekkeen gi(x, y) kohdalla mieti, ovatko molemmat
ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaatat dgi(x,y)/0x ja
0ga(x,y)/0y olemassa ja jatkuvia funktioita joukossa A.

m Toista tarkastelu lausekkeille g2(x, y), hi(u, v) ja ha(u,v).

m Derivaattojen jatkuvuus on tyypillisesti ilmiselvaa, jos
lausekkeet on saatu selville.



Derivaattamatriisi

m Nyt ajattelemme bijektiivistd vastaavauutta

(u’ V) = (gl(X7Y)ag2(X>Y)) — (XJ/):(hl(uv V)7h2(u’ V))>
(11)

jota on mukavaa merkitd myos

(uv)=(ulxy)vixy)) <= (xy)=K(uv)y(u,v)).

(12)
Kuvauksen h derivaatta(matriisi) eli Jacobin matriisi pisteessa
(u,v) on
Ohi(u,v) 9hi(u,v) Ox  Ox
ou ov _ |Ou Ov (13)
Ohy(u,v) Oha(u,v) dy Oy

ou v ou  Ov



Jacobiaani

m Jacobin matriisin eli derivaattamatriisin determinanttia
kutsutaan kuvauksen h funktionaalideterminantiksi eli Jacobin
determinantiksi eli jacobiaaniksi (engl. Jacobian determinant;
Jacobian).

m My0s nimid Jakobin determinantti tai jakobiaani kaytetdan;
kasitteen esitti 1800-luvulla saksalainen matemaatikko Carl
Gustav Jacobi.

m Varoitus: joissakin lahteissd termi jacobiaani saattaa tarkoittaa
derivaattamatriisia eikd sen determinanttia.



Jacobiaanin merkintatapoja

m Me kdytdmme jacobiaanille sekd modernia merkintda

In(u,v),
ettd 1800-luvun puolivilistad lahtien kdytdssa ollutta merkintaa

9(x,y)
d(u,v)

m Klassinen merkintd on modernia merkintdad paljon kiatevampi
silloin, kun funktiot on maéritelty lausekkeiden avulla.

m Tdassd
Ox Ox
_Oxy) du dv| _0Ox dy Ox dy
In(usv) = o(u,v) det dy dy| Oudv Ov ou

du  dv



Tiheysfunktion muuntokaava

Jos g : A — B on diffeomorfisimi, ja P((X,Y) € A) =1, niin
satunnaisvektorilla (U, V) = g(X, Y) on jatkuva jakauma tf:ll4

fx v (hi(u,v), ho(u,v)) |I(u,v)|, kun (u,v)e B
fuy\/(u, V) =
0, muuten.
(14)
Tassa h = (h1, hy) on funktion g k&anteisfunktio.

Todistus seuraa suoraan tasointegraalien muuntokaavasta. (Jotta
saataisiin ndin yksinkertainen lopputulos, tarvitaan Lebesguen
integraalia.)



Muistisaanto tiheysfunktion muuntokaavalle

m Diffeomorfismin tapauksessa muuttujanvaihtokaava (14)
kannattaa pitdd mielessian muodossa

fx,v(x,y) |0(x,y)| = fuv(u,v) |0(u,v)|, kun (15)
(u7 V) = g(Xa)/) Ang (va) = h(”? V)? (va) €A, (u7(‘]/-)6)€ B.

m Tdastd sitten tuntemattomat suureet ratkaistaan tunnettujen
suureiden avulla.

m Jos fx y on annettu, niin

o)

(x,y)
A(u, v)

= fx y(m(u, v), ho(u, v)) [Jn(u, V)|, (u,v) € B.

fU,V(uv V) = fX,Y(Xay)




Toinen tapa ratkaista fyyy muistisdannosta

m Ytf:n voi ratkaista muistisdanndstd myos seuraavasti,

.y (,y) _ fxy(h(y,v), h(u,v))
8(“? V) ‘Jg(hl(uv V)th(uv V))| ’

(x,y)

fuy\/(u, V) =

kun (u,v) € B.

m Tamakin kaava on oikein, silld funktion g ja sen
kaanteisfunktion h derivaattamatriisit ovat toistensa
kdanteismatriiseja, josta seuraa jacobiaaneille yhteys

o))
o))

(x,y)
d(u,v)

(u,v) (17)

1= Jn(u,v) Jg(x,y) = (x,y)

o)

Tassa kaavassa (x,y) ja (u, v) vastaavat toisiaan
bijektiivisesti.



Patevyysalue

m Tiheysfunktion muuntokaavaa (14) sovellettaessa on tarkeda
pitda kirjaa siitd, missd joukossa B johdettu kaava on pateva.

m Taman saa usein hoidettua automaattisesti joukkojen
indikaattorien avulla (ks. seuraava esimerkki).

m Jatkotarkasteluja varten (esim. reunajakauman johtamista
varten) on usein tarpeen esittdd alue B esim. muodossa

B={(u,v):a<u<b,c(u) <v<d(u)}
tai muodossa
B={(u,v):c<v<da(v)<u<b(v)}.

Tasta voi aiheutua paljon lisatyota.



Esimerkki 1

m Olkoon sv:lla (X, Y) jatkuva yhteisjakauma tf:lla

k(x,y) kunx>0jay >0

18
0 muuten. (18)

fx,y(x,y) = {

m Ma3aritelldan

Johda fU7\/.
Johda lisdksi fy.



Indikaattorifunktiotekniikka

m Esitetddn ytf

k(x,y) kunx>0jay >0
0 muuten.

fxy(x,y) = {

tason ensimmadisen neljdnneksen indikaattorin 1{x > 0,y > 0}
ja lausekkeen k(x,y) tulona,

fX,Y(Xa)/) = 1{X > Ovy > 0} k(X?y)‘
m Tissd lauseke k(x,y) ei ole valttamattd hyvin maéritelty, jos
x <0taiy<0.

m Ylldoleva esitys pitdd ymmartaa lyhennemerkintana
pidemmalle kaavalle.

m Kidytamme konventiota, jossa joukon indikaattori tarvittaessa
nollaa mahdollisesti huonosti maaritellyn lausekkeen.



Esim. 1: Diffeomorfinen vastaavuus

m Tehtdvanannon mukaan U=X+Y ja V=X -Y.
m T4&td vastaa diffeomorfismi

u=x-+ =1
y x=3(u+v)
V=x-—y =3s(u—v)
joka on diffeomorfismi koko tason ja koko tason vililla.

m Kéaanteismuunnoksen (x(u, v), y(u, v)) jacobiaani on

a(x,y) 1

NI= NI
~—~

o(u,v) 2



Esim. 1: fy v pystytaan nyt kirjoittamaan

Satunnaismuuttujien U ja V ytf on

vt et [
1 1 1
:1{u—|—v>0,u—v>0}k(§(u+v)7§(u_v))§‘

Miten tastad johdetaan reunatiheys fy?



Esim. 1: Reunatiheys fy

Saatiin

1 1 1
fuv(u,v)=1u+v>0u—v>0} k(i(u—k v), E(u— v)) 5>
m Tietenkin fy(u) = [%_ fyv(u,v)dv.

m Epéyhtélopari u+ v > 0 ja v — v > 0 pitda onnistua
ratkaisemaan muodossa
a<u<b, c(u)<v<d(u).

m Hetken pohtimisen jalkeen (piirrd kuva) nihdaan, ettd
ratkaisu on
u>0 —u<v<u

m Taman takia U:n reunatiheys on

fU(u):/_u %k(%(U‘{‘V)?%(u_V))dv, u>0.



Kuinka johdetaan skalaarin g1(X, Y) tiheys?

m Diffeomorfismi on aina kuvaus kahden samandimensioisen
euklidisen avaruuden valilla.

m Usein tavoitteena on johtaa jonkin skalaariarvoisen
muunnoksen U = g1(X, Y) tiheysfunktio.
m Tama voidaan tehda kahdella erilaisella tekniikalla.
Lasketaan ensin U:n kertymafunktio

Fulu) = P(gu(X.Y) < u) = / ey (x,y) dxdy,
{(va):gl(xa)’)gu}

ja sitten U:n tiheysfunktio derivoimalla.

Taydennetddn muunnos (keinotekoisesti) bijektioksi
valitsemalla V = g (X, Y), sitten johdetaan sv:n (U, V)
tiheysfunktio, ja muuttujan U tiheysfunktio lasketaan
integroimalla ytf:a fy v(u, v).



Esimerkki 2: summan tiheysfunktio

m Olkoon sv:lla (X, Y) tf fx y.

m Olkoon
U=X+Y.

m Johda sm:n U tf.



Esim. 2: ratkaisu bijektioksi taydentamalla

m Tadydenndmme kuvauksen bijektioksi valitsemalla sm:n
U= X+ Y rinnalle sm:n V = X. (Muut valinnat toimisivat

yhta hyvin.)
m Talloin
{u =X+Yy {X =v
V=X y=u-—v
m Tasta

o(x,
fu,v(u,v) = fx v (x,y) ‘8Eu i;’ = fx,y(v,u—v).

m Sm:n U reunatiheysfunktio saadaan integroimalla v pois,

fu(u) = /OO fx,y(v,u—v)dv

—00



Esim. 2: ratkaisu kertymafunktiotekniikalla

m Kun lasketaan sm:n U = X + Y kertymafunktiota pisteessa v,
niin integrointijoukko on

{(x,y)ix+y<u}={(x,y):xeR,y <u—x}.

m T3aman takia

FU(U):/ dX/ fx y(x,y)dy.

m Mikali derivaatan vienti integraalin alle pystytdan
perustelemaan jotenkin, niin arvataan, etta taytyy olla

fu(u) = F(u)
:/ dxa/ fx,v(x,y)dy

o OUu J_

o0
= / fx,y(x,u—x)dx.

—00



Esim. 2: kommentti ratkaisutavoista

m Jalkimma3isessa laskussa jaa arveluttamaan se, mita
(jatkuvuus-)ehtoja ytf:lle pitdisi asettaa, jotta derivaatta
saadaan vieda integraalimerkin alle.

m Ensimmaisessa tavassa nahtiin, ettd tuloksen johtamiseksi
ytf:ltd ei vaadita mitddn ehtoja.



Konvoluutio

m Jos X L Y, niin fx y(x,y) = fx(x) fy(y) identtisesti, ja

fu(u) = /OO fx y(v,u—v)dv

— 00

= /oo fx(v) fy(u—v)dv.

— 00

m Jos X 1L Y, niin sm:n U = X + Y tiheysfunktio fy on
tiheysfunktioiden fx ja fy konvoluutio,

fU:fx*fy,

joka maaritelldan yo. kaavalla, ts.

(x * fy)(u) = /Oo (V) (i — v) dv.

—00



7.9 t-jakauman ominaisuuksia

m Studentin t-jakauma vapausasteluvulla v > 0 eli t,-jakauma
maariteltiin niin, ettd se on sm:n

y-_% (19)

VX /v
jakauma, kun X ~ x2 = Gam(%, 3), Z ~ N(0,1), ja X & Z.

m Johdamme t-jakauman tiheysfunktion esimerkkina
muuttujanvaihtotekniikan kaytosta.

m Laskemme jakauman odotusarvon ja varianssin kayttamalla
yo. jakauman stokastista esitysta.



Ytf:n laskemisen vaiheita

m Koska X 1L Z, on

zl02) = () o) = 2o it Lot g
x,z(x,z) = fx(x) fz(z) = X —_— , X
r(j) V2T

m Taydennetdin kuvaus bijektioksi valitsemalla U = X. Tall6in
tarkasteltavana on diffeomorfismi

u=x {x:u
_ z —
e =yvul

jossa x > 0 ja u> 0.




Muunnoksen ytf ja sen marginalisointi

m Siis

d(x, z)

u u

m Tastd saadaan Y:n reunatiheys integroimalla u pois,

fy(y) = /OOO fx z(u,y\/u/v) \/Edu

() 1
T(3) Vo (L y2/n)e 07

m Integroitiin tilastotieteilijan tapaan (gammajakauman
normalisointivakio!).

fuy(u,y) = fx,z(x, 2) ’




Huomioita t,-jakauman tiheysfunktion kaavasta

m t,-jakauman tiheysfunktioksi saatiin

() 1
fY(y) = r(%)i/ﬁ (1 —|—y2/y)(”+1)/2'

m Vapausasteluvulla v = 1 saadaan

1 1
fY(Y): ;?}/2,

joten t; on Cauchyn jakauma.



Studentin t-jakauman momentit

m Studentin t-jakaumalla ei ole olemassa kaikkia absoluuttisia
momentteja.
m Jos a > 0, niin E|Y|? < oo tasmaélleen silloin kuin a < v.

m Taman nakee jakauman stokastisesta esityksesta
Y =2Z/\/X/v, josta (koska X L Z)

E|Y|? =122 E|Z|? EX~?/2.

m Normaalijakauman absoluuttiset momentit E|Z|? ovat
sarellisia, mutta EX~2/2 on rellinen jos ja vain jos a < v
(kirjoita odotusarvo integraalina ja muista etta
X ~ Gam(rv/2,1/2)).



Seurauksia

Siis jos Y ~ t, ja a > v, niin E|Y|? = co. Seurauksia:
m Cauchyn jakaumalla (eli t;:113) ei ole odotusarvoa.
m t,-jakaumalla on olemassa varianssi vain silloin, kun v > 2.

m t-jakauman momenttiemafunktio ei ole olemassa missdan
origon ymparistossa, joten momenttiemafunktion on hyddyton
tyokalu talle jakaumalle.



Studentin t-jakauman odotusarvo ja varianssi

m Kaytetdan stokastista esitysta Y = Z// X /v = Z\/v/X.
m Jos v > 1, niin t,-jakaumalla on odotusarvo, ja odotusarvo on
nolla, silld (koska Z L X)

[ v [v
EY=EZE,/—-=0-E,/— =0.
X 0 X 0

m Jos v > 2, niin t,-jakauman varianssi on

v v

Y=EY?’=EZ’E_ =1-E_.

var X X
m Tastd ndhdadn muutaman vilivaiheen jilkeen (integroi kuten
tilastotieteilija ja kdyta gammafunktion funktionaaliyht3l6d),

etta
v

et kun v > 2.

var Y =



