6 Epayhtaloita

m Epdyhtdlot ovat yksi matemaatikon voimakkaimmista
tyovalineista.

m Yht3ld a = b kertoo sen, ettd kaksi ehk3d n3ennaiisesti erilaista
asiaa ovat samoja.

m Epdyhtdld a < b saattaa antaa keinon analysoida
monimutkaista asiaa paljon helpommin ymmarrettavan asian
avulla.

m Todennikoisyyslaskennassa epayhtaloitd kdytetdan tyypillisesti
teorian apuna (esim. raja-arvotulosten johtaminen), mutta
niille 16ytyy myds konkreettisempia sovelluksia (esim.
algoritmien ominaisuuksien analysointi).



Epayhtaloiden kaytosta

Kiinnitd huomiota seuraaviin asioihin:
m Milld oletuksilla epdyhtdld on voimassa?
m Kumpi suuruusjarjestys asioiden valilla vallitsee?

Usein matemaattinen argumentointi perustuu siihen, ettd muotoa
a < b oleva tulos johdetaan pitkdn epayhtaloketjun

a<a<---<a<b

avulla. Jos tdssa ketjussa yksikin <-merkki on kirjoitettu
vahingossa vaarin pdin, niin koko argumentilta putoaa pohja pois.



6.1 Markovin ja TSebySevin epayhtalot

Lause (Markovin epayhtald)

Olkoon X > 0 sm, jonka odotusarvo on olemassa. Tallgin

EX

Todistus. Maaritelladn sm Y kaavalla

0, kun0< X < a,

Y =al X) =
? [a’oo)( ) {a, kun X > a.

Koska Y < X, on

EX>EY=0-P(Y=0)+a-P(Y =a)=aP(X > a).



TSebySevin epayhtalo

Lause (T3eby3evin epayhtild)

2

Olkoon X sm, jonka odotusarvo on p ja varianssi 0= on olemassa

Talloin
0.2

Erityisesti, jos o2 > 0, niin

1
PIX—ul 2 kol < 5 Vk>0.

Todistus. Sovelletaan Markovin epayhtilod sm:aan Y = (X — u)2.



Heikko suurten lukujen laki

m Engl. weak law of large numbers, WLLN.
m Lauseessa esiintyvda satunnaismuuttujien suppenemisen lajia
kutsutaan stokastiseksi suppenemiseksi.

Lause (Heikko suurten lukujen laki)

Olkoon Xi, Xy, ... jono riippumattomia sm:ia, joilla on sama
odotusarvo p = EX; ja varianssi 02 = var X; < oo. Tallgin

keskiarvojen
_ 1<
Xy =~ z; X;
1=

muodostama jono (X,) konvergoi stokastisesti kohti arvoa s, eli

P(1Xy,— 11| > €) —— 0,  kaikilla ¢ > 0.

- n—o00



Heikon suurten lukujen lain todistus

Olkoon € > 0 annettu. Koska

- - 1 5 o2
EX, = u, var X, = —not = —,
n n

niin T8eby3evin epdyhtalon nojalla

2

ag
— > < — .
P(IXo —pl 2 ) = 15 50



6.2 Konveksit funktiot ja Jensenin epayhtalo

m Funktio on konveksi, jos sen kuvaaja jaa jokaisen janteensd
alapuolelle.

m Funktio on konkaavi, jos sen kuvaaja on jokaisen janteensa
ylapuolella.

m Yleensd funktiot eivat ole konvekseja eikd konkaaveja.



Konveksisuuden tarkka maaritelma

m Seuraavassa madritelmassi sana vali tarkoittaa mitd tahansa
suljettua, avointa tai puoliavointa aarellista tai daretonta valia.

m Jos / on vili ja x,y € [, niin myGs pisteitd x ja y yhdistavan
janan pisteet Ax + (1 — A\)y, 0 < X <1 kuuluvat vélille /.

Maaritelmé (Konveksi funktio, konkaavi funktio)

Olkoon I C R vali. Funktio g : | — R on konveksi, jos

g(Ax + (1= Ny) < Ag(x) + (1 — Ng(y),
kaikilla x, y € / ja kaikilla 0 < X < 1.

Funktio g : | — R on konkaavi, jos —g on konveksi.



Esimerkkeja

m Funktiot x2, ¥ ja |x| ovat konvekseja koko reaaliakselilla.
m Funktio 1/x on konveksi, kun x > 0.
m Funktio log x on konkaavi funktio, kun x > 0.

m Affiini funktio a + bx on sek3 konveksi ettd konkaavi koko
reaaliakselilla.



Konveksin funktion janteiden kulmakertoimet

Seuraavassa lauseessa esiintyy erotusosamairia, jotka kannattaa
tulkita geometrisesti g:n janteiden kulmakertoimien avulla. Piirra
kuva.

Lause

Olkoon I avoin vali. Funktio g : I — R on konveksi, jos ja vain jos
kaikilla a < b < ¢, joille a, b, c € | patee epayhtalo

g(b) —g(a) _ g(c) —g(b)
b—a = c—b (1)




Konveksisuuden tarkistaminen derivaatan avulla

Lause (Konveksisuustarkistimia)

Olkoon I C R avoin vili, ja g : I — R funktio.
(a) Jos g on jatkuvasti derivoituva ja g’ on kasvava (ja molemmat
ominaisuudet ovat voimassa koko /:11d), niin g on konveksi.

(b) Jos g on kahdesti derivoituva I:113, ja g”(x) > 0 kaikilla x € I,
niin g on konveksi.

Todistus. a-kohta kaydaan lapi taululla.
b-kohta: Jos g” > 0 vililla /, niin g’ on kasvava vililld /, joten
a-kohdan nojalla g on konveksi.



Diskreetti versio Jensenin epayhtalosta

m Jos g : I — R on konveksi, niin konveksin funktion
maaritelmastad saadaan helposti induktiolla johdettua
epayhtalo

s> _pixi) <Y piglx), (2)
i=1 i=1

joka pitda paikkansa, kun kukin x; € I ja kukin p; > 0 ja
2.ipi=1
m Jos X on diskreetti sm siten, ettd P(X = x;) = p;, niin tdma

voidaan kirjoittaa
g(EX) < Eg(X)

m Lineaarikombinaatiota x = ), p;x;, jossa painot p; ovat
ei-negatiivisia ja summautuvat ykkoseksi, kutsutaan pisteiden
X1, ...,Xp konveksiksi kombinaatioksi. Tietenkin myos
konveksi kombinaatio x € /.



Konveksin funktion kuvaaja on tangenttinsa ylapuolella

Lause

Jos I C R on avoin véli ja g : | — R on konveksi funktio, ja m € /,
niin voidaan valita luku k siten, etta

g(x) > g(m) + k(x — m), Vx e l.
Todistuksesta ndhdaan, ettd mikali g on derivoituva pisteessd m,

niin pitd3 valita k = g’(m), jolloin epayht&lén oikea puoli on on
tangentin yht3lo pisteessd m.



Jensenin epayhtalo

Lause (Jensenin epayhtald)

Olkoon I C R avoin véli, ja g : I — R konveksi funktio. Jos X on
sm, jonka arvot ovat /:ssad (tn:lla yksi), ja EX sekd Eg(X) ovat
olemassa, niin

g(EX) < Eg(X) (3)
Todistus. Koska = EX € [, niin voidaan valita luku k siten, etta
g(x) > g(p) + k(x—p),  Vxep.
Siis todennadkaisyydelld yksi
g(X) = g(p) + k(X = p),

ja Jensenin epayhtalo seuraa ottamalla odotusarvo puolittain.



Esimerkki Jensenin epayhtalon soveltamisesta

m Funktio g(x) = x? on konveksi, joten Jensenin epayhtilon
mukaan
g(EX) = (EX)* < E(X?) = Eg(X),

mikali kyseiset odotusarvot ovat olemassa.

m T3astd seuraa arvio
var X = E(X?) — (EX)? > 0,

mink3 tietenkin tiesimme ennestdan varianssin ominaisuuksien
perusteella.



6.3 Holderin epayhtalo

Lause

Olkoot p, g > 1 sellaisia lukuja, etta
—+=-=1.
p q
Talloin . .
E\XY| < [E|X]P]» [E[Y]]



6.4 Cauchyn-Schwarzin epayhtald, kovarianssi ja korrelaatio

m Cauchyn-Schwarzin epayhtilé on Hoélderin epayhtilon se
erikoistapaus, jossa p = g = 2:

E|XY| < VEX2VEY?2.

m Tama epayhtalo voi joissakin tapauksissa olla voimassa
muodossa E|XY| < oo, mika ei kerro mitddn mielenkiintoista.

m Jos sekid EX? < oo ettd EY? < o0, niin silloin yl3raja on
aarellinen, ja saadaan tulos

|[E(XY)| < E|IXY| < VEX2VEY2. (4)



Cauchy-Schwarz ja kovarianssi

m Oletetaan nyt, ettd satunnaismuuttujilla X ja Y on darelliset
varianssit, 0)2< =varX ja 0%, =varY.

m Niiden kovarianssi cov(X, Y) madritellddn odotusarvona
cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)].

m T3am3i odotusarvo on dérellinen, silld kun Cauchyn-Schwarzin
epayhtalod sovelletaan satunnaismuuttujien X — EX ja
Y — EY tuloon, niin saadaan epayhtalo

|cov(X,Y)| <oxoy.

Tassa ylarajana on muuttujien keskihajontojen tulo.



Korrelaatiokerroin

m Mikdli ox > 0 ja oy > 0, niin X:n ja Y:n korrelaatiokerroin
(jota merkitaan usein corr(X, Y) tai pxy) madritellaan
kaavalla

cov(X,Y)
oxoy

corr(X,Y)=pxy =p= (5)

m Cauchyn-Scwarzin epdyhtalon nojalla
| corr(X, Y)| < 1.

m Jos corr(X, Y) > 0, jolloin myds cov(X, Y) > 0, niin
sanotaan ettd X ja Y ovat positiivisesti korreloituneita.

m Jos corr(X, Y) < 0, jolloin myés cov(X, Y) < 0, niin
sanotaan ettd X ja Y ovat negatiivisesti korreloituneita.

m Jos corr(X, Y) =0, jolloin myés cov(X, Y) =0, niin
sanotaan, ettd X ja Y eivat korreloi (lineaarisesti) tai ettd ne
ovat (lineaarisesti) korreloimattomia.



