2.1 Satunnaismuuttuja ja sen jakauma

Satunnaismuuttuja (lyhenne sm, engl. random variable, rv; myds
variate) on satunnaiskokeeseen liittyvd numeerinen muuttuja, jonka
arvo maaraytyy kokeen lopputuloksesta. Satunnaismuuttuja on siis
perusjoukolla maaritelty reaaliarvoinen funktio.

Maaritelma (Satunnaismuuttuja)

Olkoon Q perusjoukko. Kuvaus X : Q — R on satunnaismuuttuja.



Esimerkkeja satunnaismuuttujista

m Silmé&luku nopanheitossa. Jos alkeistapaus w € {1,...,6}
kertoo nopan silméaluvun, niin

X(w)=w

on tuo silmaluku.
m Silmalukujen summa kahdessa nopanheitossa. Jos
E ={1,...,6}, perusjoukko Q = E x E, ja alkeistapaukselle
(i,j) € E x E ensimmadinen koordinaatti i kertoo nopan yksi
ja toinen koordinaatti j nopan kaksi silmaluvun, niin niiden
summan ilmoittaa
X(i,j)=1i4].



Tapahtuman indikaattori (térked esimerkki
satunnaismuuttujasta)

Maaritelma (Tapahtuman indikaattori)

Olkoon A C Q tapahtuma. Sen indikaattori (eli ilmaisin eli
osoitinmuuttuja) 14 on satunnaismuuttuja, jonka maarittelee

lauseke
1, josw €A,
la(w) = {
0, muuten.

Huomautuksia: Tapahtuman A indikaattorille kdytetdan yleisesti
my0Os merkintda /4. Jos tapahtuma A esitetddn monimutkaisella
lausekkeella, niin usein kaytetdan edellisten sijasta merkintda 1(A)
tai /(A). Jos on liséksi tarpeen merkitd argumentti w nakyviin, niin
voidaan kayttdd merkintdja 1(A)(w) tai /(A)(w).



Satunnaismuuttujien laskutoimitukset

m Usein samalla perusjoukolla on madritelty useampi kuin yksi
satunnaismuuttuja, esim. X ja Y.

m Talloin voidaan tarkastella my0Os satunnaismuuttujien valisid
laskutoimituksia, kuten aX (vakiolle a € R), X 4+ Y, XY jne.
My0s ne ovat satunnaismuuttujia.

m Esim. X + Y tarkoittaa funktioiden yhteenlaskua, ts. X + Y
on se funktio Q — R, jolle

(X + Y)(w) = X(w) + Y(w).

Ts. satunnaismuuttujien laskutoimitukset tulkitaan pisteittain.

m Jos Y ei saa arvoa nolla, niin myds X/Y on sm.



Merkintdja (piilota oomega)

m Jos X on sm, niin voidaan kysya, milld todennakdisyydellad se
saa arvon joukosta B, jossa B C R.

m Kyseistd tapahtumaa voidaan merkitd {w € Q : X(w) € B},
mutta sitd merkitdan tavallisesti lyhyemmin: {X € B}.

m Sen todennikdisyyttd voidaan merkitd seuraavasti,

P(X € B) = P{X € B} = P({X € B})

= P{w € Q: X(w) € B}). )

Tavallisesti kaytetdan lyhyita merkintdja, joissa ei esiinny
perusjoukkoa 2 eikd sisikkaisia sulkuja.



Lisad merkintdja tapahtumalle {X € B}

Huomaa, minkélaisia merkint6ja tapahtumalle {X € B} kdytetaan
seuraavissa tilanteissa.

m B on yksid {x}, jossa x € R. Tallgin kysytdan
pistetodennakdisyytta

P(X =x)=P({w € Q: X(w) = x}).
m B on véli kuten esim. suljettu véli [a, b], jossa a < b,
Pl(a< X <b)=PHweQ:a< X(w) < b}).

Vastaavasti madritelladan P(a < X < b), P(a< X < b) ja
P(a < X < b).
m Tapaus B = (—o0, x|. Talléin merkitdan

P(X <x)=P{w e Q: X(w) < x}).



Jakauma

Maaritelma (Satunnaismuuttujan jakauma)

Jos X on satunnaismuuttuja, niin sen jakauma on
P(X € B)
ymmarrettyna argumentin B C R funktiona.

Huomautus: Itse asiassa tn P(X € B) on maaritelty vain silloin,
kun B C R on ns. Borelin joukko, jollaisia ovat esim. kaikki vilit ja
kaikki joukot, jotka voidaan muodostaa numeroituvasta maarasta
valeja soveltamalla numeroituva maara joukko-operaatiota. Tasta
ldhtien jatdmme tdman seikan vaille huomiota.



Huomautuksia jakaumasta

m On mahdollista osoittaa, ettd sm:n X jakauma
Px(B) = P(X € B), BCR

toteuttaa todennakoisyyden aksioomat, joten jakauma on
joukossa R maaritelty tn-mitta.

m Perusjoukko € havida usein kokonaan merkinndista. Tilanne
voidaan mieltdd myos siten, ettd perusjoukkona onkin R ja
ettd tapahtumat ovat sen osajoukkoja.

m Jakauma on hyvin abstrakti olio.

m Seuraavaksi tarkastelemme konkreettisempia vélineitd, joiden
avulla voimme kuvailla ja hallita jakaumia: kertyméafunktio,
diskreetin jakauman pistetodennakéisyysfunktio ja jatkuvan
jakauman tiheysfunktio.



2.2 Kertymafunktio

Maaritelma

Jos X on satunnaismuuttuja, niin funktio F : R — R

F(x) = P(X < x), xeR
on X:n kertymafunktio (lyhenne kf).

Huomautus: Englannin kielella
m jakauma on (probability) distribution (joskus law),

m kertymafunktio on distribution function tai cumulative
distribution function, cdf.



Tapahtuman indikaattorin kertymafunktio

m Olkoon A tapahtuma, ja olkoon X = 14, eli X on tapahtuman
A indikaattori.

m T3alléin X:n kf on

0, Jos x <0,
F(x)=q1—-P(A), jos0<x<1,
1, jos x > 1.

m Tama kertymafunktio on paloittain vakio.

m Huomaa, ettd kf:lla voi olla hyppyja ja ettd se voi olla vakio
jollakin valilla.



Monotonisen funktion raja-arvot

m Monotonisella funktiolla G : R — R on jokaisessa pisteessa
x € R olemassa sekd vasemmanpuoleinen etta
oikeanpuoleinen raja-arvo.

m Lisiksi silld on raja-arvo pisteissd —oo ja oo (mutta
darettdmassa raja-arvo voi olla joko jokin reaaliluku, —oo tai
00).

m Na&itd raja-arvoja merkitadn seuraavasti

Gm)= im Gb)  Gbed) = lim G()
G(—o0) = lim G(y), G(o0) = lim G(y).

y——00 y—r00



Kertymafunktion ominaisuudet

Lause (Kertymafunktion ominaisuudet)

Satunnaismuuttujan X kertymafunktiolla F : R — R on seuraavat
ominaisuudet.

(a) F on kasvava funktio.

(b) F on oikealta jatkuva funktio, eli
F(x+) = F(x), kaikilla x € R.

(c) F(—o0) =0ja F(o0) =1.
K&antaen, jos funktiolla F : R — R on ndma ominaisuudet, niin on
olemassa sm X siten, ettd F on X:n kf.



Sattumistodennakoisyydet valeille

m Lasketaan tn P(a < X < b), jossa a < b. Koska
{X<b}={X<atu{a< X <b},
jossa osat ovat erillisia, on
P(a < X < b) = F(b) — F(a).

m Seuraavan lauseen jilkeen pystymme toistamaan vastaavan
laskun myos valeille (a, b), [a, b) ja [a, b].

Lause

Jos F on sm:n X kf, niin kaikilla x

P(X < x) = F(x—).



Kertymafunktion hypyt

m Kertyméfunktiolla voi olla hyppyja.

m Koska
{X <x}={X<x}U{X =x},

jossa osat ovat erillisia, niin
P(X =x)=P(X <x)—P(X <x)=F(x)— F(x—).

m Pistetodennikaisyys P(X = x) on yhta kuin kertyméafunktion
hyppy pisteessa x.



Satunnaismuuttuja voidaan ilmoittaa funktion alaindeksilla

m Voidaan tarkastella useampaa kuin yhtad satunnaismuuttujaa,
vaikkapa X ja Y.

m Tallin usein kdytetdan sellaista merkintdtapaa, jossa
satunnaismuuttuja kirjoitetaan kertyméafunktion alaindeksiksi:
esim. Fx on X:n kf ja Fy on Y:n kf.

m Tallaista merkintdtapaa voidaan kayttda muidenkin jakauman
esitysten kuin kertyméafunktioiden kohdalla.



NEINERELEDTINE!

Maaritelma

Satunnaismuuttujilla X ja Y on sama jakauma eli ne ovat samoin
jakautuneet, jos

P(X € B)=P(Y € B), kaikilla B C R.
Tama3a seikka voidaan ilmaista merkinnalla

xly.



Kertymafunktiot ja jakaumat vastaavat toisiaan

Seuraava lause toteaa, ettd kertymafunktiot ja jakaumat vastaavat
toisiaan yksikasitteisesti. Taman takia voidaan puhua tietyn
jakauman kertymafunktiosta, eikd aina tarvitse puhua sm:n
kertymafunktiosta.

Lause (Kertymafunktio maaraa jakauman yksikasitteisesti)

Seuraavat asiat ovat yhtapitavia.
(a) X ja Y ovat samoin jakautuneet.
(b) Fx = Fy (ts. X:n ja Y:n kertymé&funktiot ovat samat).



2.3 Diskreetti jakauma

Maaritelma

Satunnaismuuttujan X jakauma on diskreetti, jos sen arvojoukko
{x1,x2,...} on aarellinen tai korkeintaan numeroituvasti dareton.

Asia voidaan ilmaista myos jollakin seuraavista tavoista
m X on diskreetti sm,
m sm X on diskreetisti jakautunut

m X:lla on diskreetti jakauma.



Laajennettu maaritelma diskreetille satunnaismuuttujalle

m Joskus madritelmaa laajennetaan: vaaditaan vain, etta X saa
todennakoisyydelld yksi arvon korkeintaan numeroituvasti
darettomasta joukosta S.

m T3lloin diskreetti sm X voi saada arvoja joukon S
ulkopuolelta, mutta tdman poikkeustapahtuman
todennakdisyys on nolla.

m Yksinkertaisuuden vuoksi kutsumme myds tassa tapauksessa
X:n arvojoukoksi jotakin sellaista korkeintaan numeroituvaa
joukkoa S, jolle P(X € S) =1.



Pistetodennakaisyysfunktio, ptnf

Maaritelma

Satunnaismuuttujan X pistetodennakaisyysfunktio (lyh. ptnf) on
funktio f : R — R, jolle

f(x) = P(X = x), x€eR.

Pistetodennikaisyysfunktio x — P(X = x) (engl. probability
(mass) function, pmf) on periaattessa maaritelty koko
reaaliakselilla kaikenlaisille satunnaismuuttujille X. Tama kasite on
mielenkiintoinen ldhes yksinomaan diskreeteille
satunnaismuuttujille.



Merkintasopimuksia

m Tyypillisesti pistetodenndkdisyydet ilmoitetaan vain niille x;,
jotka kuuluvat diskreetin sm:n madaritelmassa esiintyvaan,
korkeintaan numeroituvasti darettomaan joukkoon, joka voi
esimerkiksi olla jokin kokonaislukujen osajoukko. Talloin
asiayhteydesta pitdad ymmartaa, ettd muilla x € R on
P(X =x)=0.

m Diskreetin satunnaismuuttujan ptnf:lle kdytetdan muuten
samaa symbolia kuin sen kf:lle, mutta ptnf:n symboli
kirjoitetaan pienelld kirjaimella (esim. f, g tai fx) ja kf:n
symboli vastaavalla isolla kirjaimella (esim. F, G tai Fx).



Diskreetin jakauman ptnf:n ominaisuuksia

Lause

Olkoon X diskreetti sm, f sen ptnf, ja olkoon S sen arvojoukko.
Tallgin

(a) 0 < f(x) <1 kaikilla x, ja f(x) =0, kun x ¢ S.

(b) f maaraa X:n jakauman kaavalla

P(X € B) Zf

x€EB

Huomautus: Kohdassa (b) lasketaan yhteen korkeintaan
numeroituva maara ei-negatiivisia termeja f(x;), jossa x; € SN B,
minka takia kyseinen summamerkinta on mielekas.
(Summausjarjestyksell ei ole valia.)



Ptnf:sta diskreetti jakauma

Lause

Olkoon f : R — R ei-negatiivinen funktio, joka saa positiivisia
arvoja korkeintaan numeroituvassa R:n osajoukossa siten, etta

Y flx)=1

Tallgin se on jonkin diskreetin satunnaismuuttujan ptnf.



2.4 Esimerkkeja diskreeteista jakaumista

diskreetti tasajakauma
Bernoullin jakauma

binomijakauma

hypergeometrinen jakauma, negatiivinen binomijakauma,
geometrinen jakauma, Poissonin jakauma (luvussa 5).



Diskreetti tasajakauma

m Satunnaismuuttujalla X on diskreetti tasajakauma joukossa
{1,..., N}, mikali sen ptnf on

f(x):%, kun x =1,2,..., N.

m Esimerkiksi, jos X on silmaluku nopanheitossa, niin X:lla on
diskreetti tasajakauma joukossa 1,...,6.



Bernoullin jakauma

m Olkoon A on tapahtuma, ja merkitdan p = P(A), jolloin
0<p<L
m Indikaattorilla X = 14 on Bernoullin jakauma parametrilla p

(eli X noudattaa Bernoullin jakaumaa parametrilld p). Tama
asia voidaan merkitd X ~ Bernoulli(p).

m Tavallisesti ajatellaan niin, ettd kun sattuu A = {X = 1}, niin

satunnaiskoe onnistuu ja muussa tapauksessa epdonnistuu.
Talloin p on yhtd kuin kokeen onnistumistodennikdisyys.



Bernoullin jakauman ptnf

m X:n arvojoukko on {0,1}, ja sen ptnf on

1—p, kunx=0,
f(x)="f(x|p)=<p, kun x =1,
0, muuten.

m Merkintdsopimus: ptnf:n arvot tarvitsee kertoa vain ko. sm:n
arvojoukossa.
m Jakauman Bernoulli(p) ptnf voidaan kirjoittaa lyhyesti

f(x|p)=p(1-p)'™, kun x = 0,1,

Tassa tulkitaan 0° = 1, mikali p =0 tai p = 1.



Jakaumien merkinndista

m Useimmat mielenkiintoiset jakaumat riippuvat yhden tai
useamman parametrin arvosta. Oikeastaan tarkastellaan
saman tien perhettd jakaumia.

m Pitddksemme lukua parametrin arvosta, merkitsemme sen
tarvittaessa pystyviivan oikealle puolelle. Tatd merkintda
voidaan kayttdad kertymafunktioille,
pistetodennikaisyysfunktiolle ynna muille funktioille.

m Jos taas sekaantumisen vaaraa ei ole, parametri voidaan jattaa
pois merkinndista.



Binomijakauma

m Olkoon n > 1 kokonaisluku ja 0 < p < 1.
m Sm X noudattaa binomijakaumaa parametreilld n ja p, jos sen
arvojoukko on {0,1,...,n} ja ptnf on

= il = (), et

m Tama voidaan merkitd X ~ Bin(n, p).
m Kuva: Binomijakauman Bin(5,0.6) ptfn ja kf.

ptnf kf
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Binomijakauman toistokoetulkinta

m Binomijakaumaa Bin(n, p) noudattava sm syntyy
toistokokeessa, jossa toistetaan riippumattomasti n kertaa
sellaista (Bernoullin) koetta, jossa yhdessa kokeessa
onnistumistodenndkdisyys on p.

m Jos X on onnistumisten lukumaara n toistossa, niin
X ~ Bin(n, p).

m Tulos perustellaan myShemmin.

m Bernoullin jakauma Bernoulli(p) on tietenkin sama kuin
binomijakauma Bin(1, p).



2.5 Jatkuva jakauma

Maaritelma (Jatkuva jakauma, tiheysfunktio)

Satunnaismuuttujalla X on jatkuva jakauma tiheysfunktiolla f
(lyh. tf), jos f on ei-negatiivinen ja jos kaikilla a < b

P(agxgb):/bf(x)dx

Tiheysfunktio on englanniksi (probability) density function, pdf.
Toisinaan puhutaan tiheysfunktion sijasta lyhyesti tiheydesta.
Sen sijaan, ettd sanotaan ettd sm:lla X on jatkuva jakauma
voidaan sanoa etta

m X:n jakauma on jatkuva,
m X on jatkuvasti jakautunut,

m X on jatkuva satunnaismuuttuja.



Merkintasopimuksia

m Jatkuvan jakauman tiheysfunktiolle kdytetdan muuten samaa
symbolia kuin sen kf:lle, mutta tiheysfunktion symboli
kirjoitetaan pienelld kirjaimella (esim. f, g tai fx) ja kfin
symboli vastaavalla isolla kirjaimella (esim. F, G tai Fx).

m Joskus tiheysfunktio havida jonkin joukon B C R ulkopuolella.
Talloin tiheysfunktion kaava voidaan ilmoittaa vain joukossa
B, ja asiayhteydestd pitdd ymmartas, ettd f(x) =0, kun
x ¢ B.



Mika integraalikasite?

m Jatkuvan jakauman maéritelmassa esiintyva integraali
tarkoittaa itseasiassa Lebesguen integraalia, mutta
sovelluksissa esiintyvat tiheysfunktiot ovat vahintaan
paloittain jatkuvia funktioita, ja niiden integraalit voidaan
kaytannossa laskea Riemannin integraalien avulla.

m Integrointialue ei valttamatta ole darellinen vali.

m Tiheysfunktio voi olla yhdess3 tai useammassa pisteessa
singulaarinen siten, ettd ainakin toinen sen toispuoleisista
raja-arvoista on aareton.

m Integrointialue joudutaan usein ensin pilkkomaan paloihin,

minka jalkeen tiheysfunktion integraali saadaan palautettua
summaksi (mahdollisesti epdoleellisia) Riemannin integraaleja.



Tiheysfunktion (epa)yksikasitteisyydesta

m Jakauman tiheysfunktio ei ole yksikasitteinen, mutta melkein
yksikasitteinen.

m Jos f on tietyn jakauman tf ja g on yhta kuin f muualla paitsi
aarellisessd maarassa pisteitd, niin

/ab F(x) dx = /abg(x)dx

kaikilla a < b. Taman takia myds g on kyseisen jakauman tf.

m Ei-negatiiviset funktiot f ja g ovat saman jakauman
tiheysfunktioita, jos ja vain jos ne yhtyvat melkein kaikkialla,
eli joukko jossa f # g on nollamittainen (mika kasite
maaritellddn reaalianalyysin kursseilla).



Vilien sattumistodennakoisyydet

m Jos X:n jakauma on jatkuva ja sen tf on f, niin

kaikilla x, joten pistetodenndkdisyys on aina nolla.
m Ptnf ei ole hyddyllinen kisite jatkuville jakaumille.

m Koska kaikki pistetodennakdisyydet ovat nollia, niin
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla< X<b)
b
=P(a< X<b) :/ f(x)dx,
a

kun a < b.



Toinen tapa karakterisoida jatkuva jakauma

m Rajankaynnin jdlkeen huomataan, ettd puoliddrettomien valien
todennakoisyydet saadaan mydskin tf:a integroimalla. Esim.

P(X <x)=P(X <x)= /X f(u)du.

—00
m Itse asiassa patee
P(X € B) :/ f(x)dx, kaikille B C R, (2)
B

jossa integraalin alaindeksi B tarkoittaa joukon B yli laskettua
integraalia, ts.

/B F(x) dx = /_ Z 15(x) F(x) dx.

m Ominaisuus (2) oltaisiin voitu alunperin valita tiheysfunktion
(ja jatkuvan jakauman) maaritelméaksi.



Kertymafunktion ja tiheysfunktion yhteys

Lause (Kertymafunktion ja tiheysfunktion yhteys)

Olkoon X:lla jatkuva jakauma.
(a) Jos X:n tiheysfunktio on f, niin sen kertyméafunktio F on

Flx) = /X F(u) du.

—00

Jos x on tiheysfunktion f jatkuvuuspiste, niin F'(x) = f(x).

(b) Jos X:n kertymafunktio on F, niin F on derivoituva melkein
kaikkialla, ja X:n tiheysfunktioksi voidaan valita F’.

Huomautus: Kun sanotaan, ettad tiheysfunktioksi voidaan valita

f = F', niin tarkoitetaan sit3, ettd tiheysfunktioksi valitaan jokin
funktio f, joka yhtyy funktion F derivaattaan niissd pisteissa, joissa
derivaatta on maaritelty, ja muissa pisteissd f saadaan maaritella
mielivaltaisesti.



Eras tapa tunnistaa kertymafunktiosta, ettd jakauma on
jatkuva

Lause

Olkoon F sellainen kertymafunktio, joka on

m jatkuva koko reaaliakselilla ja
m jatkuvasti derivoituva kaikkialla muualla, paitsi darellisessa
maarassa pisteita.
Tallgin F on jatkuvan jakauman kertyméafunktio, ja jakauman
tiheysfunktioksi voidaan valita sen derivaatta f = F'.

Todistuksen perusidea: Jos [a, b] on sellainen darellinen vili, joka ei
sisdlld yhtaan pistettd, jossa F ei ole jatkuvasti derivoituva, niin
analyysin peruslauseen mukaan

b
F(b) — F(a) = / F'(u)du.

a
Lisaksi otetaan raja-arvoja ja kdytetdan kertymafunktion
ominaisuuksia.



Huomautuksia

m Jos X:lld on jatkuva jakauma, niin sen kf on jatkuva. Sen
sijaan tf:n ei tarvitse olla jatkuva eikd edes paloittain jatkuva
funktio (sovelluksissa tf on paloittain jatkuva). Tf:n ei tarvitse
olla rajoitettu funktio.

m Taydellinen karakterisointi: kf F on jatkuvan jakauman kf
tasmalleen silloin, kuin F on absoluuttisesti jatkuva, mutta
tdman asian madritteleminen jatetddn reaalianalyysin kurssien
huoleksi.

m Tasmallisempi nimitys jatkuvalle jakaumalle olisi
absoluuttisesti jatkuva jakauma.



Kuinka tunnistan, etta funktio on tiheysfunktio?

Jos X:ll3 on tiheys f, niin

1=P(Q)=P(X €R) = /Oo f(x) dx,

—0o0
joten tiheysfunktion integraali koko reaaliakselin yli on yksi.

Lause

Jos f : R — R on ei-negatiivinen, ja sen integraali koko
reaaliakselin yli on yksi, niin se on jonkin satunnaismuuttujan
tiheysfunktio.




Normalisoimaton tiheysfunktio

Lause

Jos g > 0 on sellainen reaaliakselilla maaritelty funktio, jonka
|ntegraall f_oo g(x)dx on aarelllnen ja aidosti p05|t.||vmen, niin
talldin on olemassa vakio k siten, ettd f = k g on tiheysfunktio.

Todistus Valitaan 1/k = [*_g(x)dx, jonka jilkeen

/f(x)dX:k/g(x)dx:kzl.

Huomautus. Talla tavalla jokainen normalisoimaton tiheysfunktio g
maaraa yksikasitteiselld tavalla jatkuvan jakauman, jonka
tiheysfunktio on edelld konstruoitu f.



Tiheysfunktion frekvenssitulkinta

m Olkoon sm:lla X tiheysfunktio f.

m Oletetaan, ettd meilld on aineisto xq, x,

.., Xy, jota voidaan
pitdad N riippumattoman sm:n X:n jakaumaa noudattavan

sm:n havaittuina arvoina.

m Toisin sanoen

X1 = X]_(OJaCt),XQ = Xz(waCt), Lo XN = XN(waCt)

)

jossa w?t on aktualisoitunut alkeistapaus, kullakin X; on

sama jakauma kuin X:lla ja lisdksi Xi,..., Xy ovat
riippumattomia (mikd maaritelladn mydhemmin).

m Kuinka tallaisessa tilanteessa voidaan arvioida tiheysfunktion
arvoa pisteessa u? Oletetaan, ettd u on f:n jatkuvuuspiste.



Eras ratkaisu

m Valitaan jokin pieni luku h > 0 ja lasketaan, kuinka moni
otospisteistad x; osuu h:n pituiselle vilille

h n h]

—,u+ =]

2’ 2

Olkoon tama lukumaara N, 5.

m Tiheysfunktion maaritelman ja frekvenssitulkinnan nojalla

h h uth/2 Nuh
P(u—§X§u+):/ f(x)dx ~ —2.

2 2 u—h/2 N

[u—

m Toisaalta, integraalilaskennan viliarvolauseen nojalla

u+h/2
/ f(x)dx =~ hf(u).
u—h/2

m Yhdistamilla saadaan arvio f(u) ~ %7. Tassi voidaan

kayttdd myods muita h:n pituisia vélejd, jotka sisiltdvat pisteen
u kuin tama.




2.6 Esimerkkeja jatkuvista jakaumista

m tasajakauma
m eksponenttijakauma

m gammajakauma, beetajakauma, normaalijakauma, khiin nelicn
jakauma, t-jakauma, F-jakauma (luvussa 5).



Tasajakauma

m Olkoon a, b € R ja a < b. Satunnaismuuttujalla X on vélin
(a, b) tasajakauma, X ~ U(a, b), jos silld on jatkuva jakauma
tiheysfunktiona f, jossa

1
f(x):f(x\a,b):r, kun a < x < b.
—a
(Téasta kaavasta pitdd ymmartas, ettd f(x) =0, kun x < a tai
x> b.)

m Kertymafunktio on

0, kun x < g,
X X—a
F(x) :/ f(u)du = P kun a < x < b,

1, kun x > b.



Tasajakauman U(0, 1) tiheys- ja kertymafunktio

f(x)
00 02 04 06 08 1.0

F(X)

0.0 0.2 04 06 08 1.0




Eksponenttijakauma (engl. exponential distribution)

m Satunnaismuuttujalla X on eksponenttijakauma parametrilla
A >0, X ~ Exp()), jos X:ll3 on tf

fF(x)=f(x|A)=Xe™,  kun x>0,

m Kun x > 0, niin eksponenttijakauman kf:lla on arvo
X

FOO = [ (e =1 e,

ja F(x) =0, kun x <0.



2.7 Satunnaismuuttujan muunnos

m Jos X on sm, ja g : R — R on funktio, niin myés Y = g(X)
on sm.

m Merkintd Y = g(X) tarkoittaa sita, ettd
Y(w) = g(X(w)), kaikilla w € Q,

ts. Y on yhdistetty funktio g o X.

m Mitd voimme sanoa Y:n jakaumasta?



Alkukuva

Jos g : R — R on funktio ja A C R, niin merkintd g~1(A)
tarkoittaa joukon A alkukuvaa kuvauksessa g, eli

g_l(A) ={xeR:g(x) e A}
Huomaa, etta

gx)eEA — xegl(A).



Muunoksen g(X) jakauma diskreetissa tapauksessa

Lause

Olkoon X diskreetti sm ptnf:lla fx, ja olkoon g : R — R funktio.
Tallgin sm Y = g(X) diskreetti, ja sen ptnf fy on

()= D ).

xeg~1({y})

Todistus: Y voi saada korkeintaan numeroituvasti darettoman
maaran eri arvoja, joten Y on diskreetti. Mille tahansa y € R on

P(Y =y) = P(g(X) =y) = P(g(X) € {y}) = P(X € g '({y}))

= > &),

xeg~({y})



Erikoistapaus

m Jos yhtdlolld y = g(x) on yksikéasitteinen ratkaisu x = h(y)
kaikilla y, jotka kuuluvat sm:n Y arvojoukkoon Sy, niin

fr(y) = fx(h(y)), vy € Sy. (3)

m Jatkuvan jakauman tilanteessa saadaan erilainen kaava.

m Jos taas ratkaisuja on useita, niin jokainen erisuuri ratkaisu
antaa ptnf:n arvoon pisteessd y yhden tallaisen termin lis3a.



Jatkuvasti jakautuneen satunnaismuuttujan muunnos

m Jos X:ll4 on jatkuva jakauma, niin sen muunoksen Y = g(X)
jakauma voi funktion g luonteesta riippuen joko diskreetti,
jatkuva tai ei kumpaakaan naista.

m Esim. jos g on paloittain vakio funktio, niin Y = g(X) on
diskreetti satunnaismuuttuja.

m MyShemmin tarkastelemme tapausta, jossa
satunnaismuuttujalla Y = g(X) on jatkuva jakauma.

m Luentomonisteessa on esimerkki, jossa muunnoksella
Y = g(X) ei ole diskreetti eikd jatkuva jakauma, vaan ns.
sekatyypin jakauma.



2.8 Kvantiilifunktio ja sen kayttd simuloinnissa

m Tarkastelemme sellaista jatkuvaa jakaumaa, jonka
tiheysfunktio f on aidosti positiivinen vililla (a, b) ja nolla
muualla.

m Paitepisteille sallitaan reaalisten arvojen liséksi arvot a = —oo
tai b = .

m Tallaisen jakauman kertymafunktio F, on aidosti kasvava
valilla (a, b), ja lisaksi F(a) =0 ja F(b) = 1.



Kvantiilifunktio on kertymafunktion kaanteisfunktio

m Oletusten ansiosta funktiolla F on olemassa kaanteisfunktio
F~1:(0,1) — (a, b). (Tarkemmin sanoen F:n rajoittumalla
joukkon (a, b) on kainteisfunktio F~1.)

m Merkinta F~! ei tarkoita funktiota 1/F, vaan kertymafunktion
kaanteisfunktiota.

m Kiytinnossi F~1(u) miairitetdan ratkaisemalla x yhtilosta
F(x) = u, O<u<l.

m Tillaista (avoimella vililla (0,1) maariteltyd) kertymafunktion
kaanteisfunktiota F~1 kutsutaan kyseisen jakauman
kvantiilifunktioksi (engl. quantile function). (Mys nimitys
fraktiilifunktio on kaytdssa.)



Kvantiilifunktion maaritelmaa havainnollistava kuva

Eraan jatkuvan jakauman kvantiilifunktion ¢ = F~1 arvo pisteessa

u=0.7. Ylempana on kertymé&funktio F ja alempana tiheysfunktio
f.

q(0.7)

kf
00 04 08
L1 1 1
-

varjostettu pinta—ala = 0.7

0.4




Kvantiilifunktion merkitys

m Osuus u jakauman todenndkdisyysmassasta jaa pisteen
F~1(u) vasemmalle puolelle eli vasemmanpuoleiseen hintain:
jos sm:lla X on kf F, niin

P(X < FYu)) = F(FY(u)) =u,  mielivaltaiselle 0 < u < 1.

m Ts. tiheysfunktion f alle j43 pisteen F~!(u) vasemmalle
puolelle alue, jonka pinta-ala on u, silld

F~1(v)
v = P(X < F1(u)) :/ F(x) dx.
—0o0
m Koska jakauma on jatkuva, niin pisteen F~1(u) oikealle
puolelle jaad jakauman todennikoisyysmassasta osuus 1 — u, eli

tiheysfunktion alle jadvan oikeanpuoleisen hdntialueen
pinta-ala on 1 — u.



Alakvantiilit ja ylakvantiilit

m Kvantiilifunktio maariteltiin tarkastelemalla jakauman
vasemmanpuoleista hantaa.

m Tilastollisessa paattelyssa maaritetdadn testien kriittisia pisteitd
usein jakauman oikeanpuoleisen hdannan avulla.

m Selvyyden vuoksi voimme puhua jakauman alakvantiileista ja
ylakvantiileista.

m Jos 0 < u < 1, niin jakauman w-alakvantiili (eli u-kvantiili tai
u-fraktiili) on sellainen piste, josta vasemmalle j&3 jakaumasta
osuus u. Ts. u-alakvantiili on F~1(u).

m Jakauman u-yldkvantiili taas on sellainen piste, josta oikealle
ja3 jakaumasta osuus u, joten u-ylikvantiili on F~1(1 — u),
silla

P(X > Fl(1-u)=1-P(X < F}(1-v)) =1-(1—u) = u.



Erikoisnimityksia tietyille kvantiileille

m mediaani on %—kvantiili,

m alakvartiili on %—kvantiili,

m ylakvartiili on %—kvantiili.

m Naiden lisdksi puhutaan myos kvintiileistd, desiileista ja
persentiileista.



Kertymafunktion kaanteisfunktion ominaisuuksia

m Funktio F~! toteuttaa identiteetit
FY(F(x))=x, kaikilla a<x<b,
ja
F(FY(u)) =u, kaikilla 0<u<1.

m Koska F on aidosti kasvava funktio, niin myds F~1 on aidosti
kasvava funktio.

m Jos jompaa kumpaa sovelletaan epayhtdlon molemmille
puolille, niin epayhtalon ratkaisujoukko sailyy
muuttumattomana.



Kertymafunktiomuunnos

m Olkoon X sm, jolla on kertymé&funktio F. Tarkastellaan
satunnaismuuttujaa F(X).

m Jos 0 < u<1, niin

PIF(X) < u] = PIFH(F(X)) < FH(u)] = PIX < F(u)]
= F(F(u)) = u.

m Tama tarkoittaa sitd, etta
F(X) ~ U(0,1). (4)

m Satunnaismuuttujaan F(X), ja tulokseen F(X) ~ U(0,1)
viitataan toisinaan nimelld kertymafunktiomuunnos (engl.
probability integral transform).



Kaanteisfunktiomenetelma

m Olkoon U ~ U(0,1), ja tarkastellaan satunnaismuuttujaa
Z = FY(U).

m Jos a < x < b, niin

P(Z < x) = PIF7Y(U) < x] = P[F(FTY(U)) < F(x)]
= PIU < F(x)] = F(x)

m Siis
U~TU(0,1) = sm:n F}(U) kertymifunktio on F.

Tillsin sanotaan, ettd sm Z = F~(U) on saatu
kaanteisfunktiomenetelmalla (engl. (esim.) inverse transform).



Kaanteisfunktiomenetelma simuloinnissa

m Matemaattisissa ohjelmistoissa on yleensa
satunnaislukugeneraattori, jonka tuottamia arvoja voidaan
pitdd riippumattomina jakaumaa U(0, 1) noudattavien
satunnaismuuttujien arvoina.

m Jos jakauman kvantiilifunktiolla on yksinkertainen lauseke, niin
kaanteisfunktiomenetelm3 antaa kdtevan keinon simuloida
kyseistd jakaumaa:

generoi u jakaumasta U(0,1), ja laske x = F~!(u).



Esimerkki: eksponenttijakauman Exp(1) simulointi

m Kfon
{1—e_x, jos x>0

0, muuten,

m Kvantiilifunktion arvo F~1(u) pisteessi 0 < u < 1 saadaan
ratkaisemalla x yhtalosta

Fx)=u < x=—In(1-u).

m T3min takia jakaumaa Exp(1) voidaan simuloida asettamalla
X = —In(1 — U), kun U on ensin generoitu jakaumasta
U(0,1).



Huomautuksia

m Kvantiilifunktio voidaan yleistdd mielivaltaiselle jakaumalle, ks.
luentomoniste.

m Myos kaddnteisfunktiomenetelma yleistyy, ja tdman jalkeen
reseptia F~1(U) voidaan pitd3 tapana konstruoida sm, jolla
on haluttu kf F, mikali ensin todistetaan ettd tasajakauma

U(0,1) on olemassa.



2.9 Muunnetun satunnaismuuttujan tiheys

m Olkoon X:ll3 jatkuva jakauma, ja g: R — R.

m Satunnaismuuttujalla Y = g(X) ei talloin valttamatts ole
jatkuva jakauma.

m Jos kuitenkin g on riittdvan siled ja aidosti monotoninen, tai
jos sen madrittelyjoukko R voidaan osittaa paloihin, joissa g
on riittdvan siled ja aidosti monotoninen, niin osoittautuu,
ettd talloin Y:lla on jatkuva jakauma.



Kertymafunktiotekniikka

m Jos muunnoksella Y = g(X) on jatkuva jakauma, niin
tiheysfunktion lauseke on helpointa johtaa laskemalla ensin
kertymafunktio ja sitten kertymafunktion derivaatta.

m Taman lisdksi pitaa jollakin tavalla tarkistaa, ettd Y:n
Jjakauma todellakin on jatkuva.

m Tarkistus voidaan tehd& esim. suoraan tiheysfunktion
maaritelman nojalla.

m Vaihtoehtona on kayttaa lausetta 7



Esimerkki kertymafunktiotekniikasta, Y = eX

m Olkoon X:lld jatkuva jakauma, jolla on jatkuva tiheysfunktio
fx, ja Y = eX.
m Selvasti Y > 0, joten Fy(y) =0, kun y < 0. Kun y >0, on

Fy(y) = P(Y <y) = P(eX < y) = P(X < In(y)) = Fx(In(y)),

m Laskemalla kf:n derivaatan, arvaamme etta tiheysfunktioksi
kelpaa

fr(y) = Fy(y) = fx(In(y))/y,  kuny >0,

ja fy(y) =0, kun y <0.



Esimerkki jatkuu: tarkistetaan etta jakauma on jatkuva

m Tarkistetaan, ettd tn P(a < Y < b) saadaan laskettua
integroimalla tiheysfunktioehdokasta vilin (a, b) yli, kun
0 < a < b (vrt. tiheysfunktion maaritelma).

m Tarkistaminen on helppoa, silla

P(a<Y < b)=P(a<eX <b)
P(lna< X <Inb)
Inb
fx(x) dx (X:n tf on fx)

Ina

b
= / fx(ln(y))}ll dy  (Sij. y =¢* & x=In(y))

m Esimerkin tekniikka yleistetddn kohta lauseeksi.



Diffeomorfismi

Maaritelma (Diffeomorfismi)

Kuvaus g : A — B, jossa A ja B ovat d-ulotteisen avaruuden R

avoimia osajoukkoja, on diffeomorfismi, jos

(a) g on bijektio joukkojen A ja B vililla

(b) sekd g ettd sen kianteisfunktio g~ : B — A ovat jatkuvasti
derivoituvia.



Muuttujanvaihtokaava tiheysfunktioille

Lause (Muuttujanvaihtokaava tiheysfunktioille)

Olkoon sm:lla X jatkuva jakauma tf:lla fx. Olkoon g : A — B
diffeomorfismi, jossa A, B C R ovat avoimia véleja, ja olkoon

P(X € A) = 1.

Mairitellaan h(y) = g 1(y), kun y € B. Tillsin sm:lla Y = g(X)
on jatkuva jakauma tiheysfunktiolla

) {fx<h<y» Kl kuny e B 5

0, muuten.



Huomautuksia lauseesta

m Tulos (5) voidaan ilmaista lyhyemmin kaavalla

fr(v) = fx(h(y)) IF(y)l,  kunye€B.

m Kun muunnoksen Y = g(X) tiheysfunktio ilmoitetaan, on
tarkeda paitsi kertoa kaava fx(h(y)) |h'(y)| myds ilmoittaa
selkedsti kaavan patevyysalue, eli se joukko B, jossa kyseinen
kaava patee.

m Vertaa jatkuvan jakauman tapauksen tulosta (5) vastaavan

diskreetin tapauksen tulokseen (3). Vain jatkuvan jakauman
tapauksessa tarvitaan kdanteisfunktion derivaatan itseisarvoa.



Kaksi erilaista tekniikkaa

Muunnetun satunnaismuuttujan tiheysfunktio voidaan johtaa
kahdella erilaisella tekniikalla:

m johdetaan kertyméafunktio ja lasketaan tiheysfunktio
kertymafunktion derivaattana,

m kaytetdan muuttujanvaihtokaavaa.



Huomautuksia kertymafunktiotekniikasta

m Kertymafunktiotekniikassa pitda erikseen tarkistaa, ettd saatu
kertymafunktio on jatkuvan jakauman kertymafunktio.

m Ehdoton edellytys tille asialle on se, ettd kertymafunktion
pitda olla jatkuva funktio koko reaaliakselilla.

m Lauseen 7 mukaan riittdvaa jakauman jatkuvuudelle on se, jos
kertymafunktio on lisdksi paloittain jatkuvasti derivoituva
(mutta derivaatan ei valttamatta tarvitse olla olemassa
darellisessd maarassa pisteitd).



Huomautuksia muuttujanvaihtokaavasta

m Muuttujanvaihtokaavaa kaytettdessd pitda miettid, mitkd ovat
avoimet joukot A ja B.

m Lisdksi kddnteisfunktio h pitdad pystyd ratkaisemaan yhtdlosta
g(x) =y (ja tdma ei onnistu ellei kyseessa ole bijektio).

m Taman jilkeen on tyypillisesti helppo tarkistaa, onko lauseke
g(x) jatkuvasti derivoituva joukossa A ja onko lauseke h(y)
jatkuvasti derivoituva joukossa B.

m Jos nama ehdot tayttyvat, niin kyseessd on diffeomorfismi.



Muistisaanto

m Jos g on diffeomorfismi, niin muuttujanvaihtokaavan
muistamista helpottaa seuraava muistisaanto.

m Yhtdlon
fx(x) |dx| = fy (y) |dy| (6)
pitda sailya bijektiivisessd muuttujanvaihdossa
y=8(x) <= x=h(y).

m Kun tiedosta (6) ratkaistaan fy(y), saadaan

= fx(h(y)) IH' (¥)I;

mutta tietenkin tdma kaava patee vain g:n kuvajoukossa B.

m Yksinkertaisissa tapauksissa muunnoksen tf on talla tavalla
menetellen mahdollista johtaa paassalaskulla.



Muistisaanto on robusti

m Muistisaannosta (6) voidaan ratkaista fy(y) myos toisella
tavalla, nimittdin seuraavasti,

1 () _ ()
dy| [g'C)l  lg’(h(y))I
dx

fy(y) = fx(x)

m Myos tama kaava pitda paikkansa joukossa B, silla kaava

dx 1
— =
dy d%:

kertoo oikean yhteyden funktion ja sen kaanteisfunktion
derivaattojen valilla.

m Aidosta monotonisuudesta seuraa se, ettid |g’| > 0 joukossa A
ja |W'| > 0 joukossa B.



Yleistys

m Joskus tiheysfunktion muuttujanvaihtokaavaa tarvitaan myds
sellaisessa tilanteessa, jossa g ei ole monotoninen, mutta jossa
sen maarittelyjoukko voidaan pilkkoa vileiksi, joille
rajoitettuna g on aidosti monotoninen.

m Tallaiset tilanteet saadaan hoidettua samaan tapaan kuin
seuraavassa esimerkissa.



Esimerkki Y = X2

m Olkoon X:ll3 jatkuva jakauma, jolla on jatkuva tiheysfunktio
fx. Tarkastellaan satunnaismuuttujaa Y = X2, ja lasketaan
sen kf.

m Selvasti Y >0, joten Fy(y) =0, kun y < 0.
m Kun y >0, on

Fy(y)=P(Y <y)=P(X*<y)=P(—/y < X <)
= Fx(v/y) — Fx(=Vy)-

m Derivaatan laskemisen jalkeen arvaamme, ettd Y:n tf on

W) = F(V7) g+ IX(VT) g uny >0

VY via

ja fy(y) =0, kun y < 0. Jokaista yhtilén y = x? ratkaisua
vastaa tdssa yksi termi.



Esimerkki Y = X?: tarkistus

m Tarkistetaan, ettd tn P(a < Y < b) todella saadaan laskettua
integroimalla tat3 tiheysfunktiota valin (a, b) yli, kun
0<a<hb.

P(a<Y <b)=Pa< X?<b)=P(ya<|X| <Vb)
= P(—Vb < X < —Va)+ P(Va < X < Vb)

—Vva Vb
= / fx(x)dx + / fx(x)dx
—Vb Va



Muuttujanvaihdot integraaleissa

m Nyt ensimmaisessa integraalissa tehddaan muuttujanvaihto
y =x = x=—\y (jossa x < 0jay >0)
ja toisessa
y=x> <= x=. (jossa x,y > 0).

m T3ll6in saadaan

P(a<Y<b)= /ab (fx(fy) — + (V) ) dy



Tekniikka on muotoiltu lauseeksi

m Jos edellisen esimerkin tekniikka yleistetdaan, saadaan
muotoiltua luentomonisteen lause 2.13.

m Saadaan summa termejd, yksi termi kutakin yhtdlon y = g(x)
ratkaisua kohti. Kukin termeistd on samaa muotoa kuin
diffeomorfismin tapauksessa.

m Jos lauseen 2.13 oletukset ovat voimassa, niin muunnoksen
Y = g(X) tiheysfunktio saadaan laskea myds
kertymafunktiotekniikalla: johdetaan ensin sm:n Y
kertymafunktio Fy ja sitten derivoidaan tdma funktio.



