1.1 Todennakoisyyden tulkintoja

m K1: Milld todennikéisyydelld saat kuutosen nopanheitossa?
m K2: Milld todennikéisyydelld Kreikka on erotettu
eurojarjestelmast3 viimeistian 31.12.20127
Mitka seuraavista todennikdisyyden tulkinnoista sopivat
kysymyksiin K1 ja K27
m Klassinen eli symmetrinen todennakoisyys.
m Todenndkaisyyden frekvenssitulkinta.

m Subjektiivinen todennakaisyys.



Klassinen eli symmetrinen todennakoisyys

m Perusjoukko eli kaikkien mahdollisten alkeistapausten joukko
Q on nyt aarellinen.

m Tapauksen A todennikoisyydeksi valitaan A:lle suotuisten
alkeistapausten lukumaara jaettuna kaikkien mahdollisten
tapausten lukumaaralla, eli

P(A) = #A A alkioiden lkm
#Q ~ Q:n alkioiden Ikm

m Kaytetdan esim. uhkapelien yhteydessd (nopanheitto,
lantinheitto, korttipelit, lotto).



Todennakoisyyden frekvenssitulkinta

m Mahdollinen kokeissa, joita voidaan toistaa mielin maarin
riippumattomasti samoissa olosuhteissa.

m Riippumattomuus tarkoittaa sitd, ettd edelliset koetulokset
eivat vaikuta seuraavien kokeiden tuloksiin.

m Tapahtuman A todenndkdisyys yritetddan maaritelld kaavalla

. N(A)
P(A) = lim ——= 1
()= Jim =, M
jossa N(A) on niiden kokeiden frekvenssi (eli lukum&ara),
joissa saatiin lopputulos A, ja N on riippumattomien toistojen
lukumaara.

m Suure N(A)/N on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi.



Lisaa frekvenssitulkinnasta

m Todenndkoisyyttd ei oikeasti voida maaritelld suhteellisten
frekvenssien raja-arvoina.

m On kuitenkin hyvin valaisevaa yrittda selittda
todennakdisyyslaskennan kasitteitd frekenssitulkinnan avulla.

m Todenndkoisyyslaskennan kasitteitd voidaan havainnollistaa
tietokonesimuloinneilla. Talldin sovelletaan frekvenssitulkintaa.



Todennakoisyyden subjektiivinen eli henkilokohtainen

tulkinta

m Ainoa tapa soveltaa todenndkoisyyslaskentaa ainutkertaisten
tapahtumien yhteydessa.

m Todenn&kdisyys kuvaa henkilon (tai muun tahon) uskomuksen
astetta vaitteen totuuteen hdnen kaytettavissa olevan tiedon
pohjalta.

m Eri tahot voivat talléin saada erilaisia numeerisia vastauksia
saman tapahtuman todennikdoisyydelle.

m Saman henkilon todennakoisyydet tietylle tapahtumalle voivat
olla eri aikoina erilaisia, jos henkilon kdytossa oleva
informaatio muuttuu.



Kysytdaan uudestaan

m K1: Milld todennikéisyydelld saat kuutosen nopanheitossa?
m K2: Milld todennikéisyydelld Kreikka on erotettu
eurojarjestelmast3 viimeistian 31.12.20127
Mitka seuraavista todennikdisyyden tulkinnoista sopivat
kysymyksiin K1 ja K27
m Klassinen eli symmetrinen todennakoisyys.
m Todenndkaisyyden frekvenssitulkinta.

m Subjektiivinen todennakaisyys.



1.2 Joukko-oppia

m Joukko-oppi on todennakdisyyslaskennan perustyokalu.

m Joukko-opin kaavoja kannattaa havainnollistaa Vennin
diagrammien avulla, jos tdma on mahdollista.

m Joukko-opin operaatioita tulkitaan tn-laskennassa usein
sanallisesti, ks. taulukko 1.1.



Perusjoukko, alkeistapaus ja tapahtuma

m Q on perusjoukko eli tarkasteltavan satunnaiskokeen kaikkien
mahdollisten lopputulosten joukko.

m Perusjoukon alkioita w € Q kutsutaan alkeistapauksiksi (engl.
elementary event).

m Perusjoukon osajoukkoja A C Q kutsutaan tapahtumiksi (engl.
event).

m Kun mallinnetaan reaalimaailman satunnaisilmiot3,
perusjoukko voidaan valita muuten vapaasti, mutta sen pitaa
olla riittdvan rikas, jotta kaikki kiinnostuksen kohteena olevat
tapahtumat voidaan esittad sen osajoukkoina.

m Tietty sovellus voidaan kasitella kdyttamalla useita erilaisia
valintoja.



1.3 Matemaattinen todennakoisyyden kasite

Tapahtumat A1, A, ... ovat erillisid (engl. disjoint) eli toisensa
poissulkevia (engl. mutually exclusive), mikali

AiﬂAj:(b kun 175_/

Todenniakdisyys(mitta) (engl. probability measure) P liittda

perusjoukon Q tapahtumaan A C Q reaaliluvun P(A), jota

kutsutaan A:n todennikdisyydeksi. P toteuttaa aksioomat.

(1) P(A) > 0 kaikille tapahtumille A C Q,

(2) P(0) =0ja P(Q) =1,

(3) (tdysadditiivusuus) P(U;Z; Aj) = 32721 P(A)), kun Ag, Ay, ...
ovat erillisid tapahtumia.



Aarellinen additiivisuus

m Jos A ja B ovat erillisid tapahtumia niin tdysadditiivisuuden
aksioomasta seuraa tn-mitan (darellinen) additiivisuus eli

P(AUB)=P(A)+ P(B) kun ANB=04. (2)
m Jos A1, ..., A, ovat erillisid tapahtumia, niin
P(ALU---UA,) = P(A1) + -+ P(Ap).

Tamaén voi johtaa paitsi tdysadditiivisuuden aksioomasta myos
induktiolla ominaisuudesta (2).

m Taysadditiivisuutta ei ole mahdollista johtaa induktiolla
darellisestd additiivisuudesta.



Aireellinen additiivisuus on helposti ymmairrettava

ominaisuus, taysadditiivisuus ei

m Sen seikan, ettd todennakoisyyden pitda olla darellisesti
additiivinen voi perustella todenn&kdisyyden
frekvenssitulkinnan avulla.

m Taysadditiivisuus ei ole intuitiivisesti helposti ymmarrettava
ominaisuus.

m Taysadditiivisuus vaaditaan todennadkdoisyydelta
matemaattisen mukavuudenhalun takia: tall3 tavalla saadaan
matemaattisesti kaunis, voimakas ja yksinkertainen teoria.



Lause 1.1: todennakoisyyden ominaisuuksia

a) (Adrellinen additiivisuus) Jos AN B = (), niin
P(AU B) = P(A) + P(B).
b) P(A¢) =1 — P(A) kaikille A.
c) 0 < P(A) <1 kaikille A.
d) (Tn-mitan monotonisuus) Jos A C B, niin P(A) < P(B).
)
)

e) P(A\ B) = P(A) — P(AN B) kaikille A ja B.

f) (Yhteenlaskukaava) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
kaikille A ja B.
g) (Boolen epiyhtils) P(AU B) < P(A) + P(B) kaikille A ja B.

h) (Bonferronin epayhtils) P(AN B) > P(A) + P(B) — 1 kaikille
Aja B.



1.4 Kombinatoriikkaa

m Klassisessa todennikaisyyden tulkinnassa (eli tasaisessa
todenn&kdisyysmallissa)

#A
#Q

m Alkeistapaukset w € 2 ovat talléin symmetrisia sikali, ettd
niilld on kaikilla sama todennakdisyys, eli

P(A) = (3)

P({w}) = #Q, kaikilla w € Q.

m Jotta osaisimme laskea todenndkoisyyksid, meidan pitaa osata
laskea erindisia kombinatorisia laskuja.



Kuinka monella eri tavalla voidaan poimia k alkiota

n-alkoisesta joukosta?

Saamme erilaisia vastauksia sen mukaan, valitaanko alkiot

m takaisinpanolla (eli palauttaen, engl. with replacement), jolloin
sama alkio voidaan valita useaan kertaan, ja k voi olla
suurempi kuin n;

m ilman takaisinpanoa (eli takaisinpanotta eli palauttamatta,
engl. without replacement), jolloin valitaan k < n eri alkiota.

Lisaksi pitda kertoa, onko poimintajarjestykselld valia vai ei.

m Jos poimintajarjestykselld on valid, niin valinta esitetdan
(jérjestettynd) jonona.

m Jos poimintajarjestykselld ei ole valid, niin sellaiset kaksi
valintaa ovat ekvivalentteja, joissa on poimittu samat alkiot.



Kombinatoriikan tuloperiaate

Tarkastellaan tehtdvaa, joka voidaan jakaa k:hon osatehtavaan,
joilla on seuraavat ominaisuudet.
m Ensimmainen osatehtdva voidaan suorittaa np:lla eri tavalla.
m Kun ensimmainen osatehtdva on suoritettu, toinen osatehtava
voidaan suorittaa ny:lla eri tavalla (riippumatta siitd, mika
valinta tehtiin ensimmaisessd vaiheessa) jne.

m Kun k — 1 ensimmaistd osatehtdvaa on suoritettu, k:s
osatehtdva voidaan suorittaa ny eri tavalla (riippumatta siit,
mitk3 valinnat tehtiin aikaisemmissa vaiheissa).

m Koko tehtdvan ratkaisu saadaan koottua yksikasitteisella
tavalla osatehtavien 1,2,..., k ratkaisuista.

Talloin koko tehtdva voidaan suorittaa nins - - - ng eri tavalla.



Poiminta takaisinpanolla, kun poimintajarjestyksella on

valia

m n-alkioisesta joukosta voidaan muodostaa

nk

erilaista k-alkioista jonoa (xi,...,xk) takaisinpanolla.

m Perustelu: ensimmainen alkio x; voidaan valita n eri tavalla;
sen jalkeen toinen alkio x» voidaan valita n eri tavalla jne.



Poiminta ilman takaisinpanoa, kun poimintajarjestyksella

on valia

m n-alkioisesta joukosta voidaan muodostaa
n(n—1)---(n—k+1).

erilaista k-jonoa (k < n), kun kaikkien jonon alkioiden pitaa
olla erisuuria.

m Tillaisia jonoja kutsutaan ko. joukon k-permutaatioiksi (tai
k-variaatioiksi).

m Perustelu: Ensimma&inen jonon alkio voidaan valita n erilaisella
tavalla. Taman jilkeen toinen alkio voidaan valita (n — 1):1l3
eri tavalla, silld toisen alkion pitda olla eri suuri kuin
ensimmadisen. Ndin tehddan k valintaa, joissa aina edelliset
valinnat on suljettu pois.



Kertoma

m N3in n-kertoma n! maaritellaan kokonaisluvulle n > 0:
n=n-(n—-1)---2-1, kunn>1,ja ol=1. (4

m Kertoma n! ilmaisee n-alkoisen joukon n-permutaatioiden, eli
lyhyesti permutaatioiden lukumaaran: n alkiota voidaan
jarjestda n! erilaisella tavalla.

m Kertoman avulla kirjoitettuna n-alkioisen joukon
k-permutaatioita on

n!

m:n(n—l)-w(n—k-i—l)-



Poiminta ilman takaisinpanoa, kun poimintajarjestyksella ei

ole valia

m Kun nyt n-alkioisesta joukosta valitaan k alkiota ilman
takaisinpanoa, niin tdma on sama asia kuin ettd valitaan
kyseisen joukon k-alkioinen osajoukko.

m N&itd k-osajoukkoja kutsutaan myos ko. joukon
k-kombinaatioiksi.

m Niiden lukumaaran ilmaisee binomikerroin n yli k:n,

n!

T kun0<k<
(”> kg KN 0sksn (5)
k 0

, muuten.

m Perustelu: kukin tallainen osajoukko voidaan jarjestda k! eri
tavalla k-jonoksi, jolloin saadaan generoitua kertaalleen kaikki
ko. joukon k-permutaatiot.



Binomikaava

m Binomikaavan mukaan

n
(a+b)"=3" <Z> bk, (6)
k=0
kun a ja b ovat reaalilukuja ja n > 0 on kokonaisluku.

m Binomikaava seuraa binomikertoimien kombinatorisesta
luonnehdinnasta seka reaalilukujen laskutoimitusten
ominaisuuksista.



1.5 Multinomikertoimet

m Uusi tulkinta: (Z) kertoo kuinka monella tavalla n-alkioinen
joukko voidaan osittaa kahteen osajoukkoon siten, etta
ensimmaiseen osaan tulee k alkiota ja toiseen osaan n — k
alkiota.

m Kuinka monta vaihtoehtoa on, jos n-alkioinen joukko
ositetaan kolmeen osajoukkoon siten, ettd ensimmadiseen
osaan tulee k; alkioita, toiseen osaan k; alkioita ja
kolmanteen osaan ks alkiota?

m Jotta kysymys olisi mielekds, oletetaan ettd kukin 0 < k; < n,
ja etta
ki + ko + ks = n.



Ensimmaiseen osaan kj alkioita, toiseen osaan k, alkioita

ja kolmanteen osaan k3 alkiota:

m Voimme valita ensimmaisen osajoukon alkiot (,:'1) tavalla;

m sen jilkeen toisen osan alkiot (”;fl) tavalla;
m kaikki jaljelle jadneet alkiot kuuluvat kolmanteen osaan.

Eri mahdollisuuksia on tuloperiaatteen nojalla yhteensa

n\(n—k\ n! (n— kp)! o
ki ko ) kil(n— ki)l ko!(n — k1 — ko)!  kylkolks!”




Multinomikerroin

m Merkinta:

n _ n _ n!
kikoks) — \ki, ko, k3)  kilkolks!’

Toisinaan alakerrassa olevat luvut erotetaan toisistaan
selvyyden vuoksi pilkuilla, ja toisinaan taas pilkkuja ei kayteta.

m Talle luvulle kdytetddn nimitystd trinomikerroin (tai
yleisemmin, multinomikerroin).



Yleistys m osalle

m Olkoon annettuna luvut ky,..., ky, siten, ettd kukin
0<ki<n,ja
ki+---+ km=n.
m Miten monella eri tavalla n-alkioinen joukko voidaan osittaa m
osaan Ai,..., A, siten, ettd kussakin osassa A; on k; alkiota?

m Vastaavasti kuin aikasemmin ndhd3an, etta eri
mahdollisuuksia on

n! B n (7)
kil kol - km!  \ ki, ko, ..., km

kappaletta. N&itd lukuja kutsutaan multinomikertoimiksi.



KANKKARANKKA

m Kuinka monta erilaista 12-kirjaimista sanaa voidaan
muodostaa sanan KANKKARANKKA kirjaimista? Kukin
kirjain pitaa kayttaa kertaalleen.

m Vastaus: 83160

m Miten vastaukseen paidyt3dan?



Huomautuksia multinomikertoimista

m Binomikerroin on multinomikertoimen erikoistapaus, silla

<Z> B k'(nnl—k)' B <k, . k>'

m Multinomikertoimet esiintyvat ns. multinomikaavassa, jonka
mukaan

n
(al—l-az-i----—i-am)"—Z(kl foo ok )allqagz...akm’". (8)

Tassa kaavassa summataan yli kaikkien sellaisten
ei-negatiivisten kokonaislukujen ki, ko, ..., km, joiden summa
on n.

m Binomikaava (6) on multinomikaavan erikoistapaus.



1.6 Ehdollinen todennakaoisyys

m Toisinaan saamme tapahtuneesta osittaista informaatiota, ja
tdma informaatio voidaan esittda siind muodossa, etta
tapahtuma B on sattunut, jossa P(B) > 0.

m Kun tama tieto otetaan huomioon, niin jonkin muun
tapahtuman A todenn&kdisyytena ei enda pideta sen
alkuperdistd todenndkaisyyttd P(A) vaan sen sijaan lasketaan
tapahtuman A ehdollinen todennakdisyys ehdolla B, joka
maaritelldan kaavalla

P(AN B)

P(A| B) =5y

jossa P(B) > 0. (9)

m P(A | B) on tapahtuman A todenndkdisyys, kun otetaan
huomioon (tdsmalleen se) ettd B on sattunut.



Esimerkki ehdollisesta todennakoisyydesta

m Kysymys: Heitetddn kerran noppaa, ja silmaluku on parillinen.
Milla todennakaisyydelld silmaluku on a) yksi b) kaksi?

m Vastaus: a) 0 b) 1/3.

m Miten vastaukseen paadytaan?



Kaavan selitysta

m Ehdollisen todennikoisyyden P(A | B) kaavassa

P(AN B)

P(A1B)= =5

uudeksi perusjoukoksi otetaan B, jonka ehdolliseksi
todenndkaisyydeksi P(B | B) pitaa saada yksi.

m Tama saadaan aikaan normittamalla alkuperdinen
todennakdisyys: se jaetaan ehdon B todenn&kdisyydella.

m Koska B on sattunut, niin kaavassa lasketaan ei-ehdollisia
todennakdisyyksia vain joukon B osajoukoille AN B.



Ehdollisen todennakdisyyden P(A | B) frekvenssitulkinta

m Tarkastellaan N-kertaista toistokoetta, jossa voi sattua A tai
B tai molemmat.

m Tapahtuman A suhteellinen esiintymisfrekvenssi niissa
kokeissa, joissa on sattunut tapahtuma B on

N(ANB)  N(ANB)/N
N(B) — N(B)/N

m Frekvenssitulkinnan mukaan jalkimmaisessd muodossa
osoittaja lahestyy todennikaisyyttda P(A N B) ja nimittdja
todenn&kaisyytta P(B), kun N kasvaa rajatta.

m Siis ehdollisen todennikoisyyden P(A | B) maaritelma
osamaaranad P(AN B)/P(B) on jarkeenkaypa.



Huomautuksia

m “Alkuperiiset”eli ei-ehdolliset todennikdisyydet P(A) voidaan
ymmartda ehdollisina todennikaisyyksind ehdolla €,
P(ANQ) P(A)

PATD) ="y =1

m On mahdollista tarkistaa, ettd ehdollinen todennakaisyys
P(A| B) on argumentin A funktiona todennikdisyys, eli ettd
se toteuttaa todennakdisyyden kolme aksioomaa, mistd seuraa
etta

m ehdolliselle todenndkoisyydelle saadaan kayttda samoja
laskusaantsja (pystyviivan vasemmalla puolella esiintyvan
argumentin suhteen), kuin tavalliselle todennikaisyydelle.



Kertolaskusaanto eli ketjusaanto

m Ehdollisen todennikoisyyden madritelma voidaan kirjoittaa
myos tulomuodossa,

P(ANnB) = P(A| B) P(B). (10)

m Tam3 kaava on nimeltddn todennakdisyyksien
kertolaskusdantd eli kertolaskukaava. Siitd kdytetddan myos
nimed todenndkoisyyslaskennan ketjusaanto.

m Mikéli P(A) > 0ja P(B) >0, on
P(ANB)=P(B)P(A| B)=P(A)P(B| A),
josta saadaan ratkaistua toinen ehdollisista
todennakdisyyksistd, nimittdin

P(A| B) P(B)

P A) = "L



Kertolaskusaanto useammalle tapahtumalle

m Tarkastellaan kolmea tapahtumaa A, B ja C, ja oletetaan,
ettd P(AN B) > 0. Talléin myds P(A) > 0, ja

P(ANB) P(ANBNC)
P(A) P(AN B)

=P(ANnBNCQC).

P(A)P(B| A)P(C|ANB)=P(A)

m Jos tapahtumia on n kappaletta Ay,..., A, ja
P(A1N---NAs—1) > 0, niin niiden leikkauksen
todennakdisyys saadaan kertolaskusaannolla

P(AL M- -NA,)

= P(A1) P(Ay | A1) P(As | AN Ay)  (11)
o P(An [ ALN - N A1),



Esimerkki

m Perusteellisesti sekoitetusta 52 kortin pakasta jaetaan kaksi
korttia. Laske todenndkdisyydet P(A1), P(A2), P(A1 N A2) ja
P(A2 ‘ Al), kun

A1 = {"1. kortti on dssd"}, Ay = {"2. kortti on &ss3" }.

m Vastaus:
4 1
P(Al)—P(Az)—a—E,
4 3 4.3 1
P(A1QA2)—5*25*1, P(A2|A1)—m—ﬁ-

m Kaksi erityyppista ratkaisua: kombinatorinen ratkaisu, ja
kertolaskusdantoad hyoddyntava ratkaisu.

m Kombinatorisessa ratkaisussa pitda huolellisesti kertoa, mita
pidetdan perusjoukkona. Kertolaskusdantoad kaytettdessa
ajatellaan suoraan (ehdollisia) todennakaisyyksia



1.7 Tapahtumien riippumattomuus

Maaritelmé (Kahden tapahtuman riippumattomuus)

Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos
P(AN B) = P(A) P(B).
Tama asia voidaan merkita A 1 B.

Tarkista, ettd ymmarrat, mitad eroa on seuraavilla kasitteilla.
a) A ja B ovat erillisia tapahtumia,

b) A ja B ovat riippumattomia tapahtumia.



Riippumattomuus ja ehdollinen todennakoisyys

m Jos P(B) > 0ja A 1L B, niin

HAunzpﬁgftzmggf):mm.

m Tulkinta: mikali A ja B ovat riippumattomia, niin tieto B:n
sattumisesta ei muuta A:n todennikaisyytta.

m Toisaalta, jos P(B) > 0 ja P(A| B) = P(A), niin A 1L B, silla
talldin

P(ANnB) = P(B)P(A| B) = P(A) P(B).
m Yhteenveto: jos P(B) > 0, on

ALB <<= P(A|B)=P(A). (12)



Esimerkki: kahden nopan heitto

m Perusjoukko on Q = E x E, jossa E = {1,2,3,4,5,6}. Sen
alkeistapaukset ovat symmetrisid, ja ensimmainen koordinaatti
kertoo ensimmaisen nopan silmaluvun ja toinen koordinaatti
toisen nopan silmaluvun.

m Olkoot 1 </,j < 6, ja tarkastellaan tapahtumia

A = {"nopan yksi tulos on "}, B = {"“nopan kaksi tulos on j"}

m T3alloin 6 6
P(A)= —., P(B)=—
(W) =5. P(B)=
ja
1 11
P(AﬂB)—%—gé—P(A)P(B),

joten A 1 B.



n:n tapahtuman riippumattomuus

Maaritelma

Tapahtumat Ay, ..., A, ovat riippumattomia, eli Ay,..., A, 1L, jos
kaikilla k > 2 on voimassa

P(Ailﬂ”'ﬁAik):’D(Ail)"'P(Aik)

aina kun 1 < jq,...,ix < n ovat keskendan erisuuria
kokonaislukuja.

Esim. tapahtumat A, B ja C ovat riippumattomia, jos kaikki
seuraavaat nelja ehtoa patevat,

P(ANB) = P(A)P(B)

P(ANC) = P(A)P(C)

P(BNC) = P(B)P(C)
P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C)



Ehdollinen riippumattomuus

Maaritelma (Ehdollinen riippumattomuus)

Olkoon C tapahtuma, jolle P(C) > 0. Tapahtumat A ja B ovat
ehdollisesti riippumattomia ehdolla C, jos

P(ANB|C)=P(A|C)P(B| C).
Tama voidaan merkitd (A L B) | C.

Ts. kaksi tapahtumaa ovat ehdollisesti riippumattomia ehdolla C,
jos ne ovat riippumattomia ehdollisen todennikaisyyden P(- | C)
mielessa. Ehdollisen riippumattomuuden kasite voidaan tietenkin
yleistdd useammalle kuin kahdelle tapahtumalle.



1.8 Kokonaistodennakoisyys ja Bayesin kaava

Maaritelma (Perusjoukon ositus)

Tapahtumat By, . .., B, muodostavat perusjoukon §2 osituksen, jos
m ne ovat erillisid: BiN B;j =0, kun i # j
m ne peittavat (eli tyhjentavat) Qin, eli Q =By U--- U By,.



Kokonaistodennakoisyyden kaava

m Olkoon A tapahtuma ja By, ..., B, perusjoukon Q ositus.

m Ositetaan A leikkamalla se kullakin joukoista B;:
A=(ANB)U---U(ANBy).

m Tassd osat (AN By),...,(AN B,) ovat erillisia, joten
(additiivisuus ja kertolaskusdantd)

:ZH:P(AHB ZP(B (A| B). (13)
i=1

Tama on kokonaistodennikdisyyden kaava.



Bayesin kaava

m Olkoon A tapahtuma siten, ettd P(A) > 0, ja olkoon
Bi,..., B, perusjoukon  ositus.

m Jos tapahtuma A on sattunut, niin tapahtuman B;
(ehdollinen) tn on

P(ANB;) P(Bj)P

_ (A] B)
P(A) P(A)

P(Bi|A) =

m Kun téssd P(A) vield esitetdan kokonaistodennékdisyyden
kaavalla (13), saadaan Bayesin kaava

P(Bi | A) =

P(B;)P(A| B) 1<i<n (14)
=1

> =1 P(Bj) P(A| By)’



1.9 Monotoninen jatkuvuus

Lause (Todenn&kaisyyden monotoninen jatkuvuus)

Olkoon By, By, ... jono tapahtumia.

(a) Jos jono on kasvava, eli By C B, C B3 C ..., niin
UB = lim P(B,).
n—00

(b) Jos jono on laskeva, eli By D B, D B3 D ..., niin

P\ B) = Jim_ P(B2)

Todistuksessa tarvitaan taysadditiivisuutta.



