
Tilastollisen päättelyn jatkokurssi
3. harjoitus (20. 11. 2012)

1. Tarkastellaan muistiinpanojen sivujen 14–15 mallin yleistystä

Yj = Zjβj + εj , j = 1, . . . , N,

jossa Zj on kiinteä (selittävistä muuttujista koostuva) nj × p -matriisi ja ε1, . . . , εN ⊥⊥
sekä εj ∼ Nnj (0, σ2Inj ). Oletetaan, että tässä kerroinvektorit βj (p× 1) ovat satunnaisia
ja toteuttavat

βj ∼ Np(β,Ω), β1, . . . , βN ⊥⊥, (β1, . . . , βN ) ⊥⊥ (ε1, . . . , εN ).

Johda tilastollisen mallin lauseke eli koko satunnaisvektorin Y = (Y1, . . . , YN ) yhteistiheys-
funktio.

2. Tarkastellaan muistiinpanojen sivuilla 13 ja 17 käsiteltyä autoregressiivistä mallia. Johda
tarkasti perustellen tämän mallin yhteistiheysfunktion lauseke

fY (y; θ) = (2πσ2)−n/2 exp
{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − φyi−1)2
}

jossa y = (y1, . . . , yn) ja parametri on θ = (φ, σ2).
Ehdotus. Merkitään Yn = (Y1, . . . , Yn). Etene induktiolla n:n suhteen. Jos fYn−1 on jo löy-
detty, esitä Yn = (Yn−1, Yn) lineaarisena muunnoksena sv:sta (Yn−1, εn), jossa Yn−1 ⊥⊥ εn
(tämän muunnoksen Jacobin determinantti on 1). Palauta mieleen todennäköisyyslasken-
nasta ytf:n muunnoskaava.

3. Olkoon X1, . . . , Xn riippumaton otos jakaumasta, jolla on äärellinen neljäs momentti.
Merkitään µ = E(X1), σ2 = Var(X1) ja µ4 = E[(X1 − µ)4] (neljäs keskusmomentti) sekä

S̃2
n = 1

n

n∑
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(Xi − µ)2, Ŝ2
n = 1

n

n∑
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(Xi −Xn)2, S2
n = 1

n− 1
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(Xi −Xn)2,

jossa Xn = n−1∑n
i=1Xi.

a) Osoita, että S̃2
n

p→ σ2 ja
√
n(S̃2

n − σ2) d→ N(0, ν), jossa ν = Var[(X1 − µ)2] = µ4 − σ4.

b) Osoita, että
√
n(S̃2

n − Ŝ2
n) p→ 0, ja päättele, että a-kohdan tulokset pätevät myös Ŝ2

n:lle.
c) Totea, että a-kohdan tulokset pätevät niin ikään S2

n:lle.
Vihje. Käytä b-kohdassa identiteettiä

∑
i(Xi − µ)2 =

∑
i(Xi −Xn)2 + n(Xn − µ)2, joka

on mainittu myös aineopintojen päättelyn kurssilla. Muista stokastisen suppenemisen ja
jakaumasuppenemisen väliset implikaatiot.

4. Tarkastellaan mallia, jossa Y1, . . . , Yn ⊥⊥ ja Yi ∼ Exp(α+ βxi), kun x1, . . . , xn ovat kiin-
teitä tunnettuja lukuja (selittävän muuttujan arvoja). Johda tilastollisen mallin lauseke
fY (y;α, β), vastaava log-uskottavuusfunktio, pistemääräfunktio ja havaittu informaatio-
matriisi. (Palauta mieleen näiden käsitteiden määritelmät aineopintojen päättelyn kurssilta;
ks. myös muistiinpanojen s. 22.)
Muista. Exp(λ) tarkoittaa eksponenttijakaumaa, jonka tiheysfunktio on λe−λy , kun y > 0.


