6. FOURIER-SARJAT
Tavoite: trigonometristen funktioiden lineaarikombinaatiot eli Fourier-
sarjat ja Weierstrassin approksimaatiolauseen.
Fourier-sarja 6.1
Olkoon f € Ly[—m, m| reaaliarvoinen.

Tavoite: approksimoidaan f a8 trigonometrisella polynomilla

Sp(x) = + Z | ay, cos(kx) + by sin(kx) |

1]l = / f(x)? dr)

mieclessa eli etsitadn kertoimet ay, by siten, etta

normin

olisi pienin mahdollinen. Kaikilla 7,k =1,...,n
/ cos(kx) dx = / sin(kx)dxr =0,

/ sin(jx) cos(kx)dx =0,

—T

/ cos(jx) cos(kx) dx = / sin(jz)sin(kx)der =0, kun j#k,

/ cos(kz) dr = / sin?(kz) doe = 7 |

eli funktiot

w0(z) = —

1
\/—2?, G2j-1(z) = ﬁ S
j=1,2,3,...
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ovat Lso-ortonormaalit. Nyt lauseen 5.9 nojalla paras approksi-

maatio on .
w= > (foa)
k=0

Siis parhaat kertoimet ovat

_l/7T f(z) cos(kx)dx , k=0,1,2,...
(0.1) ne

1 ™
= — / f(x) sin(kx) dz k=1,2,....
™ —T

Approksimointivirheelle saadaan Pythagoraan lauseen avulla

(0.2)
1f=Sullz = £l - Z‘ (f,a)) _HfH2__a0 WZ(Q%‘H?%)
k=1

Erityisesti kaikilla n péatee Besselin epayhtdlo

(0.3) g ag + T Z (a2 +b3) < /7T flx)da
k=1 -



Maaritelma f :n Fourier-sarjaksi kutsutaan sarjaa
(0.4)

f~sao+ Y lay cos(kx) + by sin(kz)] |
k=1

ap = % /: f(x) cos(kz)dx , by = % /: f(x) sin(kz) dx |

riippumatta siitd, suppeneeko se vai ei.

Funktiolle g(x) = /7 — sgnx saadaan sarjat

S
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6.2. Fourier-sarjan ominaisuuksia

Tavoite on nayttaa:
Kun f € Ly niin limy, o || f — Syllo = 0.

Seuraavassa f on kompleksiarvoinen.

Koska e = cosx + ¢ sinx Fourier-sarja voidaan kirjoittaa myos

muodossa
X0

f ~ Z cr eikx 7
k=—0o0
1 m
cr = 1 (ap —iby) = g / | f(x) cos(kz) —i f(x) sin(kx) ]| dx
T J-x
= [ e flayd
= o ] € x)dx .
Saadaan kompleksinen Fourier-sarja:
s . 1 ™
(0.5)  f~ k;m ¢ e Ch =5 3 e N f(x) dx .

Vaikka f olisi madritelty vain vélilla |[—m, 7|, sen Fourier-sarja
on maaritelty kaikilla x ja se on 27 -periodinen. seuraavassa f
jatketaan 27 -periodiseksi: f(x +127) = f(x), l € Z.



Merkitddn ap = ag(f), br = bi(f).

Jos f on parillinen funktio: f(—z)= f(x),

o f parillinen = bi(f) =0 kaikilla £k =1,2,...
o f pariton = ai(f) =0 kaikilla k=0, ,2,...

Jos f on 2m -periodinen ja jatkuvasti derivoituva niin:

al(f) =2 / " F(@) cos(ka) da

:—/ f(z) cos(k x) + / f(z) sin(kz)d

=koi(f)
silla f(—m) = f(7) . Samoin

be(f') = —kar(f) .

Yleisesti derivaatan Fourier-sarjat saadaan helposti funktion Fourier-
sarjasta derivoimalla sarjaa termeittain:

ar(f') = kbi(f) be(f') = =k ar(f)
ar(f") ==k ar(f),  b(f")=—-kbi(f),
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Lemma 0.1. (Lemma 6.1) Jos sarjat
(0.} oo
Y lal <o jao > bl < o0,
k=1 k=1

suppenevat (itseinen suppeneminen) niin Fourier-sarja

sao+ Yy [ag cos(kx) + by sin(kx)]

M

suppenee tasaisesti.

Huom. 6.2 Tasainen suppeneminen tarkoittaa: lim, , [[.S, —

Sllee = 0.
Tod. Kaikilla k patee
| ay cos(kx) + by sin(kx) | < |ag| + |bx| -

Siispé jokaisella x Fourier-sarjalla on suppeneva majorantti
> oo (Jak| + |bg]) . Siis summa

(0. 9]

S(z) =4ap+ Z [ ay cos(kx) + by, sin(kx) |
k=1

on olemassa kaikilla = . Annetulle € > 0 olkoon N, ja N, siten,
etta

o0 o0

>l <e/2, > el <e/2,

k=Ny+1 k=N,+1



ja m > N. = max(N,, Ny). Talloin kaikilla x pétee

1Sy (x) — S(z)| = Z | ay cos(kx) + by, sin(kx) |

k=n+1

< > (ar] + o)
k=n+1

0] 0]

< D> lul+ ) Il <e,

k=Ng+1 k=Ny+1
eli sarja suppenee tasaisesti. ]

Huom. 6.3 Koska edellisen lemman tilanteessa sarja suppenee
tasaisesti, on rajafunktio S jatkuva. Koska tasaisesti suppenevan
sarjan voi integroida termeittéin, saadaan a,(S) = a, jne.
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Seuraava lause antaa kdyttokelpoisen riittavan ehdon tasaiselle
suppenemiselle.

Lause 0.2. (Lause 6.4) Olkoon f jatkuva, 27 -periodinen ja
f' € Lo|—m,n]. Tdllgin f n Fourier-sarja suppenee tasaisesti.

Tod. Olkoot ay, b, f:mja ag, Bk f":n Fourier-kertoimet. Talloin
kaikilla & > 1 patee:

1~ 1

akIEbk ja b;{;z——ak.

Besselin epayhtélostd saadaan

n
~ 1
~ 12 ~ 12
5 laol* + D (lawl” + |be) < — 17115
k=1

Nyt [(€,m)| < ||l |nll, & n € C". Valitaan & = (|b1], |bs, - .., [bal)
n = (1, %, . %) , jolloin Besselin epayhtalosta
n n 1 B
D lax] = ZE [br] = (&, m) < [[&] [[n]]
k=1 k=1
_ . ol IS 1t 2
= (|bl|2+|62‘2+"'+‘bn‘2)2 ( E)Q <A/ =S|l
k=1
Tassa kiytettiin:
— 1 |
Spsit [ =

Siispd Y, |ax| suppenee. Samoin nahdadn ettd Y o | |bg| sup-
penee, ja vaite seuraa Lemmasta 6.1. []

Huom. Funktion on edelld oltava jatkuva ja derivoituva 2 -
periodisena, esim. f(x) =z, x € [—m, 7| eiole



6.3 Weierstrassin approksimaatiolause

Lause 0.3 (Weierstrassin approksimaatiolause). Olkoon f jat-
kuva vdlilla |—1,1]. Tdlldin jokaisella € > 0 on olemassa poly-
nomi p, Ssiten, etta

f(x) —polz)| <&,  kaikilla € [-1,1].

Tatd kutsutaan tasaiseksi approksimoinniksi. Ei toimi C'(R), C(D),
D c C tai C((0,1]).

Todistamme ensin vastaavan lauseen trigonometrisille polyno-
meille.

Lause 0.4. Olkoon f jatkuva ja 27 -periodinen. Tdlloin jokai-
sella € > 0 on olemassa trigonometrinen polynoms t, siten,
etta

f(z) —tu(z)] < e, kaikille © € |—m, x| .

Huom: Fourier-sarjan alkupaa S, e: yleensd kelpaa t,, :ksi suu-
rellakaan n , silla Fourier-sarjat eivat valttamatta suppene tasai-
sesti jatkuvallekaan f :le.

Tod. Olkoon € > 0. Asetetaan

g o 124 2m—2
cn:(/ cos(u/2)*" du) :%55...271_1-271

ja naytetaan, etta

th(x) = cp /7T cos(u/2)*" f(z — u) du

—T

on etsitty trigonometrinen polynomi kun n on riittavan suuri.
(HUOM: Merkki eri tavalla kuin luentomonisteessa)

Koska f : [—m, 7] — C on jatkuva ja [—m, 7| suljettu ja rajoi-
tettu vali, f on tasaisesti jatkuva: Kaikilla € on olemassa ¢ > 0
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siten, ettd |f(x) — f(y)| < &/2 kaikilla x,y, joille |z —y| < 0.
Selvasti

Cn, /W cos(u/2)*" f(z)du = f(x),

s
joten

\ﬂw—%wnzcm/QmWMWWA@—fm—unm

—T

S@Qf¥%WﬂWﬂﬂ@—f@—UHmt

)
:w¢/0%w0WWﬂ@—f@—uHmﬁ

=5
—0 T n
o (S04 J7) cos(u/2 | flw) = fla —u) | du

=55+ L5 —6) T {[5,4] -

Kun |u| < 4§, patee |f(x) — f(z —u)| < e/2, joten
1 ’ 2n 1 " 2n 1

I 55 < -ecy cos(u/2)" du < =€ ¢, cos(u/2)" du = =¢.

=3 _5 > B >
Olkoon 1 = cos?(6/2) ja M = ||floc . Kun 6 < |u] < 7, piitee
cos’(u/2) < n, joten

][_W’_(g] + [[577@ < ¢, 2M 270" .

2.4 (2n—2)2n

1 _
Nyt ¢, = 213 (2n—1)
0 ja riittavan suurilla n

1
[[_ﬂ’_(g] + [MW] <4AMnn" < 58

L = 7 cos(u/2)° du = [T _cos(u/2) cos(u/2)>"~" du
- /LrQSin(“/Q) cos(u/2)*" "1 + (2n — 1) [7_sin®(u/2) cos(u/2)*" 2 du
=0+ (20— 1) ™ (cos(u/2)?"2 — cos(u/2)*) du = (2n — 1)(Jn_1 — Ju) |

josta J, = 23;1 Jn—1

< n/m.Koska n < 1,saadaan lim, .o nn" =
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(riippumatta x :stéd) ja lopulta |f(z) — t,(z)| < e kaikilla x .

Viela on naytettava, etta t, on trigonometrinen polynomi. Nyt

cos(u/2)? = 272 (/2 4 gmin/2y2n

n
_ 2—2n(6iu o4 6—iu>n _ Z dn,k 6ikudu
k=0

sopivilla kertoimilla d, ; (HT: ei sinejd). Téaten (alla sijoitys s =
x — u, ks. Huom. 6.8 alla)

th(x) = ¢y Z dp €™ f(z —u) du

T k=0

— Z dn i Cn / ) f(s)ds
k=0 -

— Z dmkeikx Ch, / e~ iks f(s)ds
k=0

—T

on trigonometrinen polynomi. ]

huom 6.8 Edelld muuttujanvaihdossa s = xr—u integroimisrajo-
ja el muutettu. Néin voi tehdé, kun integroi periodisia funktioita:
jos g on T'-periodinen, niin

/a " ) de = / Cge)do+ / " ) de

T

/aTg(g;)dx+/0ag(x)d:U/OTg(x)dx.



12

Toisin sanoen, on aivan sama, minka 7'-pituisen valin yli in-
tegroidaan.

Todistamme Weierstrassin lauseen perusmuodon.
Tod. Olkoon f jatkuva vililla [—1,1], e > 0, f(z) = f(cos(z))

ja t, edellisen lauseen todistuksen trigonometrinen polynomi jol-
le

1f = tnlloo <€
Koska f on parillinen, voimme valita ¢,:n parilliseksi ts. kosini-
summaksi. Nain saamme approksimaation

f(cos(z)) — Z an; cos(jr)| <e  kaikilla z € [0, 7] .
=0

Harjoitustehtdvin 1 mukaan cos(jr) = Tj(cos(z)) eli cos(jz)
on cos(z):m j-asteinen polynomi. Téten, asettamalla

puls) = 3 oy To(s)

saadaan polynomi, jolle
1f(s) —pu(s)| <e  kaikilla s € [—1,1] .
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6.4 Fourier-sarjan suppeneminen Aiemmin todettiin, etté
jatkuvankaan funktion Fourier-sarja ei aina suppene tasaisesti,
mutta:

Lause 0.5. (Lause 6.10) Jos [ on 2w -periodinen ja jatkuva,
nn

n—0o0

Tod. Annetulle € > 0 Weierstrassin lauseen mukaan 16ytyy tri-
gonometrinen polynomi %, siten, etta

£
[f(2) = tu(z)] < —=
2m
Koska Sy on f:84 || - ||2-normin mielesséd parhaiten approk-

simoiva £k -asteinen trigonometrinen polynomi, saadaan kaikilla
k>n

Lf=Sells <IIf=Sall3 < IIf —tull3
- ffw | fz) — tn(.CL')|2 dx

<[ v =2’
ei k>n = [|f—Sk2<¢€. O

Huomautus 0.6. Edellinen tulos pétee kaikille f € Lo|—m, 7).
Tama seuraa siitd, ettd jokaista Lo-funktiota voidaan approksi-
moida || - ||o-normin mielessd mielivaltaisen tarkasti jatkuvalla
funktiolla. Taman vaatii mittateoriaa ja todistus esitetdan kurs-
silla Modernin analyysin perusteet. Siis péatee:

Lause: jokaisen f € Ls|—m, | Fourier-sarja suppenee kohti
fdé || - ||2-normin mielessé.
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Kirjottamalla

saamme Parsevalin yhtdlon

Il = (f, f)
00 00
_ <Z cke’k‘”, Z Clezlx>
k=—00 [=—00
00 00
_ Z Z L) <ezkx7€zlx>
k=—o00 [=—00
00
=7 laf
k=—0o0

Jos f ja g ovat vain nelidintegroituvia ja niilla on samat Fourier-
kertoimet, saadaan ||f — g|lo = 0. Tama ei vield implikoi, ettd
f=g,, mutta f=g) Ly-mielessid. Kun haluamme erityisesti
muistuttaa téastd sopimuksesta, niin merkitddn f =9 Siispé,

kaikille f € Lo|—m, ] saadaan

f = Lap+ kz [ ay cos(kx) + by sin(kz)] .
=1
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6.5 Fourier'n menetelma ODY:lle Vuosina 1804-1807 lampd&yhta-
16n ratkaisemiseksi. Alla esimerkkejé

Esim. 6.12 Reuna-arvotehtava:

~u'(x) +aulz) = flz),  x€(0,m),
u(0) = u(r) = 0.

Voidaan ratkaista myos Greenin funktioiden avulla. Tutkitaan
ratkaisua Fourier-sarjan avulla.

Reuna-ehtojen takia, yrite on sinisarjana. Taméan takia ajatellaan
u ja f jatketuksi parittomana vilille [—m,0]. Téalloin u ja u”
ovat parittomia jolloin ne voidaan esittaa sinisarjana. Olkoon siis

o
f~ Z ¢, sin(nx)
n=1
ja
U~ Z b, sin(nx) ,
n=1

jolloin

(0. 9]
u" ~ — Z n*b, sin(nw).
n=1

Dift. yhtélosta saadaan
(n*+ a)b, = c,,

/ f(x) sin(nx) dx = % /OW f(x) sin(nx) dx

Jos esimerkiksi f(z) =1, saadaan

missa

4

cor, = 0, Cok+1 — m
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ja

! .
u(z) = kzzo T (ks 1 o) @k D).

Tissé kirjoitettiin u(z) = ... , eiki u ~, silli ¢ = O(1/k?), ja
sarja suppenee tasaisesti.

u” n kertoimet ovat O(1/n), joten sen Fourier-sarja ei valtté-
matta suppene tasaisesti.

Taten saatu u toteuttaa yhtdlon hieman heikossa mielessa. Tél-
laista kutsutaan formaalikst ratkaisuksi. Jatkoanalyysilla voidaan
ratkaisusta nayttaa enemmén.

Huomautus 0.7. Tehtavalle
a(z)u’(z) + c(z)u(z) = f(z),  u(0)=u(r)=0,

sinisarja ei toimi, vaan meidan tulee kiyttda ominaisfunktioita.

Jos funktio on médritelty jollakin muulla vililld kuin [—7, 7] (tai
0, ] ), voidaan se kehittda sarjaksi muuttujan vaihdolla.

Esim. 6.14 Vakiokertoiminen aaltoyhtalé (HUOM: poikkeaa mo-
niseesta
Ut (T,1) — Ugg(x,t) =0, rel0,L], t>0,

w(0,t) =0, u,(L,t)=0, u(z,0)=f(r) ulz,0)=0.
Etsitddn separoituvia eli muotoa u(x,t) = X(x)T(t) olevia rat-
kaisuja. Sijoittamalla yhtaloon saamme

X(z)T"(t) = X"(x) T(t) ,
josta jakamalla saadaan
T//(t> X//(:C)
T(t)  X()
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missa k on vakio. Jotta w lisdksi toteuttaisi reunaehdot, tarvi-
taan

T"'t) =k T(t), X'x)=kX(x), X(0)=X'(L)=0.
Loydamme ratkaisut

X,(x) = sin((n — %)%a}), n=12...

jotka vastavat k:n arvoja
-

kn=—(n— %)z
Muilla £:n arvoilla ei ratkaisuita. Vastaavat T -ratkaisut ovat
T,(t) = A, cos(knt) + By sin(kyt)
Siis
Up(x,t) = by, cos(kyt) sin(k, x)
up(z,t) = d, sin(kyt) sin(k,x)

toteuttavat differentiaaliyhtélon ja reunaehdot. Yritetadn siis rat-
kaisua muodossa

u(@,t) = un(z,t) + wylz,t) .

n=1

Tamé toteuttaa differentiaaliyhtélon ja reunaehdot (mikéli sarja
suppenee). Alkuehto w(x,0) = f(z) antaa:

d, =0
Alkuehto u(x,0) = f(x) antaa:

Z b, sin(k,x) = f(x) k,=(n—1/2)n/L.

Taman sarjan tulisi siis esittaa f :aa.
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Néin saadaan, kun (ks. tehtavd HT 1)

/ f(s) sin(k %)%s) ds. ,

Tehtavia 0.0.
1. Néayta, ettd f € L0, L] voidaan esittdd sarjana

> Busin((n = H7a)
n=1
missa

/ () sin( )Zm)daz.

Vihje: méarittele f(x) = f(2L—x), kun x € [L,2L], jatka
parittomasti vélille [—2L, 0] ja lopulta 4L -periodiseksi.



