16 Vapaus

Kurssin ensimmaisessé osassa késiteltiin avaruuden R™ vapaita vektorijonoja. Té-
ma késite voidaan yleistdd mihin tahansa vektoriavaruuteen.

Maaritelma 16.1. Vektoriavaruuden V' vektoreista muodostuva jono (o1, ve, . . . , Ug)
on vapaa, jos seuraava ehto patee:

jos c101 + calg + - - - + ¢4V = 0 joillakin ¢y, ..., ¢, € R,
niin ¢; =0,c0 =0,...,¢c, =0.

Jos jono ei ole vapaa, sanotaan, ettd se on sidottu. Vapaata jonoa voidaan
kutsua myos lineaarisesti risppumattomaksi ja sidottua lineaarisesti ritppuvaksi.

Tyhjd jono on jono, jossa on ei ole yhtdan vektoria. Sovimme, ettd tyhjé jono
on vapaa.

Esimerkki 16.2. Esimerkissi 15.12 maériteltiin avaruuden R? matriisit E11, F1o,
Es1 ja E. Osoitetaan, ettd jono (Ei1, Ei2, Eo1, Fa2) on vapaa. Oletetaan, ettd
luvut cq, ¢, c3,c4 € R ovat sellaisia, etta

c1E1 4 caFa + c3Ea1 4 caFar = O.

(Téassa tapauksessa nollavektori on nollamatriisi O.) Yhtéalon vasen puoli saadaan
muotoon
610 OC2 0 O 00_0102
[o o] * [0 0] * [C3 0} * [o CJ - [03 CJ‘
C1 C9 . 0 0
|:C3 04] a |:O O:| ’

mista seuraa, ettd ¢; =0, coa =0, ¢3 = 0 ja ¢4 = 0. Siten jono (E11, E2, Fa1, E2)
on vapaa.

Nyt siis

Esimerkki 16.3. Osoitetaan, ettii vektoriavaruuden P, jono (1,z,22,...,2") on
vapaa. Oletetaan, ettd cg,ci,...,c, € R ovat sellaisia, etta

001+C111+621:2+~-—|—cn:n”:0.

(Yhtélon oikealla puolella on avaruuden P,, nollavektori eli nollapolynomi.) Kaksi
polynomia ovat samat, jos ja vain jos niiden kertoimet ovat samat. Taytyy siis

pated cg =0,c14 =0,...,¢, = 0. Siten jono (1,1‘,:E2, ...,x™) on vapaa.

Vapauden mééritelmén mukaan jono (o1, 0s,. .., 7k) on sidottu, jos ja vain jos
on olemassa sellaiset kertoimet ci, ..., cr € R, ettd 101 + calg + - - + ¥ = 0 ja
jokin kertoimista cq,...,cg ei ole nolla.

Toisinaan jono on helppo osoittaa sidotuksi keksimélla sopivat kertoimet. Esi-
merkiksi vektoriavaruuden V' jono (v1, 01, 02) on sidottu, silla

1o, + (*1)1_)1 + 0vg = 0.
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Seuraavaksi osoitamme vapauteen liittyvid lauseita. Monet tuloksista olivat
esilld jo luvussa 7 avaruuden R"™ vektoreille. Yleisessé tapauksessa todistukset ovat
hyvin samanlaisia, joten niité ei esiteté téssa.

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorien vapaus takaa yksikésitteisen esityksen.

Lause 16.4. Oletetaan, ettd V on vektoriavaruus ja v1,0a,...,0, € V. Jono
(01,02, ...,0K) on vapaa, jos ja vain jos jokainen alicvaruuden span(vy, v, ..., Uk)
alkio voidaan kirjoittaa tasmdlleen yhdelld tavalla vektorien v1,va, . .., Uy lineaari-
kombinaationa.

Todistus. Todistus on samanlainen kuin lauseen 7.6 todistus. O

Vektorijono on sidottu, jos ja vain jos jokin sen vektoreista voidaan ilmaista
toisten lineaarikombinaationa.

Lause 16.5. Oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus, v1,v2,...,0 € V jan > 2.
Jono (01,02, ...,0x) on sidottu, jos ja vain jos vain jos
vj € span(@l, ey U515 Uy, - - - ’l_)k)

jollakin j € {1,2,...,k}.
Todistus. Todistus on samanlainen kuin lauseen 7.7 todistus. O

Vapaasta jonosta voidaan tietyin ehdoin muodostaa vield pidempi vapaa jono.

Lause 16.6. Oletetaan, ettd vektoriavaruuden V- jono (v1,...,0) on vapaa. Ole-
tetaan lisdksi, etta w € V. Talldin jono (v1,...,0,, W) on vapaa, jos ja vain jos

w ¢ span(vy, ..., U).

Todistus. ”=" Oletetaan, ettd jono (v1,..., U, w) on vapaa. On osoitettava, etta
w ¢ span(vy, ..., V). Oletetaan vastoin véitetta, ettd w € span(vy, . . ., v;). Talloin

W= ai1v] + -+ agU

joillakin ay, ..., ax € R. Nyt a101+- - -+agtr+(—1)w = 0, joten jono (v1,. .., Uk, W)
el ole vapaa. Tamé on ristiriita. Siten w ¢ span(vy, ..., U).
"< Oletetaan, ettd w ¢ span(vy, ..., k), ja osoitetaan, etté jono (vy, . .., Vg, W)

on vapaa. Oletetaan, etta

101 + -+ + Ok + @ =0

joillakin ¢y, ..., cx41 € R. Jos cx41 # 0, niin
_ c1 _ _
W= ——01 4+ ——0
Ck+1 Ck+1
Nyt siis w € span(vy,...,0). Taméa on kuitenkin vastoin oletusta, joten taytyy

pated ci41 = 0. Talloin

c1v1 + -+ v = 0.
Koska jono (01,...,0;) on vapaa, tiedetddn, ettd ¢ = 0,...,cx = 0. Koska myos
kerroin cgy1 on nolla, on jono (o1, ..., U, W) vapaa. d
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Vapaan jonon jokainen osajono on vapaa.

Lause 16.7. Oletetaan, etti vektoriavaruuden V' jono jono S = (v1,...,0;) on
vapaa. Tdlloin jokainen jonon S osajono on mydskin vapaa.

Todistus. Osajono tarkoittaa jonoa, joka saadaan poistamalla alkuperiisestd jo-
nosta vektoreita. MyGs jono itse on yksi osajonoista.

Oletetaan, ettd vektorijono (01, 0o, ..., k) on vapaa. Osoitetaan, ettd mikéd ta-
hansa sen osajono on vapaa. Jos osajono on tyhji jono, se on sopimuksemme mu-
kaan vapaa. Tutkitaan sitten epétyhjid jonoja. Koska vapautta tutkittaessa vekto-
reiden jarjestykselld ei ole véli, riittaé osoittaa, ettd jono (01, Vg, . .., Uy, ) On vapaa
kaikilla m € {1,...,k}.

Oletetaan siis, ettd m € {1,...,k}. Olkoot luvut ¢1,..., ¢, € R sellaisia, ettd

101 + CoUo + -+ + ey = 0.
Tasta seuraa, etta

101 + et + -+ + Cmp + 001 + -+ - + 07, = 0.

Koska jono (o1, 02,...,7;) on vapaa, tdytyy ylla olevassa lineaarikombinaatiossa
kaikkien kertoimien olla nollia. Siis ¢; = 0,..., ¢, = 0. Siten jono (01,02, ..., Un)
on vapaa. O

Vapauden méadritelmassa késitelladn vain dérellisia vektorijonoja. Méaritelmaa
voidaan kuitenkin laajentaa koskemaan myos ddrettémén monen vektorin muodos-
tamia jonoja samalla tavalla kuin virittdmisen tapauksessa. Vektoriavaruuden V/
jono (U1, 73,...) on vapaa, jos sen kaikki déarelliset osajonot ovat vapaita. Esimer-
kiksi polynomiavaruuden P jono (1,z,22,...) on vapaa.

17 Kanta
Maaritelma 17.1. Oletetaan, ettd wy, we,...,w, € V. Jono (wy,ws,...,wy) on

vektoriavaruuden V' kanta, jos
a) V = span(wi,ws, ..., W)
b) (wy,ws,...,wy) on vapaa.

Esimerkki 17.2. Esimerkeissd 15.12 ja 16.2 osoitettiin, ettd matriisiavaruuden
R2%2 jono (E11, Er2, Ea1, Fgo) virittdd avaruuden R?*2 ja on lisiksi vapaa. Siten
jono (Eh1, E12, Eo1, F22) on avaruuden R?*? kanta.

Esimerkki 17.3. Polynomiavaruuden P, jono (1, z, 2?2, ..., 2") virittdi avaruuden
P, ja on lisiksi vapaa esimerkkien 15.13 ja 16.3 perusteella. Jono (1,z,22%,...,2")
on siis avaruuden P,, kanta.

96



Vektoriavaruuden vektorit voidaan kirjoittaa tdsméalleen yhdella tavalla kannan
vektoreiden lineaarikombinaatioina.

Lause 17.4. Jono B = (01,02, ...,0) on vektoriavaruuden V' kanta, jos ja vain
jos jokainen vektorivaruuden V alkio voidaan kirjoittaa tasmdlleen yhdelld tavalla
vektorien v1,va, ..., 0, lineaarikombinaationa.

Todistus. Vaite seuraa lahes suoraan lauseesta 16.4 samalla tavalla kuin vastaava
avaruutta R” koskeva lause 8.3. O

Maaritelma 17.5. Olkoon B = (vy,...,7,) on vektoriavaruuden V kanta. Olete-
taan, ettd u € V. Vektorin u koordinaateiksi kannan B suhteen kutsutaan reaali-
lukuja ai, ..., an, joilla

U=aiv1+ -+ apvy.

Esimerkki 17.6. Mairitetdan avaruuden R2*2 matriisin
1 2
a=[4 7]

koordinaatit kannan (FE11, E12, E91, Fa2) suhteen. Huomataan, etta
A =1E1; 4+ 2E12 + (—1)Eg + 0E»,

joten kooridinaatit ovat 1, 2, —1 ja 0.
Polynomiavaruuden Pz alkion 2® — 4x + 2 koordinaatit kannan (1, z, 22, z3)
suhteen taas ovat 2, —4, 0 ja 1.

Lause 17.7. Oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus, jolla on kanta (v1,...,0,). Jos
vektoriavaruuden V' vektorijonon pituus on suurempi kuin n, kyseinen jono ei voi
olla vapaa.

Todistus. Véite on aikaisemmin todistettu avaruudelle R”. (Ks. korollaari 7.11.)
Yleisessa tapauksessa todistus on samanlainen. ]

Aiemmin mainittiin, ettd voidaan puhua my6s dérettdman monen vektorin vi-
rittamista aliavaruuksista seké ddrettoméan monen vektorin muodostamista vapais-
ta jonoista. Siksi myds kannan mééritelmé voidaan yleistda koskemaan dérettomia
jonoja. Esimerkiksi jono (1,z,22,...) on polynomiavaruuden P kanta.

17.1 Dimensio

Vektoriavaruudella voi olla useita eri kantoja. Saman avaruuden eri kannoissa on
kuitenkin aina yhtd monta vektoria.

Lause 17.8. Vektoriavaruuden jokaisessa kannassa on yhtd monta vektoria.
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Todistus. Oletetaan vastoin véitettd, ettd vektoriavaruudella V' on kaksi eripituis-
ta kantaa (01,...,0x) ja (w01,...,Wy), missi k > m. Koska jono (v1,...,0x) on
kanta, se on vapaa. Nyt paadytadn ristiriitaan, silld lauseen 17.7 nojalla vektori-
avaruudessa ei voi olla vapaata jonoa, joka on pitempi kuin jokin vektoriavaruuden
kanta. Siten véite on todistettu. O

Edellisen lauseen perusteella voidaan maaritella vektoriavaruuden dimensio.

Maaritelma 17.9. Vektoriavaruus V on ddrellisulotteinen, jos silld on darellisen
monesta vektorista koostuva kanta. Télloin avaruuden dimensio dim(V') on kannan
vektoreiden lukumaéré. Jos vektoriavaruudella ei ole déarellistd kantaa, avaruus on
ddretdonulotteinen ja sen dimensio on &éreton.

Jos vektoriavaruuden dimensio on n, on tapana sanoa, ettd vektoriavaruus on
n-ulotteinen.

Esimerkki 17.10. Matriisiavaruuden R?*? dimensio on nelji, silld avaruudella on
kanta (F11, E12, Fo1, F22). Polynomiavaruuden P,, dimensio on n + 1, silld avaruu-
della on kanta (1,x,22,...,2").

Esimerkki 17.11. Vektoriavaruuden {0} dimensio on nolla, silli sen kanta on
tyhjé jono, jossa on nolla vektoria. Olemme nimittédin sopineet, ettd tyhjan jonon
virittdmé avaruus on {0} ja ettd tyhji jono on vapaa.

Vapaa jono voidaan jatkaa vektoriavaruuden kannaksi.

Lause 17.12. Oletetaan, etta V ddrellisulotteinen vektoriavaruus. Oletetaan lisdk-
si, etta S = (w1, ..., W) on avaruuden V wvapaa jono. Talldin jonoon S voidaan
lisatd vektoreita niin, ettd tuloksena on avaruuden V kanta.

Todistus. Tarkastellaan kaikkia sellaisia avaruuden V' jonoja (1, . .., Uy), joilla jo-
no (wy, ..., W, 1, .., Uny) on vapaa. Valitaan naista jonoista jokin sellainen, jonka
pituus on mahdollisimman suuri. (Téllainen on olemassa, silla lauseen 17.7 nojalla
minkd4n vapaan jonon pituus ei voi olla suurempi kuin avaruuden V' ulottuvuus.)
Olkoon tuo mahdollisimman pitka jono B = (wy, ..., Wk, a1, .., a).

Osoitetaan, ettd jono B on avaruuden V kanta. Koska B on vapaa, riittaa
osoittaa, ettd B virittdd avaruuden V. Oletetaan sitd varten, ettd v € V. Jos
v ¢ span(B), niin lauseen 16.6 nojalla jono (wi,...,wy,a1,...,a,,0) on vapaa.
T&mé on ristiriita, silld néin saatu jono on pidempi kuin B, jonka pituus oli suu-
rin mahdollinen. Siten v € span(B), mistd seuraa, ettd V' = span(B). Néin on
osoitettu, etta B = (wy, ..., wy,a,...,a,) on avaruuden V kanta. O

Virittajajono voidaan lyhent&é vektoriavaruuden kannaksi.

Lause 17.13. Oletetaan, ettd jono S = (wy, . .., wy) virittid avaruuden V. Tdlldin
jonosta S voidaan poistaa vektoreita niin, ettd tuloksena on avaruuden V kanta.
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Todistus. Todistus on hyvin samankaltainen kuin edellisen lauseen todistus. Tar-
kastellaan kaikkia sellaisia jonon (wy, ..., wy) osajonoja, jotka ovat vapaita. (T4l
laisia jonoja on olemassa, silld esimerkiksi tyhja jono on vapaa.) Valitaan naista
jonoista jokin sellainen, jonka pituus on mahdollisimman suuri. Olkoon tuo mah-
dollisimman pitks vapaa osajono B = (by, ..., b,).

Osoitetaan, ettd B on avaruuden V kanta. Koska B on vapaa, riittdd osoittaa,
ettd B virittdd avaruuden V. Tamé puolestaan on todistettu, jos voidaan osoittaa,
ettd w € span(B) kaikilla w € S. Oletetaan vastoin véitettd, ettd w ¢ span(B)
jollakin @ € S. Nyt lauseen 16.6 nojalla jono (bi,...,b,, w) on vapaa. Témi on
ristiriita, silld néin saatu osajono on pidempi kuin B, jonka pituus oli suurin mah-
dollinen. Siten w € span(B), mista seuraa, ettd V = span(B). Néin on osoitettu,
ettd B = (by,...,b,) on avaruuden V kanta. O

Lause 17.14. Oletetaan, ettd V on vektoriavaruus, jonka dimensio on n.

a) Jokainen vektoriavaruuden V vapaa jono, jonka pituus on n, on V:n kanta.

b) Jokainen vektoriavaruuden V wvirittajijono, jonka pituus onn, on V :n kanta.

Todistus. a) Oletetaan, ettd avaruuden V' jono (v1,...,0,) on vapaa. Nyt lauseen
17.12 nojalla jonoon voidaan lisdtd vektoreita niin, ettd saadaan aikaan kanta.
Kuitenkin vektoriavaruuden V' dimensio on n, joten kannassa on oltava n vektoria.
Jonon (v1,...,0,) taytyy siis jo olla kanta.

b) Oletetaan, ettd jono (v1,...,0,) virittdd avaruuden V. Nyt lauseen 17.13
nojalla jonosta voidaan ottaa pois vektoreita niin, ettd saadaan aikaan kanta. Kui-
tenkin vektoriavaruuden kannassa on oltava n vektoria. Jonon (v1,...,0,) tiytyy
siis jo olla kanta. ]

Edella osoitetuista lauseista on hydtya, kun tutkitaan, onko annettu jono vek-
toriavaruuden kanta. Kootaan vield kaikki tiedot yhteen. Oletetaan, ettd V on
vektoriavaruus, jonka dimensio on n.

e Jos vektoriavaruuden V vektorijonon pituus on suurempi kuin n, kyseinen
jono ei voi olla vapaa.

e Jos vektoriavaruuden V vektorijonon pituus on pienempi kuin n, kyseinen
jono ei voi virittad avaruutta V.

e Jos vektoriavaruuden V vektorijono virittda avaruuden ja sen pituus on n,
kyseinen jono on kanta.

e Jos vektoriavaruuden V' vektorijono on vapaa ja sen pituus on n, kyseinen
jono on kanta.
Aliavaruuden dimensio ei voi olla suurempi kuin itse vektoriavaruuden dimen-
sio.

Lause 17.15. Oletetaan, ettd V on ddrellisulotteinen vektoriavaruus, jolla on ali-
avaruus W. Tdlloin mydos W on ddrellisulotteinen ja dim(W) < dim(V'). Lisdksi
dim(W) = dim(V), jos ja vain jos W = V.
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Todistus. Osoitetaan ensin, etté aliavaruudella W on kanta. Tarkastellaan kaikkia
aliavaruuden W vapaita jonoja. Koska ne ovat myo6s vektoriavaruuden V' vapaita
jonoja, niiden pituus on lauseen 17.7 nojalla pienempi kuin dim (V). Valitaan jono,
jonka pituus on suurin mahdollinen. Samaan tapaan kuin lauseen 17.12 todistuk-
sessa voidaan osoittaa, ettd nédin valittu jono on aliavaruuden W kanta. Kanta on
siis olemassa. Téastd ndhdadn myds, ettd aliavaruudella W on darellinen kanta ja
tuon kannan pituus on véaistdméatta lyhyempi kuin dim(V'). Siten W on &dérellis-
ulotteinen, ja dim(WW') < dim(V).

Osoitetaan vield véitteen toinen osa. Jos V' = W, niin dim(W) = dim(V).
Oletetaan sitten, ettd dim(W) = dim(V'), ja osoitetaan, ettd W = V. Olkoon B
aliavaruuden W kanta. Nyt B on avaruuden V vapaa jono, jonka pituus on sama
kuin avaruuden V dimensio. Lauseen 17.14 perusteella B on avaruuden V kanta.
Téstd seuraa, ettd V = span(B) = W.

O
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