12 Pistetulo

Avaruuksissa R? ja R3 voidaan puhua vektorien pituuksista ja vektoreiden vilisist&
kulmista. Nama kéasitteet yleistetdan avaruuteen R™ pistetulon avulla.

Maaritelméa 12.1. Vektoreiden v = (vy,...,v,) € R" ja w = (wy,...,wy) € R"
pistetulo on

VW = viwi + vowg + -+ - + Vp Wy
Esimerkiksi vektorien o = (3, —2,0) ja w = (1, —2,v/3) pistetulo on
T-w=3-14(-2)(=2)+0-V/3=7.

Huomaa, etta pistetulosta tulee aina tulokseksi reaaliluku.
Pistetulolle voidaan todistaa laskusédantoja.

Lause 12.2. Oletetaan, ettd v,w,u € R™ ja ¢ € R. Tdillgin
a)
b)

¢) (cv)-w = c(v-w)

g
<

D =
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)=0-0+0 @

N
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Todistus. Todistetaan kohta b) ja jatetddn loput kohdat harjoitustehtaviksi. Mer-
kitddn 0 = (v1,...,0p), W = (w1,...,wy) ja & = (u1,...,uy,). Nyt ndhddén, etta

v-(w+a)=(vi,...,vn) (w1 +ur,ws +uz,..., Wy + up)
=vi(wy +uy) + va(wa +uz) + - + v (wy + up)
= VW1 + V1U] + VW2 + VU + -+ + Vp Wy + VplUy,
= (nyw1 + vowa + -+ + vuwy) + (viug + voug + - - + VpUy)

=v-w+v-U.
Téssa kaytettiin reaalilukujen yhteenlaskun ja kertolaskun osittelulakia. O

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorin pistetulo itsensé kanssa on aina epéne-
gatiivinen. Ainoastaan nollavektorin pistetulo itsensé kanssa on nolla.

Lause 12.3. Oletetaan, ettd v € R™. Talloin
a) v-v>0
b) v-v =0, jos ja vain jos v = 0.
Todistus.  a) Nahdéan, ettd
D=0+ vi 4t A+ 02 >04+0+---+0=0,

silld reaaliluvun nelié on aina epénegatiivinen. Tamé todistaa vaitteen.
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b) "=": Oletetaan, etti v-v = 0. Télloin v] 4+ v3 + - - - +v2 = 0. Koska jokainen
yvhteenlaskettava on epénegatiivinen, taytyy yhteenlaskettavien olla nollia.
Toisin sanoen v? = 0 kaikilla i € {1,...,n}. Téstd seuraa, etti v; = 0
kaikilla 7 € {1,...,n}. Siten v = (0,0,...,0) = 0.

"« Oletetaan, ettd o = 0. Nyt ©-9 = 02 + 02 + - - - 4+ 02 = 0. Siten viite on
todistettu.
O

12.1 Vektorin normi

Pistetulon avulla voidaan maéritelld avaruuden R™ vektorin normi eli pituus. Lauseen
12.3 nojalla v - v > 0, joten seuraavassa maéaritelméssa juurrettava on epanegatii-
vinen, kuten kuuluu olla.

Maaritelmé 12.4. Vektorin v € R™ normi eli pituus on

o] = Vv - 0.

Méiritelmistd seuraa, ettd |0 = \/v? +v3 + - - + v2. Esimerkiksi vektorin
v =1(1/2,3,-2,0) normi on

5] = /(1/2)2 + 32 + (—2)2 + 02 = ﬁ - ‘/5’7’

Tason vektoreiden normia voidaan havainnollistaa Pythagoraan lauseen avul-
la. Kuvassa 12.24 on esitetty vektori w = (—4,—3). Sen pituus on Pythagoraan
lauseen nojalla v/32 +42 = /25 = 5. Pituuden geometrinen tulkinta antaa siis
saman tuloksen kuin méaritelma 12.4.

Kuva 12.24: Vektorin @ normi eli pituus.

Vektorin normi on aina epdnegatiivinen ja nollavektori on ainoa vektori, jonka
normi on nolla.

Lause 12.5. Oletetaan, ettd v € R™. Tdalldin

a) |[o] =0
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b) ||v|| =0, jos ja vain jos v = 0.
Todistus. Tulokset seuraavat suoraan nelijuuren ominaisuuksista ja lauseesta 12.3.

a) Méaritelmén mukaan ||v]| = v/v - v. NeliGjuuren arvo on aina epénegatiivi-
nen, joten ||o]| > 0.

b) Huomataan, ettd ||0]| = 0, jos ja vain jos juurrettava v - ¥ on nolla. Lauseen
12.3 nojalla taas v - v = 0, jos ja vain jos v = 0. Tama todistaa viitteen.
O
Lause 12.6. Oletetaan, etti v € R™ ja ¢ € R. Tdlloin ||co|| = |¢|||v]].
Todistus. Pistetulon ominaisuuksien perusteella
lev]| = Ve - v = \/e(v - ev) = /(v -0) = |e]\/ (5 0) = |¢][0])-
O

Maaritelma 12.7. Vektori @ € R™ on yksikkdvektori, jos sen normi on yksi eli
lall = 1.

Esimerkiksi vektorit (1,0) ja (0,1) sekéd vektorit (1,0,0), (0,1,0) ja (0,0,1)
ovat yksikkovektoreita.

Esimerkki 12.8. Etsitdan yksikkovektori, joka on yhdensuuntainen vektorin v =
(2, —1,0) kanssa. Vektorin © normi on ||5]| = v/4 + I = /5. Jos vektori @ kerrotaan
skalaarilla 1/4/5, saadaan vektori (1/+/5)9, jonka pituus on lauseen 12.6 nojalla

(1/V5) - ol = 1/v5- V5 = 1.

Liséiksi vektorit ¥ ja (1/4/5)0 ovat yhdensuuntaiset.

_ 1
Lause 12.9. Oletetaan, etti v € R™\{0}. Tdlloin vektori H@ on yksikkovektorti,
v
joka on yhdensuuntainen v:n kanssa.
Todistus. Vaite seuraa lauseesta 12.6 samalla tavalla kuin esimerkissd 12.8. O

Normin avulla voidaan méaritella vektorien vélinen etéisyys.

Maaritelma 12.10. Oletetaan, ettd v, w € R™. Vektorien v ja w vélinen etdisyys
on
A5, @) = |5 - .

Esimerkki 12.11. Vektoreiden v = (2,2) ja w = (—3, —1) vélinen etéisyys on

d(w,@) = [o— @] = |2~ (~3),2— (~1)] = (5.3)]| = V5> + 8 = V5d.

Sitd on havainnollistettu kahdella eri tavalla kuvassa 12.25.
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Kuva 12.25: Vektoreiden v ja w valinen etéisyys.

Lause 12.12 (Schwarzin epéyhtild). Oletetaan, ettd v € R™ ja w € R™. Talloin
0+ w| < [[o]||w]].

Todistus. Schwarzin epéayhtéloa tarvitaan téssd vaiheessa ldhinnd lemman 12.13
todistamiseen. Lauseen todistus on kuitenkin melko tekninen, joten sitd lykatdan
kurssin toiseen osaan. O

12.2 Vektorien vilinen kulma ja kohtisuoruus

Avaruudessa R™ kahden vektorin vilinen kulma méaaritetdan pistetulon avulla. Vek-
torien vilisen kulman méadrittelyyn tarvitaan seuraavaa lemmaa.

Lemma 12.13. Oletetaan, etti v,w € R™\ {0}. Tdlldin

[9]] ||

Todistus. Schwarzin epéyhtalon 12.12 mukaan |v-w| < ||9]|||w]]. Tésté seuraa, ettd
—lellljell < v-@ < lof|fjo]-

Jakamalla néin saadut epayhtélot positiivisella luvulla ||o]|||w|| saadaan

1< 0o
o] [|o|

O

Kosinifunktio on mééritelty niin, etté jokaista lukua a € [—1, 1] vastaa tésmaél-
leen yksi sellainen kulma «, ettd 0° < o < 180° ja cosa = a. Edellisen lemman
nojalla voidaan siis asettaa seuraava maéaritelma.

Maéaritelmé 12.14. Vektorien v € R™\ {0} ja w € R™\ {0} villinen kulma on se
kulma «, jolle patee 0° < a < 180° ja

- W

<

CcCosx =

Il

1
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Esimerkiksi vektorien o = (3,—2,0) ja @ = (1, —2,v/3) villinen kulma « saa-

daan yhtélosta
7

V13v8
Liséksi taytyy pated 0° < o < 180°. Nain vektorien véliseksi kulmaksi saadaan
o~ 46,65°.
Tason vektorien tapauksessa vektorien vélisen kulman maéaritelma vastaa geo-

metrista késitystdmme vektorien valisestd kulmasta. Kosinilauseen mukaan kuvan
12.26 kolmiossa

Cosx =

1w — % = 13lI* + [@]* - 2[|7]l[| @] cos a.

Toisaalta normin méaritelmén nojalla

|lo—o|>=(0—7)- (0—0)=0-@—W-0—0-W+0-7

=lol* - 2(v - @) + [|w]|*.

Siten
1] + @) = 2l|o]| @] cos @ = [|o]]* — 2(v - @) + [|@]|*
ja edelleen

v-w
coso =

vl

Kuva 12.26: Vektoreiden v ja w valinen kulma kosinilauseen ndkokulmasta.

Maaritelma 12.15. Vektorit v € R™ ja w € R"™ ovat ortogonaaliset eli kohtisuo-
rassa toisiaan vastaan, jos v - w = 0. Talloin merkitéddn v L w.

Yleenséd kahden olion ajatellaan olevan kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos nii-
den vélinen kulma on 90°. Tama pitdéd paikkansa my6s vektoreiden tapauksessa.
Oletetaan, ettd v,w € R™ \ {0}. Mééritelmdn mukaan vektoreiden v ja w vilinen
kulma on 90°, jos ja vain jos

V- w
— = co0s90° = 0.
1] [l
Tamé puolestaan pétee, jos ja vain jos v - w = 0. Siten vektoreiden v ja w vélinen
kulma on 90°, jos ja vain jos v - w = 0.
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Kuva 12.27: Vektorit ¥ ja w ovat ortogonaaliset eli kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Pistetulon sovellus: Tason normaalimuotoinen yhtalo

Vektorin sanotaan olevan kohtisuorassa tasoa vastaan, jos se on kohtisuorassa tason
suuntavektoreita vastaan. Téallaista vektoria kutsutaan tason normaaliksi (ks. kuva
12.28).

g

Kuva 12.28: Tason normaali 7.

Oletetaan, ettd T on avaruuden R? taso, joka kulkee pisteen P kautta ja jolla
on normaali 7. Voidaan osoittaa, ettd piste @ = (x,y, z) on tasossa T, jos ja vain
jos
missi ¢ = OQ ja p = OP. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 12.29.

Edella esitettyé yhtaloa kutsutaan tason T' normaalimuotoiseksi yhtdloksi. Piste
() on tasossa T, jos ja vain jos pisteen paikkavektori ¢ toteuttaa yhtélon.

Esimerkki 12.16. Oletetaan, ettd taso T" kulkee pisteen P = (6,0,1) kautta ja
silld on normaali 7 = (1,2, 3). Tason 7' normaalimuotoinen yht&l6 on t&lléin

(1,2,3) - (g — (6,0,1)) = 0.

Tasossa T ovat siis ne pisteet (), joiden paikkavektori ¢ toteuttaa edelld esitetyn
yhtalon. Toisin sanoen

T:{QGRS ’ (17273)'(q_(67071)):0}‘
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Kuva 12.29: Tason T normaalimuotoisen yhtélén havainnollistus.

Kirjoitetaan taso vield hiukan toisenlaisessa muodossa. Merkitaan ¢ = (z,vy, 2),
missd z,y, 2z € R. Nyt

(1,2,3)-(g— (6,0,1)) =(1,2,3) - (x — 6,y — 0,2 — 1)
=r—6+2y+32—-3
=z+2y+32—-9,

joten voidaan kirjoittaa T = {g € R | # + 2y + 32 — 9 = 0}.

12.3 Projektio

Ryhdymme mééritteleméan vektorin v projektiota vektorin w virittdmalle aliava-
ruudelle span(w) (eli vektorin w suuntaiselle suoralle). Voidaan ajatella, ettéd pro-
jektio on vektorin v heittdmé varjo, kun aurinko paistaa kohtisuoraan vektoria w
vastaan kuten kuvassa 12.30.

Kuva 12.30: Projektion havainnollistus.
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Maiaritelmé 12.17. Oletetaan, ettd n € {1,2,...}. Olkoot v,w € R™ ja w # 0.
T&ll6in vektorin v projektio vektorin w virittdmaélle aliavaruudelle on

<
g

proj(v) = .

g
g

Esimerkki 12.18. Esimerkiksi vektorin v = (1, 2) projektio vektorin w = (-1, 3)
virittdmaélle aliavaruudelle on

13

profa(0) = 15(-1.3) = 5(-1.3) = (=3.3).

Projektio on esitety kuvassa 12.31.

Kuva 12.31: Vektoreiden v ja % projektiot vektorin w virittdmaélle aliavaruudelle.

Vektorin @ = (—2, —2) projektio vektorin w virittdmaélle aliavaruudelle on puoles-

taan

profa(0) = Ty (1.3 = ~2(-1.3) = (3.-2).

Maéritelméstd ndhdddn, ettd proj;(v) on aina yhdensuuntainen vektorin w
kanssa. (Vektoria w kerrotaan nimittéin skalaarilla (0-w)/(w-w).) Ei ole myoskédn
vaikea osoittaa, ettd vektorit o —proj,(v) ja w ovat ortogonaaliset eli kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Vektorin projektion voi méérittdd myos geometrisesti (ks. kuva 12.32). Piirre-
taan vektorit v ja w alkamaan samasta pisteestd ja piirretdédn vektorin w suuntai-
nen suora. Projektio proj;(v) loydetédén piirtdmélla suora, joka on kohtisuorassa
vektorin w suuntaista suoraa vastaan ja kulkee vektorin v kirjen kautta.

70



S|

pr0j1D (1_}> w
Kuva 12.32: Vektorin v projektio vektorin w virittdmaélle aliavaruudelle.

Projektion sovellus: Pisteen etdisyys suorasta

Pisteen etéisyys suorasta voidaan maéarittad projektion avulla. Pisteen @) etiisyys
suorasta S = {p+ tv | t € R} on kaikkein lyhin vélimatka, joka voi olla pisteen @
ja suoran S pisteen valilla. Tasmaéllisesti ilmaistuna pisteen @) etaisyys suorasta S
on min{d(q,a) | a € S}, missd ¢ on pisteen @ paikkavektori.

Tutkitaan esimerkin avulla, kuinka projektiota voidaan kayttdd etdisyyden
méadrittdmisessi. Tarkkoja todistuksia ei esitetd. Maaritetddn pisteen Q = (4, —1,9)
etéisyys suorasta S, joka kulkee pisteiden A = (2,—-3,5) ja B = (4,1,7) kautta
(ks. kuva 12.33).

A

Kuva 12.33: Pisteiden A ja B kautta kulkeva suora S.

Maéaritetdan ensin vektori jostakin suoran pisteestéd tutkittavaan pisteeseen. Esi-
merkiksi vektori

m:@_m:(27274>

kiy tdhan tarkoitukseen. Lisdksi tarvitaan suoran suuntainen vektori, kuten vaik-
kapa vektori AB = (2,4, 2).

Vektorin AQ projektio suoralle S on

NS
sk
NI
==
2
!
NN
IS
N
mf'\
\'l\D
\’)Jk
S

proj5(AQ) = ——=—=



Q
" 1 4Q — proj 4 5(AQ) |

Kuva 12.34: Pisteen () etéisyys suorasta S.

Erotus AQ — projz5(AQ) on kohtisuorassa suoraa S vastaan. Lasketaan erotus:

- N ) 6 5
AQ - projﬁ(AQ) = (272a4) - 6(27472) = 6(27 274) - 6(2741 2)
1 1
= 6(12 —10,12 — 20,24 — 10) = 6(2, —8,14)
1
= —(1,-4,7
3( ) Y )

Koska AQ — projﬁ(m) on kohtisuorassa suoraa S vastaan, antaa erotusvektorin
pituus pisteen @) etédisyyden suorasta:

_ R 1 1 1
[4Q — proja(AQ)] = 111, ~4,7)]| = 3T T 16 149 = 166,
Siten pisteen ) etdisyys suorasta S on %\/ 66.

12.4 Ortogonaalinen ja ortonormaali kanta

Maaritelma 12.19. Avaruuden R” aliavaruuden W kanta (w1, ws, ..., wy) on
ortogonaalinen, jos

@; - w; =0 kaikillai,j € {1,2,...,k}, missé i # j.

Toisin sanoen kantavektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Kanta (wy, ws, ..., wy) on ortonormaali, jos se on ortogonaalinen ja lisiksi

|@;]| =1 kaikilla i € {1,2,..., k).

Toisin sanoen kantavektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja niiden normi on
yksi.

Esimerkki 12.20. Avaruuden R" luonnollinen kanta &, = (éi,...,€,) on orto-
normaali. Huomataan nimittédin, etta

Liséksi ||g;|| = 1 kaikilla i € {1,...,n}.
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Kuva 12.35: Avaruuden R3 luonnollinen kanta £3 = (€1, €2, €3) on ortonormaali.

Ortogonaaliset kannat ovat monissa tilanteissa hyvin kdyttokelpoisia. Mista
tahansa kannasta voidaan muodostaan ortogonaalinen kanta projektiota apuna
kiiyttien. Seuraavassa esimerkissi niytetidn, miten timi tapahtu avaruudessa R2.
Asiaan palataan tarkemmin kurssin toisessa osassa.

Esimerkki 12.21. Merkitddn v1 = (—1,2) ja v2 = (3,—1). Jono (v1,02) on ava-
ruuden R? kanta. (TAmén todistaminen jitetdin lukijalle.)

Etsitddn ortogonaalinen kanta muodostamalla uusi jono (w1, ws) valitsemalla
Wy = U1 ja Wy = Vg — Projy, (v2). Nyt vektorit w; ja ws ovat ortogonaaliset kuten
luvussa 12.3 todettiin. Lisiksi (w1, w2) on avaruuden R? kanta, minki todistaminen
jatetdaan jalleen lukijalle.

§|
Il
S

Wo = Vg — projwl (@2)

Kuva 12.36: Kannan (91, 02) muuttaminen ortogonaaliseksi kannaksi (wy, ws).

Néin saadusta ortogonaalisesta kannasta voidaan vield muodostaa ortonormaali
kanta (@1, ug) valitsemalla

1 1 1

1
G = — = —=(—1,2) ja Gs=-—tn=—=
LS e T LY e = pde = g

Jono (1, ii2) on avaruuden R? ortonormaali kanta.

(2,1).
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Kuva 12.37: Ortogonaalinen kanta (w;,w2) ja ortonormaali kanta (ug, u2).

Vektorin koordinaatit ortonormaalin kannan suhteen saadaan pistetulon avulla.

Lause 12.22. Oletetaan, etti B = (u1,...,u) on aliavaruuden W ortonormaali
kanta. Oletetaan, ettd w € W. Tdlloin vektorin w koordinaatit kannan B suhteen
ovat - Uy, W - Us, ..., W U el

w=(w-u)u + (w-uz)ug + -+ (W - ug)uy .

Todistus. Tutkitaan vektorin w € W koordinaatteja kannan S suhteen. Olkoot
koordinaatit aq,...,ar eli w = aywy + agws + - - - + apwi. Huomataan, etta

w - W = (a1w1+a2w2+"'+akﬂ)k)-w1
= ay(wy - w1) + az(Ws - wy) + - - - + ag(wy, - w1)
=a1-14+ay-0+---+ar-0=ay.
Vastaavalla tavalla ndhdéan, ettd w - w; = a; kaikilla i € {1,2,...,k}. Vektorin w

koordinaatit kannan B suhteen saadaan siis laskemalla w:n pistetulo kantavektorien
kanssa. O

Esimerkki 12.23. Mééritetddn vektorin w = (2,9,—7) koordinaantit ortonor-
maalin kannan & = (€, €2, €3) suhteen kiyttden edelld osoitettua tulosta. Koska

ey =(2,9,—7)(1,0,0) = 2,
ey =(2,9,—7)-(0,1,0) =9,
w-e3=(2,9,—7)-(0,0,1) = —7,

saadaan w = 2€; + 9éz — 7e3. (Tamén olisimme toki voineet padtelld suoraankin.)

Esimerkki 12.24. Tarkastellaan esimerkissid 12.20 muodostettua avaruuden R?
ortonormaalia kantaa (uj,ug), jossa

1
up = 7(—1,2% U2

NG (2,1).
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Vektorin v = (3,4) koordinaatit tdmén kannan suhteen ovat
1 ( 5
=—((3,4)- —1,2):7:\/5,
1

@-a2:ﬁ((3,4)-(2,1)) —\1/05—2\/5.

v-u

v = /5ty + 251

2\/5’17,2

Kuva 12.38: Vektorin v koordinaantit ortonormaalin kannan (u, u2) suhteen.
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13 Ristitulo

Avaruuden R? vektoreille voidaan maaritelld ristitulo. Ristitulon tulos on avaruu-
den R3 vektori. Ristitulosta on hydtyé esimerkiksi silloin, kun tarvitaan vektori,
joka on kohtisuorassa tasoa vastaan.

Miéritelmé 13.1. Vektorien v = (vq,v2,v3) € R3 ja w = (w1, w2, w3) € R3
ristitulo on vektori

VX W= ('Ugwg — V3w, V3w — VW3, VW — ’Uzwl).

Ristitulon v x w laskemiseen voi kiyttad kuvassa 13.39 esitettyd laskusaantoa.
Yhtenaiisella viivalla yhdistettyjen komponenttien tulosta vihennetaan katkoviival-
la yhdistettyjen komponenttien tulo.

U1 V2 U3 U1 V2
wao ws w1 w2

wq

Kuva 13.39: Ristitulon v x w laskeminen.

Esimerkki 13.2. Merkit#éin a = (2,1,4) ja b= (3,1, —3). T&llsin

axb=(1-(-3)—4-(-1),4-3-2-(=3), 2-(=1)—1-3)

= (1,18, -5).
2 1 /4 /2 /1
3 —1 -3 3 -1

Kuva 13.40: Ristitulon @ x b laskeminen.

Ristitulolle saadaan toinen muistisdanté determinantin avulla. Vektoreiden v
ja w ristitulo saadaan laskemalla determinantti

i j k
U1 V2 v3|.
w1, w2 wWs

Téssd @ = (1,0,0), 7 = (0,1,0) ja k = (0,0,1). Tarkalleen ottaen determinantin
alkiot eivét voi olla vektoreita. Kyseessa on kuitenkin vain muistisdanto, ja vekto-
reiden i, j ja k ajatellaan kiyttdytyvin determinanttia laskettaessa reaalilukujen
tavoin.
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Esimerkiksi vektoreiden a = (2,1,4) ja b = (3, —1, —3) ristitulo on

i j  k
2 1 4] =-3i+12j -2k —3k+4i+6j =i+ 185 — 5k = (1,18, —5).
3 -1 -3

Ristitulon avulla voidaan 16ytéaa vektori, joka on kohtisuorassa kahta vektoria
vastaan.

Lause 13.3. Oletetaan, etti v, w € R3. Télldin
(vxw) Lo ja (vxw)Llw.
Todistus. Huomataan, etté

(0 x W) - 0 = (vowz — v3wa, V3W1 — ViW3, VW — vawi) - (V1, V2, V3)
= (vowsg — v3wa)v1 + (V3w — viws3)va + (Viwe — vawi)v3

= VW3V1] — V3W2V1 + V3W1V2 — V1W3V2 + V1W2V3 — V2W1V3 = 0.

Siten vektorit (0 X w) ja v ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Viitteen toinen osa
osoitetaan samalla tavalla. O

S]]
X
g

Kuva 13.41: Ristitulo v x w on kohtisuorassa vektoria v ja vektoria w vastaan.

Ristitulon avulla voidaan 16ytda tason normaali (eli vektori, joka on kohtisuo-
rassa tason suuntavektoreita vastaan). Téstd on hyotyéd tason normaalimuotoisen
yhtélon maarittamisessa.

Esimerkki 13.4. Maéaritetddn normaalimuotoinen yhtélo tasolle T', joka kulkee

pisteiden A = (0,1,0), B =(—1,3,2) ja C = (—2,0,1) kautta. Tata varten tarvi-

taan tason T normaali. Vektorien AB = (—1,2,2) ja AC = (-2, —1,1) ristitulo
AB x AC = (4,-3,5)

kéy edellisen lauseen nojalla tdhéan tarkoitukseen.
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Kuva 13.42: Tason T' normaalimuotoisen yhtdlon masrittaminen.

Lis#ksi tarvitaan vektori jostakin tason pisteesté pisteeseen Q = (x,y, z). Valitaan
vektori AQ = 0Q — @: (z,y — 1, 2). Tason T normaalimuotoiseksi yhtaloksi
saadaan (AB x AC) - AQ = 0 eli

(4,-3,5) - (z,y — 1,2) = 0.
Laskemalla pistetulo saadaan yhtdléo muotoon
4o — 3y + 52+ 3 =0.
Siten T = {(x,y,2) € R® | 4 — 3y + 52 + 3 = 0}.

Esimerkki 13.5. Pisteen etéisyys tasosta voidaan maérittaa ristitulon ja projek-
tion avulla. Merkitddn A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C = (—2,0,1). Oletetaan,
ettd taso T kulkee pisteiden A, B ja C kautta. Maéritetdén pisteen D = (1,2, 3)
etéisyys tasosta T (ks. kuva 13.43).

Tason suuntaisten vektoreiden AB = (—1,2,2) ja AC = (-2, —1, 1) ristitulo
AB x AC = (4,-3,5)

on tason normaali. Liséksi tarvitaan vektori jostakin tason pisteestd pisteeseen
D = (1,2,3). Valitaan vektori

AD =0D - OA = (1,1, 3).

Vektorin AD projektio normaalin 7 = AB x AC virittimille aliavaruudelle on

AD -n 16 8
n=— (4,-3,5) = — (4,—3,5).
’ﬁ,'ﬁn 50(7 ’) 25(7 7)

Témén projektion normi (eli pituus) on pisteen P etéisyys tasosta T

8 8 8
(4,-3,5)[| = = V16 +9+25 = VB0 = - V2.

proj;(AD) =

— 8
in(AD)| = —
Iproja(AD)]| = 5 |
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Kuva 13.43: Pisteen D etaisyys tasosta T

Kaydaan viela lapi muutamia ristituloon liittyviéd laskusaantoja.

Lause 13.6. Oletetaan, etti 4, v, w € R? ja ¢ € R. Télldin

a) v X w=—(w X ) (antikommutointi)

b) ux (0+w)=uXv+uXw (osittelulaki)
¢) (D+w)Xu=0XU+wxXu (osittelulaki)
d) c(v x w) = (cv) X W =10 X (cw)

Todistus. Lauseen todistus on suoraviivainen ja kiyttda ainoastaan ristitulon maa-
ritelméa. Todistus jatetdan harjoitustehtavaksi. O

Ristitulolla on my6s pistetuloon liittyvia laskusdantoja.
Lause 13.7. Oletetaan, etti 4, v, w € R3. Tdlloin
a) (uxv)xw=(u-w)v—( )

b) ux (vxw)=(u w)v—(u )

c) ||v x w||? = ||9]|*||w]||* — (v-w)? (Lagrangen identiteetti)

(]
g
I

l
g

Todistus. Osoitetaan kohta c¢) (eli Lagrangen identiteetti) ja jatetddn muut kohdat
harjoitustehtéviksi. Kayttdmalla lauseen 13.6 kohtaa g) ja lauseen 13.7 kohtaa a)
saadaan

19 x @|* =



Siten Lagrangen identiteetti pétee. O
Lause 13.8. Oletetaan, etti v, w € R3. Jos © # 0 ja w # 0, niin

[ x o] = [|o][[|@] sina,
missd a on vektorien ¥ ja w vdalinen kulma.

Todistus. Todistuksessa kiytetéadn Lagrangen identiteettid (lause 13.7). Vektorien
vilisen kulman mééritelmén mukaan cosa = (v - w)/(||v]|||w]]), ja lisdksi patee
sin? o + cos? @ = 1. Nyt Lagrangen identiteetisti saadaan

1o x @|* = [oll*|@]* - (@ @)* = [l*|@]]* — (cos a5 [|@]])*
Pllwl* (1 = cos® o)
2

= [[ol*||w]|* sin® o = (|[ol[|w]| sin ).

= [[5]2l1? — cos? a2l = 1o

Vektorien valisen kulman maaritelman mukaan 0° < o < 180°, mistd seuraa,
ettd sina > 0. Liséksi vektorien normit ovat aina epénegatiivisia. Siten ||o x| > 0
ja ||o||||w|| sin > 0. Saadusta yhtdlosté voidaan néin ollen padtelld, ettd

[o > wl| = |of|lw]} sin a.
Tamaé todistaa vaitteen. O
Edellisesta lauseesta seuraa, etté ristitulovektorin ¢ x w pituus on yhta suuri
kuin vektorien v ja w médradman suunnikkaan ala (ks. kuva 13.44). Oletetaan, ettd

vektorien v ja w vélinen kulma on «. T&ll6in suunnikkaan korkeus on ||| sin a.
Naiin suunnikkaan pinta-alaksi saadaan ||w|| sina - [|9|| = ||v x @||.

<
X
S

|| @ || sin cv

v

Kuva 13.44: Ristitulovektorin v x w pituus on yhta suuri kuin vektorien v ja w
madradméan suunnikkaan ala.
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Ristitulon avulla voidaan maarittda myos suuntaissdrmion tilavuus. Vektorei-
den v, w ja u madrddmadn suuntaissdrmion tilavuus on pohjan pinta-alan ||o x ||
ja korkeuden h tulo (ks. kuva 13.45). Pohjan pinta-alan tiedetéén edellisen kappa-
leen perusteella olevan ||v x w||. Madritetadn viela korkeus h. Olkoon [ vektoreiden
4 ja v X w valinen kulma. Nyt

h = [[a] lcos(180° — 6)| = [l |eos 6.
Siten tilavuus on
I x w1l [cos 8] = |15 x w]l|[a] cos 8| = | (o x ) - .

Viimeisessa valivaiheessa kéytettiin vektorien « ja v x w vélisen kulman mééaritel-
maad. Suunnikkaan tilavuus on siis niin kutsutun skalaarikolmitulon itseisarvo.

Kuva 13.45: Vektoreiden v, w ja & médradméan suuntaissarmion tilavuus.
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