11 Determinantti

Matriisin determinantti on reaaliluku, joka kertoo matriisin ominaisuuksista. De-
terminantti on kiteva tyokalu esimerkiksi silloin, kun halutaan tietdi, onko mat-
riisi kdantyva. Monet determinanttiin liittyvistd todistuksista ovat kuitenkin niin
tyolaité, ettd ne sivuutetaan tassa.

Maaritelma 11.1. Oletetaan, ettd A on n X n-matriisi. Merkitain

ailr a2 ... A1n

az; a2 ... A2n
A p—

anl1 AaAnp2 ... Qpn,

a) Jos n =1, niin det(A) = a1;.
b) Muussa tapauksessa

n

det(A) =D (=1)"ay; det(Ary),

=1

misséd A;; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s
sarake.

Matriisin A determinantille voidaan kiyttdd merkintaé

a1 a2 ... A1n
a1 a2 ... a2n
anpl1 Ap2 ... Qpp

Esimerkki 11.2. Matriisin A = [4] determinantti on det(A) = 4. Matriisin
1 -1
o=l 7l
determinantti on puolestaan
det(B) =1-det([4]) — (—1) - det([2]) = det([4]) + det([2]) =4+ 2 =6.

Maaritelman mukaan 2 x 2-matriisin determinantti lasketaan seuraavasti:

ail  ai12
a1 Q22

‘ = 011022 — 412021

Sen laskemiseen voi kiyttad kuvassa 11.23 esitettyd muistisdantod. Piirretdén mat-
riisin poikki vinoviivat. Samalla viivalla olevat alkiot kerrotaan keskenéén. Jos viiva
on lavistdjan suuntainen, tulee tulon eteen plusmerkki ja muutoin miinusmerkki.
Lopuksi tulot summataan.
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Kuva 11.23: Muistisadnnot 2 x 2-determinantin ja 3 x 3-determinantin laskemiseksi.

Esimerkki 11.3. Matriisin

-2 3 2
C = 01 -1
1 2 4
determinantti on
1 -1 0 —1 01
1= 2 |} s o Y a o L

=-2-(44+2)-3-(0+1)+2-(0—-1)
=—-2-6-3-14+2-(-1)=-17.

Maaritelman mukaan 3 x 3-matriisin determinantti lasketaan seuraavasti:

ailp a2 a3
a21 Qa2 a23| = a1y -
a31 asz2 as3

a1 Qa2
azr as2

a2 Q23
azz2 ass

@21 az23

+ ais -
az1 ass

= (11022033 — 11023032 — 12021033

+ a12a23a31 + @13a21032 — 413022031 -

Téllekin determinantille on olemassa laskemista helpottava muistisaanto (ks. ku-
va 11.23). Kirjoitetaan matriisin vierelle matriisin ensimmaéinen ja toinen sarake.
Piirretddn kuvion péaélle matriisin lavistdjan suuntaisia viivoja sekd vastakkais-
suuntaisia viivoja. Samalla viivalla olevat alkiot kerrotaan keskenéén. Jos viiva on
lavistajan suuntainen, tulee tulon eteen plusmerkki. Jos viiva on vastakkaissuun-
tainen, tulee tulon eteen miinusmerkki. Lopuksi tulot lasketaan yhteen.

Lauseen 9.10 nojalla 2 x 2-matriisi
a b
A =
on kddntyvi, jos ja vain jos ad — bc # 0. Toisaalta matriisin A determinantti on

ad — be. Matriisi A on siis kidntyvi, jos ja vain jos det(A) # 0. Samanlainen tulos
péatee kaikille matriiseille. Sen osoittaminen on tyolésta ja jatetdan siksi valiin.

Lause 11.4. Oletetaan, ettd A on n x n-matriisi. Matriisi A on kddantyvd, jos ja
vain jos det(A) # 0.

59



11.1 Determinantin kehityskaavat

Determinantin méaaritelméssa olevat kertoimet otetaan matriisin ensimmaiselté ri-
viltd. Sanotaan, ettd determinantti on télldin kehitetty ensimmaisen rivin suhteen.
Yhté hyvin voidaan kiyttdd muita riveja tai jopa muita sarakkeita.

Lause 11.5. Oletetaan, ettd A on n x n-matriisi. Merkitddn A(i,j) = a;j kaikilla
i,j€A{l,...,n}
a) Olkoon i € {1,...,n}. Tallin
n

det(A) = > (=1)""a;; det(Ay),

j=1

missd A;j on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s
sarake. Kyseessd on kehitys rivin i suhteen.
b) Olkoon j € {1,...,n}. Tdllsin
n

det(A) = > (=1)""a;; det(Ay),

i=1
missd A;; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s
sarake. Kyseessd on kehitys sarakkeen j suhteen.
Toisinaan voi sadstdd vaivaa, jos valitsee viisaasti rivin tai sarakkeen, jonka
suhteen determinantin kehittda. Lasketaan matriisin

12 3 0
01 0 -1
b= 00 -1 0
21 -4 -1

determinantti kehittdmaélla se aluksi kolmannen rivin ja sitten kolmannen sarak-
keen suhteen:

1 2 3 0
0 1 0 -1
det(D)zO 0 —1 0
21 —4 -1

2 3 0 1 3 0 1 2 0 1 2 3

=0-]1 0 —-11—-0-10 0 -1 +(—1)~0 1 —-1]—-0-/0 1 0

1 4 -1 2 —4 -1 2 1 -1 2 1 —4

12 0
0 1 1 2 1 2
_—g 1 -1 _—<0-‘2 1‘—(—1)-‘2 1‘+(—1)-‘0 1‘)

:—(0+(1.1—2-2)—(1.1—0-2)):—(0—3—1):4
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Kehityskaavojen plus- ja miinusmerkkien vaihtelu (eli kaavoissa oleva kerroin
(—1)""7) saadaan shakkilautaa muistuttavasta kuviosta:

Matriisin tilalle ajatellaan plus- ja miinusmerkeistd koostuva ruudukko, jonka va-
semmassa ylakulmassa on plusmerkki. Jos matriisin alkion kohdalla on plusmerkki,
tulee kehityskaavassa alkion eteen plusmerkki. Vastaavasti, jos alkion kohdalla on
miinusmerkki, tulee kehityskaavaankin miinusmerkki. Huomaa, ettd alkion oma
etumerkki sailyy joka tapauksessa.

11.2 Determinantin ominaisuuksia

Lause 11.6. Oletetaan, etti A ja B ovat n X n-matriiseja. Télloin
a) det(AT) = det(A)
b) det(AB) = det(A) det(B).

Lause 11.7. Oletetaan, ettd matriisi A on kddantyva. Talldin

1

det(A™) = 3y

Todistus. Oletuksen mukaan matriisi A on ki&ntyvi, joten silld on kddnteismatriisi
A~L. Lauseen 11.6 kohdan b) nojalla

det(A) det(A™) = det(AA™) = det(I) = 1.

Toisaalta lauseen 11.4 mukaan det(A) # 0, silli A on kiiintyvi. Siten det(A™1!)
1/ det(A).

Ol

Seuraava lause kertoo, miten alkeisrivitoimitusten tekeminen vaikuttaa matrii-
sin determinanttiin.

Lause 11.8. Oletetaan, ettd A on neliomatriisi.

1) Jos matriisi B saadaan matriisista A vaihtamalla kaksi rivid keskenddn, niin

det(B) = —det(A).

2) Jos matriisi B saadaan matriisista A kertomalla jokin rivi reaaliluvulla t # 0,
niin det(B) = tdet(A).

3) Jos matriisi B saadaan matriisista A lisiamalld johonkin riviin jokin toinen
rivi reaaliluvulla k kerrottuna, niin det(B) = det(A).
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Lauseen 11.6 kohdasta a) seuraa, ettd determinantin sarakkeet kdyttaytyvét
tasmaélleen samalla tavalla kuin sen rivit. Lauseesta 11.8 saadaan siis seuraavat
muistisdannot:

1) Jos matriisin kaksi rivid (saraketta) vaihtaa kesken&én, niin determinantin
etumerkki muuttuu:

= w
PR )
N
Il
|
W —
0N o
NS =

2) Jos matriisin rivilld (sarakkeessa) kaikilla alkioilla on yhteinen tekijé, niin
tuon yhteisen tekijan voi ottaa determinantin eteen kertoimeksi:

S =)
NS =)
1
)
ol w =
B~ =
NN =)

1
3
)

3) Jos matriisin riviin (sarakkeeseen) lisataan jokin toinen rivi (sarake) vakiolla
kerrottuna, niin matriisin determinantti ei muutu:

=~ = W
B~ N o

1 1
3 =0 -
5 5

S 00w
N =)

Joidenkin matriisien determinantti on helppo maarittaa.
Lause 11.9. Oletetaan, ettd A on neliomatriisi. Talldin

1) jos matriisissa A on nollarivi (nollasarake), niin det(A) =0
2) jos matriisissa A on kaksi samaa Tivid (samaa saraketta), niin det(A) =0
3) jos A on kolmiomatriisi (eli kaikki lavistajan alapuoliset tai ylapuoliset alkiot

ovat nollia), niin matriisin A determinantti on lqvistdjialkioiden tulo.

Todistus. Kohdat 1 ja 3 voidaan todistaa kiyttamalla kehityskaavoja. Kohta 2

palautuu kohtaan 1 kiyttamalla lauseen 11.8 kohtaa 3. O
Esimerkiksi
1 70 6 1 000
0 3 45 . 2 0 00
00 8 2—1-3-4-9—108 I 0—1-0-8-9—0.
0009 4 6 79
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