8 Kanta

Téssd luvussa W on vektoreiden vy, 09, . .., U, € R™ virittama aliavaruus eli
W = span(vy, U2, . .., Up)-
Maaritelma 8.1. Oletetaan, ettd wy, wa, . .., w, € W. Vektorijono (wq, we, . . ., wy)

on aliavaruuden W kanta, jos

a) W = span(wy, we, ..., W) ja

b) (wy,ws,...,wy) on vapaa.

Esimerkki 8.2. Esimerkissé 6.1 osoitettiin, ettd vektorit e; = (1,0) ja e = (0,1)
virittévit avaruuden R2. Jono (&r,@2) on lisiksi vapaa esimerkin 7.2 perusteella.
Siten (é1,€2) on avaruuden R? kanta.

Vastaavasti avaruudella R™ on kanta

(él,éz, .. .,én).

Téassé e; = (0,...,0,1,0,...,0), missé luku 1 on vektorin i:s komponentti. Kan-
taa kutsutaan avaruuden R™ luonnolliseksi kannaksi. Lukijan tehtévaksi jatetdan
osoittaa, ettd kyseessd on todellakin kanta.

Kanta siis virittdé aliavaruuden ja on lisdksi vapaa. Lauseesta 7.6 saadaan
seuraava hyvin kayttokelpoinen tulos:

Lause 8.3. Jono (wy,ws,...,w) on aliavaruvuden W kanta, jos ja vain jos jokai-
nen alicvaruuden W vektori voidaan kirjoittaa tasmdlleen yhdelld tavalla vektoresi-
den w1, Ws, ..., wy lineaarikombinaationa.

Todistus. "=": Oletetaan, etté jono (wy, ..., wy) on aliavaruuden W kanta. Talloin
kannan mééritelméan nojalla W = span(ws, ..., wy) ja jono (wy,...,wy) on vapaa.
Lauseesta 7.6 seuraa, ettd jokainen aliavaruuden W = span(ws,...,wy) vektori
voidaan kirjoittaa tasan yhdella tavalla vektoreiden w1, ..., w; lineaarikombinaa-
tiona.

"< Oletetaan, ettd jokainen aliavaruuden W vektori voidaan kirjoittaa tés-

malleen yhdelld tavalla vektoreiden w1, ..., w; lineaarikombinaationa. Tésté seu-
raa ensinnékin, ettd W = span(wy, . .., w). Nyt lauseen 7.6 mukaan jono (wy, . .., w)
on vapaa. Néin kannan méaritelmén molemmat ehdot tayttyvét. Siis (wy, ..., W)
on aliavaruuden W kanta. O

Esimerkki 8.4. Merkitddn @, = (2,-1), wa = (1,3). Osoitetaan lauseen 8.3
avulla, ettd (wy,ws) on avaruuden R? kanta. Oletetaan, ettd o € R2. Ratkaistaan
yhtdlo z1w; + xowe = v eli yhtédlo x1(2,—1) + 22(1,3) = (v1,v2). Sitd vastaa
yhtaloryhméa
2x1 + To = M
{ —r1 + 3x2 = ws.
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Kun yhtaloryhman matriisia muokataan alkeisriviotoimituksilla, saadaan matriisi

o 1|t

Matriisista ndhdaén, etta yhtaloryhmalla on tasmélleen yksi ratkaisu riippumatta
vektorista ¥ € R2. Siis jono (wy,ws) on avaruuden R? kanta.

8.1 Koordinaatit

Maaritelma 8.5. Oletetaan, ettd B = (wy,...,w,) on aliavaruuden W kanta.
Oletetaan, ettd u € W. Vektorin u koordinaateiksi kannan B suhteen kutsutaan
reaalilukuja aq, ..., ag, joilla

U= awi + -+ apWg .

Huomaa, ettd vektorin koordinaatit jokin tietyn kannan suhteen ovat yksiké-
sitteiset, silld vektori voidaan lauseen 8.3 mukaan kirjoitaa vain yhdellad tavalla
kannan alkioiden lineaarikombinaationa. Vektorilla on siis vain yhdet koordinaatit
jonkin tietyn kannan suhteen. Eri kantojen suhteen saman vektorin koordinaatit
voivat tietenkin olla erilaisia.

Esimerkki 8.6. Midritetiisin vektorin 4 = (8, 3) koordinaatit avaruuden R? luon-
nollisen kannan £ = (€1, €2) suhteen. Koordinaatit ovat 8 ja 3, silla

= 8(1,0) 4 3(0,1) = 8¢, + 3&,.

Kuva 8.21: Vektorin @ koordinaatit kannan & = (€1, é2) suhteen ovat 8 ja 3.

Tutkitaan sitten vektorin @ koordinaatteja jonkin toisen kannan suhteen. Mer-
kitdan w; = (2, —1), w2 = (1,3). Esimerkin 8.4 perusteella (w0, w2) on avaruuden
R? kanta.

Madritetaan vektorin u koordinaatit kannan B = (wy, w2) suhteen. On siis rat-
kaistava yhtalo z1wy +zewe = @ eli yhtalo x1(2, —1)+x2(1,3) = (8, 3). Esimerkista
8.4 ndhdéaan, ettd yhtalon ratkaisu on

Ir = (3U1 —UQ)/7= (24—3)/723
To = (Ul +2U2)/7: (8+6)/8: 2.
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Siis @ = 3wy + 2we, eli kysytyt koordinaatit ovat 3 ja 2. Tilannetta on havainnol-
listettu kuvassa 8.22.

2o

3wy

Kuva 8.22: Vektorin @ koordinaatit kannan B = (wy, ws) suhteen ovat 3 ja 2.

8.2 Dimensio

Aliavaruudella voi olla useita eri kantoja, mutta jokaisessa niistd on yhtd monta
vektoria.

Lause 8.7. Aliavaruuden W jokaisessa kannassa on yhtd monta vektoria.

Todistus. Oletetaan, ettéd B = (v1,...,7;) ja C = (wy,...,wy) ovat molemmat ali-
avaruuden W kantoja. Pyritdén osoittamaan, ettd j = k. Tehd&dn se osoittamalla,
ettd muut vaihtoehdot j < k ja k < j johtavat ristiriitaan.

Oletetaan, ettd j < k. Tarkastellaan yhtaloa

LWy + -+ apwp = 0. (3)

Koska B on W:n kanta, voidaan kaikki kannan C vektorit kirjoittaa kannan B
vektorien lineaarikombinaatioina:

Wi = a1101 + 1202 + - - - + 41,575

W2 = G21V1 + a22V2 + - -+ + a2;V;

Wy = 101 + aga¥2 + -+ - + ak;V;
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joillakin aq1,...,ax; € R.
Sijoittamalla ndmé yhtéaloon (3) saadaan yhtépitava yhtalo:

x1(a11?1 + a1202 + - - - + a17;)
+ z2(a2101 + axUs + - - - + ag;v;)
+ -+ xk(aklﬁl + (Ikz’vg + -+ akjlljj) = 0

ja edelleen ryhmittelemall:

(r1a11 + 22021 + -+ + TROR ) V1
+ (z1a12 + ®2a22 + - - - + TRaR2)V2

+---+ (mlalj + xoa2; + - + zkakj)ﬁj =0

Jono B = (v1,...,7;) on kanta, joten se on vapaa. Siten edellinen yht&lo to-
teutuu, jos ja vain jos kaikki kertoimet ovat nollia:

zr1a11 + Toa21 + -+ xag; =0

T1a12 + Toags + - + Tpage =0

xr1a1; + Toa2j + -+ + wpag; =0

Kyseessd on homogeeninen yhtaloryhmaé, jossa tuntemattomien méaara k on suu-
rempi kuin yhtéloiden méaré j. Lauseen 7.10 mukaan yhtéloryhmaélld on muitakin
ratkaisuja kuin z; = 0,...,z; = 0. Siis jono C = (wy,...,w,) on sidottu. Tama
on ristiriita, silld C on aliavaruuden W kanta.

Tapaus j > k kisitelladn vastaavasti. Télloinkin paddytaan ristiriitaan. Siten
taytyy pated j = k. O

Voidaan osoittaa, ettéd jokaisella avaruuden R™ aliavaruudella on kanta. (Tama
todistetaan kurssin toisessa osassa.) Liséksi edelld néhtiin, ettd jokaisessa kannassa
on yhtd monta vektoria. Kantavektorien lukumaaraé kutsutaan avaruuden dimen-
sioksi.

Maaritelma 8.8. Aliavaruuden W dimensio dim(W') on aliavaruuden W kannan
vektoreiden lukumaara.

Jos aliavaruuden dimensio on n, sanotaan, etta aliavaruus on n-ulotteinen.

Esimerkki 8.9. Avaruuden R? dimensio on 2, sillii avaruudella on kanta (€1, &).
Vastaavasti avaruuden R dimensio on n, silla avaruuden luonnollisen kannan vek-
torien lukumééré on n.

Esimerkki 8.10. Merkitdan v, = (3,—1,5), 2 = (2,1,3) ja v3 = (0,—5,1).
Olkoon W = span(v1, U2, v3). Maaritetddn aliavaruuden W dimensio.
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Oletetaan, ettd @ € R3. Selvitetddn, miki ehto vektorin @ komponenttien pitéa
toteuttaa, jotta u on aliavaruudessa W. Ratkaistaan yhtalo x101 + xoUs + 303 = 4
eli yhtalo

x1(3,—1,5) + 22(2,1,3) + x3(0, —=5,1) = (u1, ug, us).

Sitd vastaa yhtaloryhma

3x1 + 2z = Uuq
—x1+ To—5xr3 = us

ox1 +3x2+ T3 = us.

Yhtaloryhméan matriisi on

3 2 0w
-1 1 -5 u9
5 3 1 us

ja se saadaan alkeisrivitoimituksilla muutettua matriisiksi

1 -1 5 —U2
0o 1 -3 (u1 + 3ug)/5
0 0 0} (5us+us—8u1)/5

Havaitaan, ettd yhtdloryhmélld on ratkaisu, jos ja vain jos alinta rivid vastaava
yhtélo 0zy 4+ 0xo + 0z3 = (5us + ug — 8uy)/5 on tosi eli bug + ug — 8uy = 0. Siten

W = span(vy, v2,03)
= {(u1,ug,u3) € R3 | 5uz + ug — Su; = 0}
= {(u1,8u; — dug,u3z) | ui,us € R}
= {u1(1,8,0) + u3(0,—5,1) | u1,us € R}
= span((1,8,0), (0,—5,1)).

Nyt tiedetaén, etté vektorit (1,8,0) ja (0,—5,1) virittdvat aliavaruuden. Li-
siksi ndméa kaksi vektoria ovat lineaarisesti riippumattomia. (Tadmén osoittami-
nen jatetddn lukijalle.) Siten jono ((1,8,0),(0,—5,1)) on avaruuden W kanta, ja
dim(W) = 2.
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9 Matriisit

Reaalialkioinen m x n -matriisi on reaalilukutaulukko, jossa on m rivia ja n sara-
ketta. Esimerkiksi

all a2 e A1n

a1 a2 e aon,
A=

aml am2 ... Amn,

on m X n -matriisi. Voidaan my6s sanoa, ettd matriisin A tyyppi on m x n. Kaik-
kien reaalikertoimisten m X m -matriisien joukkoa merkitadn R™*™. Matriisissa
olevia lukuja kutsutaan matriisin alkioiksi, ja rivilla ¢ sarakkeessa j olevaa alkiota
merkitadn A(i, j). Esimerkiksi

1 0 5
-3 11 2
B=14 o 2
0 V2 —6

on reaalikertoiminen 4 x 3 -matriisi eli B € R**3. Nahdéén, ettd B(1,3) = 5 ja
B(2,2) = 11.

Samalla tavalla voidaan maéritelld kompleksialkioisten matriisien joukot C™*™.
Kaikki jatkossa esiteltédvat ominaisuudet patevat myos kompleksimatriiseille, vaik-
ka tekstisséd puhutaan vain reaalialkioisista matriiseista.

9.1 Matriisien laskutoimituksia

Matriisien yhteenlasku méaéritellian seuraavasti. Olkoot A, B € R™*" Matriisien
A ja B summa saadaan laskemalla yhteen samoissa kohdissa olevat alkiot. Tulok-
sena on m X n -matriisi A + B, jolle patee

(A+ B)(i,j) = A(i, ) + B(i, j)

kaikilla i € {1,...,m} ja j € {1,...,n}. Esimerkiksi

1 2 2 -1 142 2+ (1) 31
3 4/ +(0 1| =340 4+1 [ =13 5
5 6 32 54+3  6+2 8 8

Vain matriiseja, joilla on sama tyyppi, voidaan laskea yhteen.
Minké tahansa matriisin A € R™*"™ voi kertoa reaaliluvulla ¢, ja tata toimi-
tusta kutsutaan skalaarikertolaskuksi. Saatava tulos on m X n -matriisi cA, jota

nimitetddn matriisin A skalaarimonikerraksi ja jolle pétee
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kaikilla i € {1,...,m} ja j € {1,...,n}. Esimerkiksi

2 -1 2:2 2-(-1) 4 -2
2-10 11 =120 2-1 =10 2
3 2 2-3 22 6 4

Matriisia (—1)A on tapana merkitd —A ja matriisisummaa A + (—B) on tapana
merkitd A — B.

Matriiseille voidaan méaritella myos matriisikertolasku. Téma laskutoimitus on
hieman monimutkaisempi kuin edelld méaritellyt. Kaksi matriisia voidaan kertoa
keskend#n vain, jos ensimmaéisessd on yhta paljon sarakkeita kuin toisessa on riveja.
Olkoot siis A € R™*" ja B € R™*P, Talloin tulo AB on m X p -matriisi, jolle patee

(AB)(i,7) = A(i,1)B(1,5) + A(,2)B(2,7) + - - - + A(i,n) B(n, j)

n

= 3" A(i,k)B(k. )
k=1

kaikilla ¢ € {1,...,m} jaj e {1,...,p}.*

Esimerkki 9.1. Lasketaan matriisien

1 2
A—E _; (2)] ja B=1-2 -1
0 1

tulo. Koska matriisissa A on kolme saraketta (tyyppi 2 x 3) ja matriisissa B on
vastaavasti kolme rivid (tyyppi 3 X 2), matriisit voidaan kertoa keskendén. Tulos-
matriisi on tyyppid 2 x 2. Maaritelméan mukaan

- 1 2
AB = f _:1)) g] -2 -1
L 0 1

214+ (=1)-(=2)+0-0 2-24+(=1)-(-1)+0-1
| 1-143-(-2)+2-0 1-24+3-(-1)+2-1
:' 4 5}

-5 1]

Esimerkki 9.2. Matriisikertolasku ei ole vaihdannainen operaatio eli tulon teki-
jOiden jérjestysté ei voi vaihtaa. Tarkastellaan vaikkapa matriiseja

2 1] . 0 3
A_[l 2} ) B_[—AL 1}

n
*Merkinta Z cr. tarkoittaa summaa c1 +c2 + - -+ + cp.
k=1
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Huomataan, etté

-4 7 3 6
AB = [—8 5]7 mutta BA = [_7 _2}

Siten AB # BA.

Oletetaan, ettd A on nxn-matriisi ja k € {1,2,... }. Talloin voidaan méaritella
matriisipotensss

AP = AA - A
(i ——
k kpl
9.2 [Frityisid matriiseja
Matriisia
00 --- 0
00 --- 0
Omxn: R . eRmxn’
00 --- 0

jonka kaikki alkiot ovat nollia, kutsutaan nollamatriisiksi. Ykkosmatriisi puoles-
taan on

1 0 - 0
=" 1 | e R,
: o0

Fi ole vaikea ndhdéa, ettd matriisikertolaskussa ykkosmatriisit kayttaytyvéat kuin
reaaliluku 1 tavallisessa kertolaskussa: kaikilla A € R™*™ pétee

I,A=Al, =A.

Jos matriisien tyypeisté ei ole epéselvyytté, saatetaan merkita yksinkertaisemmin
Omxn=0jal,=1.

Neliomatriisi on matriisi, jossa on yhtd monta rivia ja saraketta. Neliomatriisin
alkio on ldvistdjalla, jos alkion rivin ja sarakkeen numerot ovat samat. Matriisi, jon-
ka kaikki nollasta poikkeavat alkiot ovat lavistajalla, on ldvistdjimatriisi. Lavista-
jamatriisi, jonka kaikki lavistdjaalkiot ovat samoja, on puolestaan skalaarimatriisi.
Skalaarimatriisit ovat ykkosmatriisin skalaarimonikertoja. Esimerkiksi

2 00 0

0 -1 0 0

0 00 O
0 0 0 15

on lavistajamatriisi ja

2 0 0

0 2 0| =213
0 0 2
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on skalaarimatriisi.

9.3 Matriisien laskusidantoja

Lause 9.3. Seuraavat sidnndt pitevit matriiseille A, B ja C sekd reaaliluvulle a,
jos laskutoimitukset on madadritelty:

a) A+ B=B+ A

b)) A+ (B+C)=(A+B)+C

¢) A(BC) = (AB)C

d) A(B+C)=AB+ AC

e) (A+ B)C = AC + BC

f) a(AB) = (aA)B = A(aB)
Todistus. Osoitetaan esimerkin vuoksi kohta d). Muiden kohtien tarkistaminen
jatetaan lukijalle.

Oletetaan, ettd A € R™*" ja B,C € R™*P. Nyt A(B + C) ja AB + AC ovat

molemmat m X p -matriiseja. On osoitettava, ettd kyseisten matriisien alkiot ovat
samoja. Olkoot i € {1,2,...,m} jaj € {1,2,...,p}. Nahdaan, ettd

NE

(A(B+QC))(i,4) =) A(i,k)- (B+C)(k,j)

b
Il
—

I
NE

A(i, k) (B(k, §) + C(k, 5))

i
I

I
NE

(A(i,k)B(k, j) + A(i, k)C(k, 7))

b
Il
—

A(i,k)B(k, j) + > A(i, k)C(k, 5)
k k=1

= (AB)(i,j) + (AC)(i, 7)

= (AB + AC)(i, 5).

I
NE

—_

Koska matriisit A(B + C) ja AB + AC ovat samaa tyyppié ja niilld on tdsmélleen
samat alkiot, pitee A(B+ C) = AB + AC. O
9.4 DMatriisin transpoosi

Maiairitelmé 9.4. Oletetaan, etti A on m X n -matriisi. Sen transpoosi AT on
n X m-matriisi, joka saadaan vaihtamalla matriisin A rivit ja sarakkeet kesken&én.

Esimerkiksi matriisin



transpoosi on

15
AT =13 0
2 1
Miaritelms 9.5. Neliomatriisin A sanotaan olevan symmetrinen, jos AT = A.
Nelidmatriisin A sanotaan olevan antisymmetrinen, jos AT = —A.
Merkitaan
1 45 0 4 =5
B=1|4 2 6| jaC=]|-4 0 —6
5 6 0 5 6 0
Talloin
1 4 5 0 —4 5
Bl=14 2 6/]=B ja C'=| 4 0 6| =-C
5 6 0 -5 —6 0

Siis B on symmetrinen ja C' on antisymmetrinen.

Lause 9.6. Seuraavat sdinndt piatevit matriiseille A ja B sekd reaaliluvulle t, jos
laskutoimitukset on madritelty (ts. matriisit ovat sopivaa tyyppid):

a) (A1)

b) (A+ B)T AT+BT
¢) (AB)T = BT AT

d) (tA)T = t(AT).

AT
A

Todistus. Osoitetaan todeksi kohta c) ja jatetaan loput kohdat lukijalle. Oletetaan,
etti A € R™" ja B € R™P. Nyt (AB)T ja BT AT ovat molemmat p x m -
matriiseja. On osoitettava, ettd kyseisten matriisien alkiot ovat samoja. Olkoot
ie{l,2,...,p}jaje{l,2,...,m}. Nahdaén, ettd

(AB)"(i,§) = (AB)(j.i) = Y _ A(j, k) - B(k,i) =Y A" (k,j) - BT (i, k)
k=1 k=1
=Y BT, k) - AT (k, j) = (B"AT)(i, ).
k=1

Siten (AB)T = BT AT. O

9.5 Kaanteismatriisi

Olkoon A nelidmatriisi. Jos on olemassa saman tyyppinen nelidmatriisi B, jolle
patee

AB=1 ja BA=1I,

sanotaan, ettd A on kddntyvd ja B on matriisin A kddnteismatriisi.
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Esimerkki 9.7. Matriisin

1 -1 0
A=10 2 1
1 0 0
kadanteismatriisi on
0 0 1
B=|-1 0 1],
2 1 -2
silla,
1 -1 0 0 0 1 1 00
AB = |0 2 1] |—-1 0 11=10 1 0
1 00 2 1 =2 0 0 1
ja
0 0 1111 =1 0 1 0 0
BA=|-1 0 1| |0 2 1| =10 1 0
2 1 —-2| |1 00 0 0 1

Lause 9.8. Matriisilla on korkeintaan yksi kddanteismatriisi.

Todistus. Oletetaan, etta matriisilla A on kdénteismatriisit B ja B’. Nyt
B=B-I=B-(A-B)=(B-A)-B'=1-B'=5B.

Siten B ja B’ ovat vilttdméattid sama matriisi. Nain ollen kiddnteismatriiseja ei voi

olla enempéa kuin yksi. O

Jos matriisi A on kildntyvi, sen kidnteismatriisille kiytetiin merkintad A~1.
Huomaa, ettd merkintés A~! ei voi kiiyttéas ennen kuin on perustellut, ettd matriisi
A todella on kdantyva.

Lause 9.9. Oletetaan, ettd matriisit A ja B ovat kddntyvid. Tdlléin myds matriisit
A= AB ja AT ovat kédntyvid. Niiden kidnteismatriisit ovat seuraavat:
a) (A H1=4

b) (AB)"! =B1A!

c) (AT)"t ="

Todistus. Lauseen matriisit osoitetaan kadntyviksi nayttamalla, etté niilla on kdan-
teismatriisi.

Osoitetaan matriisi A~ on kiddntyviksi niyttimalld, ettd sen kddnteismatrii-
si on A. Koska A™1A =1 ja AA™! = I, on A matriisin A~! kiinteismatriisi eli
(A~1H~1 = A. Matriisia AB koskevien viitteiden todistaminen jitetiifin harjoitus-
tehtavéksi.

Osoitetaan lopuksi, ettd (A7)~! = (A~17. Lauseen 9.6 nojalla

ATA Y =4 =1" =1,
ja samalla tavalla osoitetaan, ettd (A~1)TAT = I. Siten (A~!)” on matriisin A7

kdsnteismatriisi. Téstd seuraa myos, ettd matriisi A7 on kidntyvi. O
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Lause 9.10. Matriist
a b
A= .
-
on kddantyvd, jos ja vain jos ad — bc # 0. Jos matriisi A on kddntyvd, sen kddn-

teismatriist on
1 d —b
ad —be |c al’

Todistus. Oletetaan, ettd ad — bc # 0. Merkitdéan

1 d —b
B = .
ad — bc [c a]
Laskemalla voidaan todeta, ettd AB = I ja BA = I. Siten B on matriisin A
kddnteismatriisi, ja A on kidantyva.

Oletetaan sitten, ettd ad — bc = 0. Nyt on tutkittava kaksi eri tapausta: joko
a=0taia# 0. Jos a =0, niin bec = 0. Siten joko b = 0 tai ¢ = 0. T&ll6in

0 0 . 0 b
A= [c d] tai A= [0 d]'
Kummassakaan tapauksessa ei ole olemassa matriisia B, jolle patee AB = I. Tu-
loon AB tulee nimittéin valttaméatta nollarivi tai nollasarake. Siten A ei ole kiédn-
tyva.
Tutkitaan sitten tapaus a # 0. Nyt d = bc/a ja

a b
-l

a

Oletetaan, ettd on olemassa sellainen matriisi
B = [55’ y] c szz’
z w

ettda AB = I. Talloin
ar+bz =1

ay+bw =0
cx + (be/a)z =
cy + (be/a)w = 1.

Kolmannen yhtélon perusteella ¢(z+bz/a) = 0. Jos ¢ = 0, padadytddn samanlaiseen
tilanteeseen kuin silloin, jos a = 0. Siten voidaa olettaa, ettd ¢ # 0. Talloin téytyy

pated x + bz/a = 0 eli © = —bz/a. Toisaalta ensimmaéisen yhtdlon perusteella
z = (1 —bz)/a. Nyt —bz = 1 — bz, joten 1 = 0. Tdm& on mahdotonta. Siten
matriisilla A ei ole kiddnteismatriisia. O

Suurempien matriisien kiddnteismatriiseille ei ole yhtéa helppoa kaavaa. K&én-
teismatriisin maarittamista kasitellaan lisdd luvussa 10.2.
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9.6 Sarakevektorit

Usein avaruuden R™ vektori (vy,va,. .., v,) samastetaan matriisin
U1
v
2 c Rnxl
Un

kanssa. Joukon R™*! alkioita kutsutaan sarakevektoreiksi. Jos avaruuden R™ vek-
toreita ajatellaan sarakevektoreina, voi niitd kertoa matriiseilla. Jos A € R™*™ ja
7 € R™, on tulo AT médritelty, kun o tulkitaan joukon R™*! alkioksi.

Esimerkki 9.11. Matriisin

2 4
A=1-1 0
-2 1
ja vektorin v = (—5,3) tulo on
2 4 5 2
I
-2 1 13

Téama sarakevektori voidaan samastaa vektorin (2,5, 13) kanssa.

50



10 Matriisit ja yhtaloryhmat

Tulemme nakemaéén, ettd lineaariset yhtaloryhmét voidaan esittééd kidyttden mat-
riisikertolaskua. Yhtaloryhméan

anry + apr: + ...+ apr, = b
as1x1 + agrs + ... 4+  aspxn, = by

. (4)
Am1T1 + ameT2 + ... + GppTn = bma

kerroinmatriisikst kutsutaan matriisia

ail aii te Aln

asy a22 e a2n,
A =

Aml Am2 **° Omn

Kerataan viela muuttujat ja vakiot omiksi matriiseikseen:

I b1

xT9 . _ b2
= . ja b= | .

Tn, bm

Nyt yhtdloryhmé voidaan kirjoittaa matriisien avulla. Huomataan nimittédin, etta

a11T1 + a12T2 + - - - + ATy
a21T1 + a22x2 + - - - + A2 Ty

Am1T1 + Am2Z2 + + - + ATy

Matriisissa AZ nédkyy siis yhtéloryhmén vasen puoli. Yhtaloryhmé voidaan néin
ollen kirjoittaa muodossa AZ = b.

Lause 10.1. Jos matriisi A on kéidntyvd, yhtilolli on AZ = b tismdlleen yksi
ratkaisu.

Todistus. Oletetaan, ettd matriisi A on kédntyva. Todistuksessa on kaksi osaa. On
osoitettava, ettd yhtalolla on jokin ratkaisu ja ettd ratkaisuja ei ole enempéaé kuin
yksi.

Osoitetaan ensin, ettéd yhtéldlle 16ytyy jokin ratkaisu. Koska A on kiddntyvé, on
olemassa kidnteismatriisi A~'. Nahd#én, ettd A~1b on yhtélon ratkaisu, silla

A(A'B) = (AA"Y)b = Th = b

Osoitetaan sitten, ettei muita ratkaisuja ole. Oletetaan, ettd § on jokin (toinen)
ratkaisu. T&llin Ay = b. Kerrotaan yhtdlén molemmat puolet matriisilla A™1,

jolloin saadaan
AN Ag) =A%
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ja edelleen § = A~1'bh. Kysymyksessi onkin sama ratkaisu, joka lydettiin jo aikai-
semmin. Siten ratkaisuja on vain yksi ja se on A71b.

10.1 Alkeismatriisit

O

Téssd luvussa ndhdédn, miten alkeisrivitoimitukset voi ilmaista matriisikertolas-
kun avulla. Osoittautuu, ettéd jos matriisia kerrotaan niin kutsutulla alkeismatrii-
silla, tullaan matriisille tehneeksi alkeisrivitoimitus. Téastéd tulee olemaan hyotya
kaantyvien matriisien kasittelyssa.

Maaritelma 10.2. Matriisi on alkeismatriisi, jos se on saatu ykkosmatriisista

yhdella alkeisrivitoimituksella.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat alkeismatriiseja:

10 00
01 00
E1_00—§o
00 01

) E2:

o O o
— o O O

o= O O

0
E3 =

S W o

1
O )
1

S O = O

O = OO
o O O

Néma alkeismatriisit on saatu ykkosmatriisista tekemélla alkeisrivitoimitukset —%Rg,

Ry < R4 ja R3 + 3R;y.

Esimerkki 10.3. Osoittautuu, ettd alkeismatriiseilla kertominen vastaa alkeis-
rivitoimitusten tekemistd. Tutkitaan téatad edellisen esimerkin alkeismatriisien ja

matriisin

avulla. Ndhdaan, etta
_1 0 0 O_ ail
01 0 0 a1
WA=
! 00 —% 0] |an
0 0 0 1] [an
_1 0 0 O _a11
o 0 0 0 1 a1
E2A=10 0 1 o |am
_0 1 0 1 _a41
ja
1 0 0 0f (a1 a2
o 01 00 as1 a2
E3A_ 3 010 asy as2
0 0 0 1 41 QA42

ajlp ai2 i3
a1 22 @23
asz; a32 @33
a41 Q42 @43
aiz @13 aii ai2 ais
a2 Q23 a21 a22 a23
= 1 1 1 >
aszz 33 —3a31 —3032 —30a33
a42 Q43 a41 a42 43
aiz Qi3 ailp a2 a3
Q22 a23| |G4q1 Qa42 a43
aszz  asg aszr as2 ass
Q42 Q43 az1 a22 az3
a3 ail ai2 a3
a23 a1 a22 a3
as3 3a11 +a31 3aiz +azx 3aiz + ass
@43 a41 a42 a43
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Huomataan, ettd téssi tapauksessa alkeismatriisilla kerrottaessa matriisille A tul-
laan tehneeksi sama alkeisrivioperaatio, jonka avulla alkeismatriisi muodostettiin.

Yksittdinen esimerkki ei takaa, ettd alkeismatriisilla kertominen vastaa aina
alkeisrivitoimituksen tekemistd. Esimerkin perusteella voi kuitenkin ymmaéartaa,
miksi nain on. Viitteen todistaminen on melko tyolasté, joten se jatetadan valiin.

Lemma 10.4. Oletetaan, ettd A € R™™. Olkoon E alkeismatriisi, joka saadaan
tekemdlld jokin alkeisrivitoimitus ykkdsmatriisille I,,. Jos matriisille A tehdddn
sama alkeisrivitoimitus, tuloksena on matriisi EA.

Huom. Lemma tarkoittaa apulausetta. Se on siis pieni tulos, jota voidaan kéyt-
tad hyvéksi vaikkapa suurempien lauseiden todistamisessa.

Lause 10.5. Alkeismatriisit ovat kddntyvid, ja alkeismatriisin kddnteismatriisi on
myds alkeismatriisi.

Todistus. Tarkkaa todistusta ei esiteta tassd. Kaydéaan kuitenkin lapi todistuksen
idea.

Jokainen alkeisrivitoimitus voidaan peruuttaa toisella alkeisrivitoimituksella
kuten kohta ndhdédn. Kutsutaan tdtd alkeisrivitoimitusta alkuperdisen alkeisri-
vitoimituksen kddnteistoimitukseksi.

Oletetaan, ettd a,b € R ja a # 0. Jos matriisille tehddan alkeisrivitoimitus
R; ++ R;, padstain takaisin alkutilanteeseen tekemalld sama alkeisrivitoimitus uu-
delleen. Alkeisrivitoimitus R; <+ R; on siis itsensd kiddnteistoimitus. Alkeisrivitoi-
mituksen aR; kiddnteistoimitus on puolestaan %Ri, ja alkeisrivitoimituksen R;+bR;
kidnteistoimitus on R; — bR;.

Alkeismatriisin kddnteismatriisi saadaan aina k#dnteistoimitusta vastaavasta
alkeismatriisista. Alkeisrivitoimitusta R; <> R; vastaava alkeismatriisi on oma
kédnteismatriisinsa, alkeisrivitoimitusta a R; vastaavan alkeismatriisin kd&nteismat-
riisi on alkeisrivitoimitusta %Ri vastaava alkeismatriisi ja niin edelleen. Alkeisri-
vitoimituksen tekeminen vastaa nimittéin alkeismatriisilla kertomista. Esimerkiksi
alkeisrivitoimitukset aR; ja %Ri perdkkiin suoritettuina eivit tee matriisille mi-
tddn. Siten niitd vastaavien alkeismatriisien tulo on ykkdsmatriisi, jolla kertominen

el tee matriisille mitaan.
O

Esimerkki 10.6. Etsitdaan alkeismatriisin

S W o
o O = O
o= O O
— o O O

kadnteismatriisi. Matriisi vastaa alkeisrivitoimitusta Rg + 3R;. Tamén alkeisrivi-
toimituksen voi kumota tekemalld alkeisrivitoimituksen R3 — 3R;. Sitd vastaava
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alkeismatriisi on

1 000
0100
F= -3 010
0 0 01

Laskemalla voi vield varmistaa, etti EF =1 ja FE =1. Siis E=! = F.
Lause 10.7. Oletetaan, ettd A on n x n-neliomatriisi. Seuraavat ehdot ovat yhtd-
pitavid.

a) Matriisi A on kddntyvd.

b) Yhtilslla AT = b on tismdlleen yksi ratkaisu kaikilla b € R™,

¢) Yhtilolli Az =0 on vain triviaali ratkaisu T = 0.
d) Matriisi A on riviekvivalentti ykkésmatriisin kanssa.
e) Matriisi A on alkeismatriisien tulo.

Todistus. Osoitetaan viite todistamalla seuraava paéttelyketju:
a) =b)=c)=d)=e) = a).

Téaman jalkeen tiedetéddn, ettd jokainen lauseen kohta on yhtapitava toisten kohtien
kanssa.

a) = b): Viite on osoitettu lauseessa 10.1.

b) = c): Oletetaan, ettii yhtilsllid Az = b on tdsmilleen yksi ratkaisu kaikilla

€ R”. Tamé pétee myds, jos b = 0. Toisaalta yht#lolls Az = 0 on aina ratkaisu
7 = 0. Siten = 0 on ainoa ratkaisu.

c) = d): Oletetaan, etti yht#lolli Az = 0 on vain ratkaisu = 0. Merkit#éin

L]

A(i,j) = a;j kaikilla ¢, j € {1,2,...,n}. Yhtlo4 vastaava lineaarinen yhtaloryhmé
on

a1y + apry + ... 4+ apx, = 0

a21r1 + agry + ... + agxn, = 0

Am1T1 + am2r2 + ...+ ampTn, = 0,

Koska yhtaloryhmallé on tdsmalleen yksi ratkaisu ja muuttujia on yhtd monta kuin
yhtaloita, taytyy yhtaloryhmaén olla ekvivalentti yhtaloryhmén

I =0
xT9 = 0
xn = 0,

kanssa. Tamaé tarkoittaa, ettd matriisi A saadaan alkeisrivitoimituksilla muutettua
ykkosmatriisiksi. Toisin sanottuna A on riviekvivalentti matriisin I kanssa.
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d) = e): Oletetaan, ettd matriisi A riviekvivalentti ykkosmatrisiin kanssa. Ol-
koot E1, ..., Ei ne alkeismatriisit, joilla kertomalla matriisista A saadaan redusoitu
porrasmatriisi. Nyt siis patee

By E1A=1.

Kun yhtdlon vasemmat puolet kerrotaan matriisilla F} ! saadaan Ej_q -+ F1A =

E; ! Kun tdmén yhtdlén vasemmat puolet kerrotaan matriisilla E,;ll, saadaan

Ey o 1A= E];_llElzl. Jatkamalla samaan tapaan paadytédan yhtaloon
-1 -1 -1
A=E " ---E__E .

Koska alkeismatriisin kianteismatriisi on my0s alkeismatriisi, on véite todistettu.
e) = a): Oletetaan, ettd A = Ej - - - Ey, missi Fy, ..., Ey ovat alkeismatriiseja.
Merkitaan
B=E"' - B

Nyt

AB = (El-'-E,jl)(E,jl'--Efl) :El"'(EilEIZl)"'Efl
:El...E];ll[E’;ll...E;l:...
= BB =1

Samalla tavalla ndhdéén, ettd BA = I. Siten B on matriisin A kddnteismatriisi. [J

10.2 Kaanteismatriisin maarittaminen

Muuttamalla matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi voidaan nahdéa, onko matriisi
kddntyva. Jos matriisi A onnistutaan muuttamaan alkeisrivitoimituksilla ykkos-
matriisiksi, niin A on kdintyvé eli silli on kddnteismatriisi A~!. Muussa tapauk-
sessa A ei ole kddntyva.

Jos matriisi on kintyva, kiytetyista alkeisrivitoimituksista saadaan myo6s sel-
ville, mika ké&nteismatriisi on. Oletetaan, ettd matriisi A on muutettu ykkoésmat-
riisiksi alkeisrivitoimituksilla, joita vastaavat alkeismatriisit F1, ..., Fr. Nyt

Ey...EiA=1.
Talloin kddnteismatriisille patee

Al =147 ' =(E,... EfA)A™' = E; .. . E;(AA7))
=FE;...El
Tama tarkoittaa, ettd tekemalld samat alkeisrivitoimitukset ykkosmatriisille I péaa-
dyt#sn matriisiin A=1.
Matriisin A kdédntyvyyden selvittdminen ja kddnteismatriisin etsiminen voidaan
tehdé yhté aikaa. Yhdistetaan matriisit A ja I matrisiiksi [A | I]. Tehdéén téalle

55



matriisille alkeisrivitoimituksia, joilla A muutetaan redusoiduksi porrasmatriisiksi.
Jos matriisi A saadaan muutettua alkeisrivitoimitusten avulla ykkésmatriisiksi, on
A kddntyva. Kuten edelld todettiin, samat alkeisrivitoimitukset muuttavat ykkos-
matriisin I matriisin A ki#inteismatriisiksi A~1. Siis

[A 1] —[I] AT,

Esimerkki 10.8. Tutkitaan, onko matriisilla

2 4 =2
A= 10 0 1
1 0 4

kaanteismatriisi. Muokataan yhdistettyd matriisia

2 4 =211 0 0
00 1(0 10
1 0 4]0 0 1

alkeisrivitoimituksilla samaan tapaan kuin Gaussin-Jordanin menetelméssa. Ta-
voitteena on saada vasemmalle puolelle ykkosmatriisi.

2 4 —2]/1 0 0 10 4]0 0 1
00 1]lo1 o™= lo 0 1]0 1 o] =2
10 4[0 0 1 2 4 —2(1 0 0
10 4]0 0 1 1o 400 1],
0 1]0 1 o™= lo 4 —10]1 0 —2f 13
0 4 —101 0 —2 00 1/01 0
10 4]0 0 1 10 4]0 0 1
Ro+2R3 R1—4R.
5|1 1 1 5 1
01 =27 0 =3 =>71010]; 5 -3 —"
0 1lo1 o0 00 1/0 1 0
10 0]0 —4 1
1 5 1
01013 5 —3
0 1lo 1 0

Koska matriisi A saatiin muutettua alkeisrivitoimituksilla ykkosmatriisiksi, on A
kaantyva. Liséksi sen kddnteismatriisi on

0 —4 1
1 5 _1
4 2 2
0 1 0

Enté sitten, jos matriisi ei ole kddntyva? Kuinka voidaan osoittaa, ettd mat-
riisista ei saada alkeisrivitoimituksilla ykkésmatriisia? Voidaan osoittaa, ettd jos
alkeisrivitoimitusten avulla saadaan aikaan nollarivi, el matriisi voi olla riviekviva-
lentti ykkosmatriisin kanssa. (Todistusta ei esitetd téssé.) Nollarivi on siis merkki
siité, ettel matriisi ei ole kidantyva.
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Esimerkki 10.9. Tutkitaan, onko matriisilla

B =

21
-1 0
11

-3
2
-1

kddnteismatriisi. Ryhdytdan muokkaamaan yhdistettyd matriisia alkeisrivitoimi-

tuksilla:

|
Y
= O

_ o

1
0 0

201
=310
—-110

-1
4
0

-1
4
-1

S = O

o = O

—2]-1 0 0
3| 0 1 of "zn
1| 0 0 1
—2]-1 0 0
50 4 1 of fa=fe
51 3 01

Koska matriisin B paikalle tuli nollarivi, matriisista B ei saada alkeisrivitoimituk-
silla ykkosmatriisia. Siten B ei ole kdéntyva.
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