Luku 1

Avaruus R"

1 Avaruuksien R? ja R3 vektorit

Tissd luvussa kiisitelliin avaruuksien R? ja R3? vektoreita. Kisiteltdvi asia on
tuttua koulusta, mutta kaytettavit merkinnét ja nimitykset saattavat olla uusia.
Jos joukko-opin merkinnét (esim. €, C, \) eivit ole tuttuja, voit katsoa apua
kurssisivulla olevasta tiedostosta "Joukko-opin merkint6ja”.

Maiiritelma 1.1. Avaruus R? koostuu reaalilukupareista. Toisin sanoen
R? = {(a,b) | a € R ja b € R}.
Avaruuden R? alkoita kutsutaan vektoreiksi.

Huom. Méaritelméa tarkoittaa sopimusta. Téssé siis sovitaan, mita avaruuden
R? vektoreilla tarkoitetaan. Madritelméd ei tarvitse perustella millaén tavalla.

Vektoreita merkitdén téssé tekstissa yleensé kirjaimella, jonka p&allda on viiva.
Voidaan esimerkiksi kirjoittaa © = (a,b). Luvut a ja b ovat vektorin v komponent-
teja.

Esimerkki 1.2. Esimerkiksi o = (4,—1) ja 4 = (3,—+/5) ovat avaruuden R?
vektoreita. Vektorin v komponentit ovat 4 ja —1. Vektorin @ komponentit ovat
puolestaan % ja —/5.

Tarkalleen ottaen vektori (a,b) on niin kutsuttu jirjestetty pari. Ta&mé tar-
koittaa sité, ettd lukujen a ja b jarjestykselld on véalia. Esimerkiksi jarjestetty pari
(1,2) ei ole sama kuin jarjestetty pari (2,1).

Vektoreita voidaan havainnollistaa koordinaatiston pisteiné. Vektoria (a, b) vas-
taa piste, jonka vaakakoordinaatti on a ja pystykoordinaatti b. Kuvassa 1.1 on esi-
tetty vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavat tason pisteet.

Vektoria (a, b) voi kuvata myos pisteen (a, b) paikkavektorina eli suuntajanana,
jonka ldhtopiste on origo ja padtepiste (a,b). Vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavat
paikkavektorit on esitetty kuvassa 1.1.
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Kuva 1.1: Vektoreita (1, 3) ja (—3, 2) vastaavat tason pisteet seké samoja vektoreita
vastaavat paikkavektorit.

Pisteen ja paikkavektorin lisiksi avaruuden R? vektoria voi havainnollistaa mis-
té tahansa pisteesté lahtevilla suuntajanana. Kuvassa 1.2 on esitetty vektoria (1, 3)
vastaavia suuntajanoja seki vektoria (—3,2) vastaavia suuntajanoja.
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Kuva 1.2: Vektoreita (1, 3) ja (—3,2) vastaavia suuntajanoja.

Suuntajanan paikalla ei ole vilid. Ainoastaan sen suunta ja pituus merkitsevét.
Vektoria (a,b) vastaavalla suuntajanalla on sama suunta ja pituus kuin pisteen
(a,b) paikkavektorilla.

Talld kurssilla avaruuden R? vektori on mééritelméinsid mukaan kahdesta re-
aaliluvusta koostuva jérjestetty pari. Vektoreita voidaan kuitenkin havainnollistaa
pisteind, paikkavektoreina ja suuntajanoina. Se, millainen havainnollistamistapa
on paras, riippuu siitd, mitd ollaan tekeméssd. Usein vektoreita késitellessd on
pystyttava vaihtamaan sulavasti yhdesta esitystavasta toiseen.

Vektoreille voidaan maéritella erilaisia laskutoimituksia.



Miéritelmé 1.3. Oletetaan, ettd © = (v,v2) € R? ja w = (w,ws) € R2
Vektoreiden v ja w summa on vektori

U+ w = (v1 + wi, vy + wa).

Lisdksi vektoreita voidaa kertoa reaaliluvuilla. Tété operaatiota kutsutaan skalaa-
rikertolaskuksi. Jos v = (v1,v2) € R? ja ¢ € R, niin mi#ritellisin

cv = (cvy, cvg).

Vektorien yhteydessé reaalilukuja kutsutaan usein skalaareiksi, ja siita johtuu
my0s skalaarikertolaskun nimitys.

Esimerkki 1.4. Tarkastellaan vektoreita v = (4,1) ja w = (—3,2). Niiden summa
on

b4w=(4+(—3),14+2) = (1,3).

Yhteenlaskussa vektorien komponentit lasketaan yhteen, ja siksi yhteenlaskua voi-
daan havainnollistaa geometrisesti (ks. kuva 1.3). Vektorien summa nahdéén aset-
tamalla vektorit perdkkiin niin, ettd jalkimméinen vektori alkaa siitd, mihin en-
simméinen péadttyi. Summavektorin alkupiste on ensimmaéisen vektorin alkupiste
ja padtepiste jalkimmaéisen vektorin péadtepiste.

Kuva 1.3: Vektorit v ja w seké niiden summa o + w.

Tutkitaan sitten skalaarikertolaskua. Maaritelman mukaan

2W=(2-4,2-1) = (8,2) ja

b=(3 431 =(-2% ).
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Vektorit 2v ja —%17 on piirretty kuvaan 1.4.

Huomataan, ettd positiivisella skalaarilla kertominen siilyttda vektorin suunnan
ja negatiivisella skalaarilla kertominen kaantéas vektorin suunnan vastakkaiseksi.



v

~0,5v

Kuva 1.4: Skalaarimonikerrat 2v ja —%17.

Maaritelmé 1.5. Vektorille (—1)v kiiytetdén merkintdd —o. Summalle v 4 (—w)
puolestaan kaytetdan merkintad v—w. Tata kutsutaan vektorien v ja w erotukseksi.

Esimerkiksi vektorien (—1,6) ja (4,2) erotus on

Vektorien erotuksen voi maarittda kuvan perusteella samaan tapaan kuin sum-
man. Nyt vain jalkimmaéisen vektorin suunta on kdadnnettdva. Vektorien summaa
ja erotusta on havainnollistettu kuvassa 1.5.

Kuva 1.5: Summa v + w seké erotukset v — w ja w — v.

Kaikki edella esitellyt kiisitteet voidaan maéaritella myos kolmiulotteisessa ava-
ruudessa. Avaruus R? on joukko {(a,b,c) | a,b, c € R}. Sen alkioita voidaan ajatel-
la avaruuskoordinaatiston pisteinéd. Yhteenlasku ja skalaarikertolasku méaaritellaan
komponenteittain samalla tavalla kuin avaruudessa R2.

Toisinaan merkitiin i = (1,0) ja 7 = (0,1) tai 7 = (1,0,0), j = (0,1,0) ja
k= (0,0,1). Kyseisid merkint6ja ei juurikaan kiytetd talld kurssilla.



2 Avaruus R"

Edellisessi luvussa kisiteltiin avaruuksien R? ja R? vektoreita eli reaalilukupareja
ja reaalilukukolmikoita. Naita avaruuksia voidaan yleistda maarittelemalld avaruus
R™.

Oletetaan, ettd n € {1,2,3,...}.

Maaritelma 2.1. Avaruuden R” alkiot ovat reaaliluvuista koostuvia n-jonoja.
Toisin sanoen
R"™ = {(v1,v9,...,vp) | v1,02,...,0, € R}

Avaruuden R" alkioita kutsutaan vektoreiksi.

Jos v = (v1,v9,...,v,) € R", niin lukuja vy, vs,...,v, kutsutaan vektorin v
komponenteiksi. Sovimme, ettd ellei toisin mainita, vektorin ¥ komponetteja mer-
kitdan symboleilla vy, va, ..., vy.

Maaritelma 2.2. Oletetaan, ettd v € R", w € R” ja ¢ € R. Téllgin
v+ w = (v + wi,ve +wa, ..., +wy) ja
cv = (cvy, cvg, ..., cop).

Ensimmaista laskutoimitusta nimitetdan vektorien yhteenlaskuksi ja toista ska-
laarikertolaskuksi. Jos v € R™ ja ¢ € R, vektoria cv nimitetdén vektorin v skalaa-
rimontkerraksi. Vektorien yhteydessa reaalilukuja kutsutaan usein skalaareikst.

Maaritelma 2.3. Vektorin v vastavektori on skalaarimonikerta (—1)v. Sitd mer-
kitdédn —v. Vektoreiden v ja w erotus on summa v + (—w). Sitd merkitdén v — w.
Vektoria (0,0,...,0) kutsutaan nollavektoriksi. Sille kiiytetdin merkitdi 0.

Esimerkki 2.4. Merkitain v = (—5,3,0,1,—1) ja w = (-2, —4,2,3,5). Talléin v
ja w ovat avaruuden R® vektoreita. Lasketaan vektorit 20 — 3w ja —50 — w:

26 — 3w = (—10,6,0,2,—2) — (—6,—12,6,9,15) = (—4, 18, —6, —7, —17)
50— w = (25,—15,0,—5,5) — (=2, —4,2,3,5) = (27, —11, -2, —8,0).

Voidaan osoittaa, ettd avaruuden R"™ vektoreille patevat tutut laskusdannot.
Lause 2.5. Oletetaan, ettid v,w,u € R™ ja a, ¢ € R. Tdlloin
l.o+w=w+7 (vaihdannaisuus)

(u+0)+w=u+ (v+w) (liitdnndisyys)
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. c(v+w) =cv+ cw (osittelulaki)
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6. (a+c)v=av+cv (osittelulaki)
7. a(cv) = (ac)v
8. 1lv="v

Huom. Lause tarkoittaa véitetté, joka voidaan perustella todeksi nojautumalla
madritelmiin ja aikaisemmin todeksi osoitettuihin vaitteisiin

Todistus. Todistetaan esimerkin vuoksi kohta 1 ja jatetaén loput kohdat harjoitus-
tehtéviksi. Kirjoitetaan v = (v, ...,v,) ja w = (w1, ..., wy), Missd vy, ...,v, € R
ja wi,...,w, € R. Nyt ndhdéan, etta

v+ w = (v + wi,v2 + Wy, ..., 0, + Wy)

= (w1 + v, wy + V2, ..., Wy + V) = W+ .

Tassa kidytettiin hyviksi reaalilukujen yhteenlaskun vaihdannaisuutta. Siten véite
on todistettu. O

Skalaarikertolaskun avulla voidaan méaritelld vektorien yhdensuuntaisuus.

Maiaritelma 2.6. Vektorit v € R™ ja w € R™ ovat yhdensuuntaiset, jos v = rw
jollakin r € R\ {0}. Talloin merkitaén v || w.

Esimerkki 2.7. Vektorit v = (—2,1) ja w = (6,—3) ovat yhdensuuntaiset, silld

v = —(1/3)w. Vektorit v ja u = (3,—1) eivit puolestaan ole yhdensuuntaiset.
Jos nimittain olisi olemassa r € R, jolle patisi ¥ = ru, niin —2 = 3r ja 1 = —r.
Ensimmaéisen yhtdlon mukaan r = —2/3, mutta toisen yhtdlon mukaan r = —1.

Tamé on mahdotonta, joten ei ole olemassa sellaista lukua r, jolle patee v = ru.
Siten vektorit v ja @ eivat ole yhdensuutaiset.

g

Kuva 2.6: Vektorit v, w ja .



Maaritelma 2.8. Oletetaan, ettd w € R™ ja vy, U2, ...70; € R™. Vektori w on
vektoreiden v1, Us, ... 0% lineaarikombinaatio, jos on olemassa sellaiset reaaliluvut
ai, az, ..., ap, etta

W = a1v1 + a2 + - - - + arv.

Esimerkki 2.9. Merkitdén v; = (1,1), 02 = (—1,2) ja w = (5, —1). Vektori w on
vektoreiden v; ja v lineaarikombinaatio, silla

30, — 20y = 3(1,1) — 2(=1,2) = (3,3) — (—2,4)
= (5,~1) = w.

301
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Kuva 2.7: Vektori w on vektoreiden v7 ja vy lineaarikombinaatio.



3 Swuorat ja tasot

Téssi luvussa kisitelladn avaruuksien R? ja R? suoria ja tasoja vektoreiden niko-
kulmasta.

3.1 Suora

Maaritelma 3.1. Oletetaan, ettd n = 2 tai n = 3. Avaruuden R” suora on joukko
{p+kv|keR},
missid p € R" ja v € R™ \ {0}.

Vektoria p kutsutaan suoran paikkavektoriksi ja vektoria v suoran suuntavek-
toriksi.

Olkoon S avaruuden R? suora. Jos (a,b) € S, niin sanotaan, ett# piste (a, b)
on suoralla S tai ettd suora S kulkee pisteen (a,b) kautta. Vastaavia ilmauksia
kiytetddn avaruudessa R3.

Esimerkki 3.2. Esimerkiksi joukko S = {(—1,2) + k(—2,—1) | k¥ € R} on suora.
Se on piirretty kuvaan 3.8.
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Kuva 3.8: Suora S avaruudessa R2.

Maéritelmén mukaan mikd tahansa suoran S piste voidaan kirjoittaa summana
vektorista p = (—1,2) ja jostakin vektorin v = (—2,—1) skalaarimonikerrasta.
Esimerkiksi (—5,0) = p+ 20 ja (3,4) = p— 20, joten (—5,0) € S ja (3,4) € S. Siis
suora S kulkeen pisteiden (—5,0) ja (3,4) kautta.

Toisaalta piste (4, 2) ei ole suoralla S. Jos nimittéin (4,2) = (—1,2)+k(—-2,—1)
jollakin k£ € R, niin 4 = —1 — 2k ja 2 = 2 — k. Ensimmaisen yht&lon perusteella
k = —5/2 ja toisen perusteella k = 0. TAm& on mahdotonta, joten ei ole olemassa
sellaista lukua k € R, jolle pitee (4,2) = (—1,2) + k(—2,—1). Siis (4,2) ¢ S.
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Ryhdytaéan seuraavaksi maarittdméaan suoraa, joka kulkee annettujen pisteiden
kautta. Sitd ennen otetaan kiytt6on muutama merkintd. Oletetaan, ettd A ja B
ovat avaruuden R? tai R? pisteitd. Vektori AB on vektori, jota vastaavan suunta-
janan alkupiste on A ja péaatepiste on B. Origoa on tapana merkitd symbolilla O.
Siten pisteen A paikkavektorille saadaan merkinti OA.

Kuva 3.9: Vektorit OA, OB ja AB.

Esimerkki 3.3. Tutkitaan, millainen on pisteiden A = (—1,5) ja B = (2, 2) kautta
kulkeva suora. Tétéa varten tarvitaan suoralle paikkavektori. Paikkavektoriksi kay
mink# tahansa suoran pisteen paikkavektori, esimerkiksi vektori OA = (—1,5).
Suuntavektoriksi kiy mikd tahansa suoran suuntainen vektori, esimerkiksi vektori

AB=-0A+ 0B = (2,2) — (-1,5) = (3,-3).
Néin saadaan suora {(—1,5) +¢(3,—-3) | t € R}.

v

Kuva 3.10: Suora {(—1,5) + (3, —-3) | t € R}.



Varmistutaan vield siitd, ettd annetut pisteet A ja B todellakin ovat suoralla.
Huomataan, ettd (—1,5) = (=1,5) +0-(3,-3) ja (2,2) = (—1,5) + (3, —3). Siten
pisteet A ja B ovat suoralla.

Vastaavalla menetelmélld on aina mahdollista maarittada kahden pisteen kautta
kulkeva suora, vaikka asiaa ei sen tarkemmin téssa osoitetakaan.

Suoran paikka- ja suuntavektorit eivét ole yksikésitteisid, silld sama suora voi-
daan kirjoittaa joukkona {p + tv | ¢ € R} usealla eri tavalla. Voidaan osoittaa,
etta

e vektoriksi p voidaan valita suoran minké tahansa pisteen paikkavektori.
e vektoriksi v voidaan valita mikid tahansa suoran suuntainen vektori.

Esimerkki 3.4. Esimerkin 3.2 suoralle S = {(—1,2) + k(—2,—1) | k € R} on
mahdollista valita paikkavektoriksi piste (3, 4) ja suuntavektoriksi vektori (—4, —2).
Tallin S voidaan kirjoittaa muodossa

{(3,4) +#(—4,-2) | t € R).

Vaikka tama, joukko onkin dkkiseltddn katsottuna erilainen kuin suoran S alkupe-
riinen méaéritelmé, on joukoissa tdsmélleen samat alkiot. Asiaa on havainnollistet-
tu kuvassa 3.11.

o=(-2,-1) p=(3,4)

Kuva 3.11: Suoran paikkavektori ja suuntavektori eivét ole yksikésitteisia.

Osoitetaan vield huolellisesti, ettéd joukot S = {(—1,2) +k(—2,-1) | k € R} ja
S" = {(3,4) + t(—4,-2) | t € R} ovat samat. Kaksi joukkoa osoitetaan samoiksi
nayttamalla, ettd kumpikin on toisen osajoukko.

7C”: Osoitetaan ensin, ettd S C S’. Tami tehdddn nayttamalld, ettd jokainen
joukon S alkio on joukossa S’. Oletetaan, ettd a € S. Nyt a = (—1,2) +
k(—2,—1) jollakin k € R. Huomataan, ettd

a=(-1,2)+k(=2,-1) = (=1,2) + (=2 + 2+ k)(-2,-1)
=(-1,2)—=2-(-2,-1)+ (24 k) - (-2,-1)
24k

=B,4)+12+k)-(-2,-1)=(3,4) + 5

(_4a _2)a
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missd (k + 2)/2 € R. Siten a € S’. Néin on osoitettu, ettd S C S’

72" Osoitetaan sitten, ettd S’ C S eli niytetdéin, ettd jokainen joukon S’ alkio on
joukossa S. Oletetaan, ettd a € S'. Nyt a = (3,4) +t(—4, —2) jollakin ¢ € R.
Huomataan, etté

a=(3,4) +t(—4,-2) = (3,4) + (—4,-2) + (t — 1) - (—4, —2)
= (=1,2) + (t—1)- (=4, -2) = (~=1,2) + 2(t — 1) - (=2, —1),

missd 2(t — 1) € R. Siten a € S. Néin on osoitettu, etta S’ C S.

3.2 Taso
Masritelmé 3.5. Avaruuden R3 taso on joukko
{p+ sv+tw|s,teR},
missd p € R3, 0, € R?\ {0} ja vektorit © ja @ eiviit ole yhdensuuntaiset.

Vektoria p kutsutaan tason paikkavektoriksi ja vektoreita v ja w tason suunta-
vektoreiksi. Olkoon T avaruuden R? taso. Jos (a,b, ¢) € T, niin sanotaan, etti piste
(a,b,c) on tasossa T tai ettd taso T kulkee pisteen (a, b, c) kautta.

- (a,b,¢)

e

0

Kuva 3.12: Piste (a, b, ¢) on tasossa T

Voidaan osoittaa, ettd sama taso on mahdollista kirjoittaa usealla eri tavalla
joukkona {p + sw + tv | s,t € R}:
e Vektoriksi p voidaan valita tason minké tahansa pisteen paikkavektori.

e Vektoreiksi w ja v voidaan valita mitké tahansa tason suuntaisen vektorit,
kunhan w ja v eivét ole yhdensuuntaiset.

Esimerkki 3.6. Maiiritetdén pisteiden A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C =
(—2,0,1) kautta kulkeva taso T. Valitaan ensin tason paikkavektori. Esimerkik-
si tason pisteen A paikkavektori OA = (0,1,0) kiy tihin tarkoitukseen. Lisiksi
tarvitaan tason suuntaiset suuntavektorit:

AB=—-0A+0B=(-1,2,2) ja AC=-0A+0C = (-2,-1,1).
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Kuva 3.13: Taso voidaan kirjoittaa eri tavoin joukkona {p + sw + tv | s,t € R}.

Huomaa, ettd vektorit eiviit ole yhdensuuntaiset, silli AB # tAC kaikilla t €
R\ {0}. Néin saadaan taso

T ={0A+sAB+tAC | s,t e R}
={(0,1,0) +s(—1,2,2) +t(—2,—1,1) | s,t e R }.
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4 Avaruuden R”" aliavaruudet

Edellisessi luvussa kiisittelimme avaruuksien R? ja R? suoria ja tasoja. Osoittau-
tuu, etté erityisesti origon kautta kulkevat suorat ja tasot ovat mielenkiintoisia.
Téssa luvussa yleistdmme téllaiset suorat ja tasot avaruuteen R” ja tutkimme niin
kutsuttuja vektoreiden virittdmié aliavaruuksia.

Maaritelma 4.1. Vektoreiden o1, ..., € R™ virittdmd aliavaruus on joukko
span(vy, ...,0) = {a101 + agve + - - - + apVi | a1, az,...,a; € R}.

Vektoreiden virittama aliavaruus koostuu siis kaikista vektoreiden lineaarikom-
binaatioista. Enlannin kielen verbi "span” tarkoittaa virittamista tai ulottumista.

Esimerkki 4.2. Esimerkiksi avaruuden R? suora
S={0+t(-3,1)|teR} ={t(-3,1) |t € R}

on vektorin (—3,1) virittémé aliavaruus. Toisin sanoen S = span((—3,1)). Ava-
ruuden R? taso

T={0+t(-3,1)+5(2,2) | t,s e R} = {t(-3,1) +5(2,2) | t,s € R}
taas on vektorien (—3,1) ja (2, 2, ) virittdma4 aliavaruus, eli 7' = span((—3, 1), (2, 2)).

Tutkitaan millaisia vektorien virittdmaét aliavaruudet voivat olla avaruuksissa
R? ja R3. Nollavektorin virittimi aliavaruus on span(0) = {a-0 | a € R} = {0}.
Aliavaruudessa on siis ainoastaan nollavektori.

Oletetaan sitten, ettd v € R?\ {0} tai v € R3\ {0}. T#lléin vektorin © virittdmi
aliavaruus span(v) = {av | a € R} on vektorin v suuntainen suora. TAmé suora
kulkee origon kautta.

Jos taas 0, w € R?\ {0} ja ¥ ja w eiviit ole yhdensuuntaisia, vektorien ¥ ja w
virittdmé aliavaruus span(v, w) = {sv +tw | s,t € R} on taso, joka kulkee origon
kautta.

span(0)

span(?) /

Kuva 4.14: Nollavektorin virittdmé aliavaruus on {0}. Vektorin v # 0 virittdmé
aliavaruus on origon kautta kulkeva suora. Kahden vektorin virittdma aliavaruus
voi olla origon kautta kulkeva taso.
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Vektoreiden virittdman aliavaruus yleistad siis origon kautta kulkevan suoran
ja tason kisitteitd. Seuraava esimerkki osoittaa, miksi juuri origon kautta kulkevat
suorat ja tasot ovat erityisen kiinnostavia.

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan origon kautta kulkevaa suoraa
S =span(v) = {kv | k € R},

missid o € R?\ {0}. Jos w, @ € S, niin @ = av ja 4 = b joillakin a, b € R. Nyt
w4+ u = (a + b)v, joten summa w + @ on suoran S alkio. Liséksi jos ¢ € R, niin
cw = c(av) = (ca)v. Siten kaikkien suoran S alkioiden skalaarimonikerrat ovat
edelleen suoran S alkioita. Tavallaan suora S on oma pieni avaruutensa avaruuden
R? siséissd, ja sielld voidaan laskea vektoreita yhteen ja kertoa niité reaaliluvuilla.
Sama patee origon kautta kulkeviin tasoihin.

Tilanne on aivan toinen, jos suora tai taso ei kulje origon kautta. Tutkitaan
vaikkapa esimerkin 3.2 suoraa

S ={(-1,2) + k(-2,-1) | k € R}.

Nyt esimerkiksi (—1,2) ja (—3,1) ovat suoralla S. Summa (—1,2) + (—3,1) =
(—4,3) ei kuitenkaan ole suoralla S (ks. kuva 4.15). Mydskééan skalaarimonikerta
2-(—1,2) = (—2,4) ei ole suoralla S.

(*27 4)

Kuva 4.15: Esimerkin 3.2 suora S.

Edelld tehdyt havainnot voidaan yleistdd minkéd tahansa vektoreiden viritté-
mélle aliavaruudelle. Jos aliavaruuden kaksi vektoria lasketaan yhteen, on summa
edelleen aliavaruudessa. Samoin aliavaruuden vektoreiden skalaarimonikerrat ovat
aliavaruudessa. Lisdksi nollavektori kuuluu aina vektorien virittdmaéaéan aliavaruu-
teen.

Lause 4.4. Oletetaan, ettd vy, v, ..., v € R™. Merkitddn W = span(vy, ..., U).
Tdlloin
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a) josu, w e W, niinu+w e W.
b) josw € W ja a € R, niin aw € W.

c) 0ew.
Todistus. Osoitetaan kohta a) ja jitetddn loput kohdat harjoitustehtéviksi. Ole-
tetaan, ettd uw, w € W. Nyt ©u = a1v1 + --- + ax¥y joillakin ay,...,ar € R ja
W = byU1 + - - - + b0y joillakin by, ..., b, € R. Huomataan, ettd

U+ w = (a101 + -+ agx) + (0101 + -+ - + by V)
= (a1 +b1)01 + -+ + (ag + b)) V-

Siten u +w € W. O
Esimerkki 4.5. Tutkitaan, kuuluuko vektori w = (-2, 3,2, —1) vektoreiden
’Dl = (07_17251)7 62 - (270717_]—) ja @3 - (4)27250)

virittdméan aliavaruuteen span(vy, v2, v3). On siis selvitettavi, onko olemassa re-
aalilukuja x1, x2, x3, joille pétee

T101 + X202 + x3U3 = W

eli
fxl(O) _13 27 1) + $2(27 07 17 _1) =+ ZE3(4, 27 270) = (_273a 2a _1)

Tama yhtalo voidaan vield muuttaa muotoon
(0, —x1,2x1,21) + (222,0, 22, —22) + (423, 223, 223,0) = (—2,3,2,—1)
ja edelleen yhtéloksi
(0 + 2x9 + 4x3, —x1 + 0+ 223, 221 + 22 + 223, 1 — 22 +0) = (—2,3,2,—1).
Toisin sanoen on ratkaistava yhtaloryhméa

2z + 4$3 = -2

—x1 + 213 =
2r1 + w2 + 213 =
r1T — X2 = —1.

Miten téllainen yhtaloryhmé ratkaistaan? Ennen kuin syvennymme vektoreiden
virittdmiin aliavaruuksiin lisdd, on syyta perehtya yhtaloryhmien ratkaisemiseen.
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