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Kaytannon asioita

e Tehtdvat on tarkistettu. Suurin osa ratkaisuista oli jilleen
erinomaisia!

e Viikon 1 tehtdvat on poistettu laatikoista. Ne [6ytyvat
pajaluokan sivupdydan hyllykosta. Tastd l3hin vanhimmat
tehtavat l6ytyvat aina sielta.
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Determinantin laskeminen
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Determinantti kertoo kdantyvyydesta

Lause
Oletetaan, ettd A on n x n-matriisi. Matriisi A on kdantyva,
jos ja vain jos det(A) # 0.
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Determinantin kehityskaavat

Kehittamisessa voi kdyttda muitakin kuin ensimmaista rivia.
Myos sarakkeet kayvat.

Lasketaan matriisin
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determinantti kehittamalla se aluksi kolmannen rivin ja sitten
kolmannen sarakkeen suhteen.
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Shakkilautasaanto

Kehityskaavojen plus- ja miinusmerkkien vaihtelu:

6/25



Tehtavia

M3arita seuraavien matriisien determinantit:
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Determinantin ominaisuuksia

Lause
Oletetaan, ettd A ja B ovat n x n-matriiseja. TallGin

det(AB) = det(A) det(B).
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Determinantin ominaisuuksia

Lause
Oletetaan, ettd matriisi A on kdantyva. Talloin

1
~ det(A)’

det(A™1)
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Determinantin ominaisuuksia

Lause
Oletetaan, etta A on n X n-matriisi. T3lloin

det(AT) = det(A).

Matriisin rivit ja sarakkeet kdyttdytyvat siis determinantissa
samalla tavalla.
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Alkeisrivitoimitusten vaikutus determinanttiin

Lause
Oletetaan, etta A on nelidomatriisi.

(a) Jos matriisi B saadaan matriisista A vaihtamalla kaksi
rivia keskendan, niin det(B) = — det(A).

(b) Jos matriisi B saadaan matriisista A kertomalla jokin rivi
reaaliluvulla t # 0, niin det(B) = tdet(A).

(c) Jos matriisi B saadaan matriisista A lisadamalla johonkin
riviin jokin toinen rivi reaaliluvulla k kerrottuna, niin

det(B) = det(A).
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Esimerkki

Jos matriisin kaksi rivid (saraketta) vaihtaa keskenaan, niin
determinantin etumerkki muuttuu:
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Esimerkki

Jos matriisin rivilld (sarakkeessa) kaikilla alkioilla on yhteinen
tekija, niin tuon yhteisen tekijan voi ottaa determinantin eteen
kertoimeksi:
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Esimerkki

Jos matriisin riviin (sarakkeeseen) lisatdan jokin toinen rivi
(sarake) vakiolla kerrottuna, niin matriisin determinantti ei
muutu:
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Tehtavia

Oletetaan, etta

a b c
d e f|l=4
g h i
Maarita
2a 2b 2c c a b
d e f ja f d e
—-g —h —i i g h
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Erdiden matriisien determinantteja

Lause
Oletetaan, ettd A on neliomatriisi. Talldin
(a) jos matriisissa A on nollarivi (nollasarake), niin det(A) =0
(b) jos matriisissa A on kaksi samaa rivia (samaa saraketta),
niin det(A) =0

(c) jos A on kolmiomatriisi (eli kaikki lavistajan alapuoliset tai
ylapuoliset alkiot ovat nollia), niin matriisin A
determinantti on lavistdjaalkioiden tulo.
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PISTETULO

Maaritelma
Vektoreiden v € R" ja w € R" pistetulo on

<l

W =viwy + Vowp + - VW,

17/25



Esimerkki

M3arita vektorien 7 = (3, —2,0) ja w = (1, —2,/3) pistetulo.

18/25



Pistetulon laskusaantoja

Lause

Oletetaan, ettd v, w, i € R"” ja ¢ € R. Tallgin

<lI
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Pistetulon ominaisuuksia

Lause

Oletetaan, ettda v € R". Talloin
a) v-v>0
b)

¥ =0, jos ja vain jos v = 0.

<I
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Normi eli pituus

Maaritelma
Vektorin v € R™ normi eli pituus on
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Esimerkki

Maarita vektorin ¥ = (—3, —4) normi.
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Normi
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Mitka seuraavista kelpaisivat vapauden maaritelmaksi?

Jono (¥1,..., V) on vapaa, jos seuraava ehto patee

(@) cip + -+ =0kunc; =0, ..., k=0

(b) c11 + -+ kv =0 vain, jos c; =0, ..., ¢x =0

(c) c1in + -+ + kv = 0 joillakin c1,...,c € R

(d) josc1 =0, ..., ¢k =0, niin c1i + -+ + ¢k =0

(e) yhtaldlld c1v1 + - - - + ¢V, = 0 on tismilleen yksi ratkaisu.

24/25



http://www.smbc-
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