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Luku 1

Avaruus R"

1 Avaruuksien R? ja R? vektorit

Téssd luvussa kisitelladn avaruuksien R? ja R3 vektoreita. Kisiteltdvi asia on
tuttua koulusta, mutta kiytettavit merkinnat ja nimitykset saattavat olla uusia.
Jos joukko-opin merkinnét (esim. €, C, \) eivit ole tuttuja, voit katsoa apua
kurssisivulla olevasta tiedostosta "Joukko-opin merkintdja”.

Maisritelmé 1.1. Avaruus R? koostuu reaalilukupareista. Toisin sanoen
R? = {(a,b) | a € R ja b € R}.
Avaruuden R? alkoita kutsutaan vektoreiksi.

Huom. Méaaritelmé tarkoittaa sopimusta. Téssé siis sovitaan, mitd avaruuden
R? vektoreilla tarkoitetaan. Masritelméd ei tarvitse perustella milliéin tavalla.

Vektoreita merkitadn téassa tekstissa yleensa kirjaimella, jonka péaalla on viiva.
Voidaan esimerkiksi kirjoittaa v = (a,b). Luvut a ja b ovat vektorin © komponent-
teja.

Esimerkki 1.2. Esimerkiksi o = (4,—1) ja @ = (3,—/5) ovat avaruuden R?
vektoreita. Vektorin ¥ komponentit ovat 4 ja —1. Vektorin & komponentit ovat
puolestaan % ja —/5.

Tarkalleen ottaen vektori (a,b) on niin kutsuttu jérjestetty pari. Ta4mé tar-
koittaa sité, ettd lukujen a ja b jarjestyksella on vélia. Esimerkiksi jarjestetty pari
(1,2) ei ole sama kuin jérjestetty pari (2,1).

Vektoreita voidaan havainnollistaa koordinaatiston pisteind. Vektoria (a, b) vas-
taa piste, jonka vaakakoordinaatti on a ja pystykoordinaatti b. Kuvassa 1.1 on esi-
tetty vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavat tason pisteet.

Vektoria (a, b) voi kuvata myos pisteen (a, b) paikkavektorina eli suuntajanana,
jonka lahtopiste on origo ja paitepiste (a,b). Vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavat
paikkavektorit on esitetty kuvassa 1.1.
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Kuva 1.1: Vektoreita (1, 3) ja (—3, 2) vastaavat tason pisteet seké samoja vektoreita
vastaavat paikkavektorit.

Pisteen ja paikkavektorin lisiksi avaruuden R? vektoria voi havainnollistaa mis-
té tahansa pisteesté lahtevilla suuntajanana. Kuvassa 1.2 on esitetty vektoria (1, 3)
vastaavia suuntajanoja seka vektoria (—3,2) vastaavia suuntajanoja.
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Kuva 1.2: Vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavia suuntajanoja.

Suuntajanan paikalla ei ole vélid. Ainoastaan sen suunta ja pituus merkitsevét.
Vektoria (a,b) vastaavalla suuntajanalla on sama suunta ja pituus kuin pisteen
(a,b) paikkavektorilla.

Talld kurssilla avaruuden R? vektori on mééritelméinsd mukaan kahdesta re-
aaliluvusta koostuva jérjestetty pari. Vektoreita voidaan kuitenkin havainnollistaa
pisteind, paikkavektoreina ja suuntajanoina. Se, millainen havainnollistamistapa
on paras, riippuu siitd, mitd ollaan tekeméssd. Usein vektoreita kasitellessd on
pystyttava vaihtamaan sulavasti yhdestéa esitystavasta toiseen.

Vektoreille voidaan maéritella erilaisia laskutoimituksia.
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Masritelmé 1.3. Oletetaan, ettd v = (vi,v2) € R? ja w = (wy,wy) € R2
Vektoreiden v ja w summa on vektori

v+ w = (vy +wy,ve + ws).

Lisédksi vektoreita voidaa kertoa reaaliluvuilla. Tétéa operaatiota kutsutaan skalaa-
rikertolaskuksi. Jos v = (v1,v2) € R? ja ¢ € R, niin mééritelliin

cv = (cvy, cvg).

Vektorien yhteydessé reaalilukuja kutsutaan usein skalaareiksi, ja siitd johtuu
my0s skalaarikertolaskun nimitys.

Esimerkki 1.4. Tarkastellaan vektoreita v = (4,1) ja w = (—3,2). Niiden summa
on
v4+w=(4+(-3),1+2)=(1,3).

Yhteenlaskussa vektorien komponentit lasketaan yhteen, ja siksi yhteenlaskua voi-
daan havainnollistaa geometrisesti (ks. kuva 1.3). Vektorien summa nidhdaén aset-
tamalla vektorit perakkéin niin, ettd jalkimméinen vektori alkaa siitd, mihin en-
simméinen péadttyi. Summavektorin alkupiste on ensimmaéisen vektorin alkupiste
ja padtepiste jalkimmaisen vektorin paatepiste.

Kuva 1.3: Vektorit v ja w seké niiden summa v + w.

Tutkitaan sitten skalaarikertolaskua. Maaritelmén mukaan

2W=(2-4,2-1) = (8,2) ja
1 1 1 1
= (e dy == 1) = (=2 —2).
21} ( 2 Y 2 ) ( I )

Vektorit 20 ja —%z‘; on piirretty kuvaan 1.4.

Huomataan, etta positiivisella skalaarilla kertominen séilyttda vektorin suunnan
ja negatiivisella skalaarilla kertominen kéd&ntaa vektorin suunnan vastakkaiseksi.



~0,50

Kuva 1.4: Skalaarimonikerrat 20 ja —%17.

Maéritelma 1.5. Vektorille (—1)7 kiytetddn merkintdd —o. Summalle 0 + (—w)
puolestaan kiytetdan merkintdd v—w. Tata kutsutaan vektorien v ja w erotukseksi.

Esimerkiksi vektorien (—1,6) ja (4,2) erotus on
(_176) - (47 2) = (_176) + (_1)(47 2) = (_176) + (_4a _2) = (_5a4)

Vektorien erotuksen voi méaarittad kuvan perusteella samaan tapaan kuin sum-
man. Nyt vain jalkimmaéisen vektorin suunta on kidadnnettava. Vektorien summaa
ja erotusta on havainnollistettu kuvassa 1.5.

Kuva 1.5: Summa v + w seké erotukset v — w ja w — .

Kaikki edella esitellyt kasitteet voidaan méaritella myos kolmiulotteisessa ava-
ruudessa. Avaruus R? on joukko {(a, b, c) | a,b,c € R}. Sen alkioita voidaan ajatel-
la avaruuskoordinaatiston pisteinéd. Yhteenlasku ja skalaarikertolasku méaaritellaan
komponenteittain samalla tavalla kuin avaruudessa R2.

Toisinaan merkitééin i = (1,0) ja j = (0,1) tai 4 = (1,0,0), 5 = (0,1,0) ja
k = (0,0,1). Kyseisid merkintji ei juurikaan kilytetd talla kurssilla.



2 Avaruus R"

Edellisessé luvussa kisiteltiin avaruuksien R? ja R3 vektoreita eli reaalilukupareja
ja reaalilukukolmikoita. Naitd avaruuksia voidaan yleistda maarittelemalla avaruus
R™.

Oletetaan, etta n € {1,2,3,...}.

Maaritelma 2.1. Avaruuden R™ alkiot ovat reaaliluvuista koostuvia n-jonoja.
Toisin sanoen
R"™ = {(vi,v2,...,0p) | v1,02,...,v, € R}.

Avaruuden R" alkioita kutsutaan wvektoreiksi.

Jos v = (v1,v2,...,v,) € R™ niin lukuja vy, vs,...,v, kutsutaan vektorin v
komponenteiksi. Sovimme, etté ellei toisin mainita, vektorin ¥ komponetteja mer-
kitdan symboleilla vy, v, ..., vy,.

Maaritelméa 2.2. Oletetaan, ettd v € R", w € R" ja ¢ € R. Télléin
v+ w = (v +w1,v2 +wa ..., 0, +wy) ja
cv = (cvy, cvg, . .., Cuy).

Ensimmaisté laskutoimitusta nimitetdan vektorien yhteenlaskuksi ja toista ska-
laarikertolaskuksi. Jos v € R™ ja ¢ € R, vektoria cv nimitetdén vektorin v skalaa-
rimonikerraksi. Vektorien yhteydessa reaalilukuja kutsutaan usein skalaareiksi.

Maaritelmé 2.3. Vektorin v vastavektori on skalaarimonikerta (—1)v. Sitd mer-
kitddn —v. Vektoreiden v ja @ erotus on summa v + (—w). Sitd merkitddn v — w.
Vektoria (0,0, ...,0) kutsutaan nollavektoriksi. Sille kiytetiin merkitéié 0.

Esimerkki 2.4. Merkitaan v = (—5,3,0,1,—1) jaw = (-2, —4,2,3,5). Talloin v
ja @ ovat avaruuden R® vektoreita. Lasketaan vektorit 20 — 3w ja —50 — w:

20 — 3w = (—10,6,0,2, —2) — (—6,—12,6,9,15) = (—4, 18, -6, —7, —17)
—50 —w = (25, —15,0,—5,5) — (—2, —4,2,3,5) = (27,11, -2, —8,0).

Voidaan osoittaa, ettd avaruuden R" vektoreille patevat tutut laskusdannot.
Lause 2.5. Oletetaan, ettd v,w,u € R™ ja a, c € R. Tdllgin

1. v+w=w+7v (vaihdannaisuus)
(u+v)+w=1u+ (v+w) (liitanndisyys)

14+0=

<

v+ (-v) =0

S N

c(v 4+ w) = v+ cw (osittelulaki)
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6. (a+c¢)v =av+ cv (osittelulaki)
7. a(cv) = (ac)v
S8 1lov=v

Huom. Lause tarkoittaa véitetté, joka voidaan perustella todeksi nojautumalla
maéadritelmiin ja aikaisemmin todeksi osoitettuihin véitteisiin

Todistus. Todistetaan esimerkin vuoksi kohta 1 ja jatetddn loput kohdat harjoitus-
tehtéviksi. Kirjoitetaan v = (v1,...,v,) ja w = (w1, ..., wy), Missé vy,...,v, € R
jawi,...,w, € R. Nyt ndhdéaan, etta

U4+ w = (v1 +wi,v2 + W, ...,V + W)

= (w1 + vy, we + Vo, ..., Wy + V) =W+ V.

Téassé kiytettiin hyviksi reaalilukujen yhteenlaskun vaihdannaisuutta. Siten viite
on todistettu. O

Skalaarikertolaskun avulla voidaan mééaritelld vektorien yhdensuuntaisuus.

Maaritelma 2.6. Vektorit v € R™ ja w € R™ ovat yhdensuuntaiset, jos v = rw
jollakin € R\ {0}. Talloin merkitéén v || w.

Esimerkki 2.7. Vektorit v = (—2,1) ja w = (6, —3) ovat yhdensuuntaiset, silld

v = —(1/3)w. Vektorit v ja w = (3,—1) eivit puolestaan ole yhdensuuntaiset.
Jos nimittéin olisi olemassa r € R, jolle pétisi ¥ = ru, niin —2 = 3r ja 1 = —r.
Ensimmaéisen yhtdlon mukaan r = —2/3, mutta toisen yhtdlon mukaan r = —1.

Taméa on mahdotonta, joten ei ole olemassa sellaista lukua r, jolle pidtee v = ru.
Siten vektorit ¥ ja @ eivit ole yhdensuutaiset.

g

Kuva 2.6: Vektorit v, w ja u.



Maaritelma 2.8. Oletetaan, ettd w € R™ ja vy, U2, ... 0, € R™. Vektori w on
vektoreiden v1, v2, . ..U lineaarikombinaatio, jos on olemassa sellaiset reaaliluvut

ai, as, ..., ag, etta
W = a1V1 + a9 + - -+ + ar V.

Esimerkki 2.9. Merkitdan v; = (1,1), v2 = (—1,2) ja w = (5, —1). Vektori @ on
vektoreiden 7 ja v9 lineaarikombinaatio, silld

301 — 209 = 3(1,1) — 2(—1,2) = (3,3) — (—2,4)
=(5,—1) =w.

301

Kuva 2.7: Vektori w on vektoreiden v; ja v lineaarikombinaatio.
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3 Suorat ja tasot

Tassé luvussa kisitelladn avaruuksien R? ja R? suoria ja tasoja vektoreiden nako-
kulmasta.

3.1 Suora

Maaritelma 3.1. Oletetaan, ettd n = 2 tai n = 3. Avaruuden R" suora on joukko
{p+kv|keR},
misséd p € R" jav € R™\ {0}.

Vektoria p kutsutaan suoran paikkavektoriksi ja vektoria v suoran suuntavek-
toriksi.

Olkoon S avaruuden R? suora. Jos (a,b) € S, niin sanotaan, etti piste (a,b)
on suoralla S tai ettd suora S kulkee pisteen (a,b) kautta. Vastaavia ilmauksia
kiiytetddn avaruudessa R3.

Esimerkki 3.2. Esimerkiksi joukko S = {(—1,2) + k(—2,—1) | k € R} on suora.
Se on piirretty kuvaan 3.8.

Kuva 3.8: Suora S avaruudessa R2.

Maéaritelmén mukaan mikd tahansa suoran S piste voidaan kirjoittaa summana
vektorista p = (—1,2) ja jostakin vektorin v = (—2,—1) skalaarimonikerrasta.
Esimerkiksi (=5,0) = p+ 20 ja (3,4) = p— 20, joten (—5,0) € S ja (3,4) € S. Siis
suora S kulkeen pisteiden (—5,0) ja (3,4) kautta.

Toisaalta piste (4, 2) ei ole suoralla S. Jos nimittdin (4,2) = (—1,2)+k(—2, —1)
jollakin & € R, niin 4 = —1 — 2k ja 2 = 2 — k. Ensimmaéisen yhtélon perusteella
k = —5/2 ja toisen perusteella k = 0. Tadmé& on mahdotonta, joten ei ole olemassa
sellaista lukua k € R, jolle pétee (4,2) = (—1,2) + k(—2,—1). Siis (4,2) ¢ S.

11



Ryhdytaan seuraavaksi madrittamaan suoraa, joka kulkee annettujen pisteiden
kautta. Sitd ennen otetaan kdytt66n muutama merkintd. Oletetaan, ettd A ja B
ovat avaruuden R? tai R? pisteitéd. Vektori AB on vektori, jota vastaavan suunta-
janan alkupiste on A ja pédtepiste on B. Origoa on tapana merkitd symbolilla O.
Siten pisteen A paikkavektorille saadaan merkinti OA.

A B

AB=0B-0A

Kuva 3.9: Vektorit OA, OB ja AB.

Esimerkki 3.3. Tutkitaan, millainen on pisteiden A = (—1,5) ja B = (2, 2) kautta
kulkeva suora. T&ta varten tarvitaan suoralle paikkavektori. Paikkavektoriksi kay
minki tahansa suoran pisteen paikkavektori, esimerkiksi vektori OA = (—1,5).
Suuntavektoriksi kdy miké tahansa suoran suuntainen vektori, esimerkiksi vektori

AB = -0OA+ OB = (2,2) — (—1,5) = (3,-3).

Néin saadaan suora {(—1,5) +#(3,-3) | t € R}.

Kuva 3.10: Suora {(—1,5) +¢(3,—3) | t € R}.

12



Varmistutaan vield siitéd, ettd annetut pisteet A ja B todellakin ovat suoralla.
Huomataan, ettd (—1,5) = (—1,5) +0-(3,—3) ja (2,2) = (—1,5) + (3, —3). Siten
pisteet A ja B ovat suoralla.

Vastaavalla menetelmalld on aina mahdollista méaarittaa kahden pisteen kautta
kulkeva suora, vaikka asiaa ei sen tarkemmin téssé osoitetakaan.

Suoran paikka- ja suuntavektorit eivit ole yksikésitteisia, silla sama suora voi-
daan kirjoittaa joukkona {p + tv | ¢ € R} usealla eri tavalla. Voidaan osoittaa,
etta

e vektoriksi p voidaan valita suoran minka tahansa pisteen paikkavektori.
e vektoriksi v voidaan valita mika tahansa suoran suuntainen vektori.

Esimerkki 3.4. Esimerkin 3.2 suoralle S = {(—1,2) + k(—2,—1) | k¥ € R} on
mahdollista valita paikkavektoriksi piste (3,4) ja suuntavektoriksi vektori (—4, —2).
Tall6in S voidaan kirjoittaa muodossa

((3,4) + t(—4,-2) | t € R}.

Vaikka tdmé joukko onkin dkkiseltdén katsottuna erilainen kuin suoran S alkupe-
rdinen madritelmé, on joukoissa tdsmélleen samat alkiot. Asiaa on havainnollistet-
tu kuvassa 3.11.

o= (-2,-1) p=(3,4)

Kuva 3.11: Suoran paikkavektori ja suuntavektori eivéit ole yksikasitteisia.

Osoitetaan vield huolellisesti, ettd joukot S = {(—1,2) + k(—2,—1) | k € R} ja
S" = {(3,4) + t(—4,-2) | t € R} ovat samat. Kaksi joukkoa osoitetaan samoiksi
ndyttamalla, ettd kumpikin on toisen osajoukko.

”C”: Osoitetaan ensin, ettd S C S’. Tami tehdddn niyttamailld, ettd jokainen
joukon S alkio on joukossa S’. Oletetaan, ettd a € S. Nyt a = (—1,2) +
k(—2,—1) jollakin k£ € R. Huomataan, ettd

a=(-1,2)+k(-2,-1) = (=1,2) + (=2 + 2+ k)(-2,-1)
=(-1,2)—2-(-2,-1)+ (2+k)-(-2,-1)
L2tk

=3, 4)+2+k) (—2,-1)=(3,4) 5

’ (_47 _2)7
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missd (k4 2)/2 € R. Siten a € S’. Niin on osoitettu, ettd S C S’

727 Osoitetaan sitten, ettd S’ C S eli ndytetain, ettd jokainen joukon S’ alkio on
joukossa S. Oletetaan, ettd a € S’. Nyt a = (3,4) + t(—4, —2) jollakin ¢ € R.
Huomataan, etta

a=(3,4) +t(—4,-2)=(3,4) +(-4,-2)+ (t—1)-(—4,-2)
=(-1,2)+(t—1)-(—4,-2) = (-1,2) +2(t — 1) - (-2, 1),

missd 2(t — 1) € R. Siten a € S. Niin on osoitettu, ettd S’ C S.

3.2 Taso
Masritelmé 3.5. Avaruuden R3 taso on joukko
{p+sv+tw|s,teR},
missi p € R3, 0,w € R\ {0} ja vektorit ¥ ja w eiviit ole yhdensuuntaiset.

Vektoria p kutsutaan tason paikkavektoriksi ja vektoreita v ja w tason suunta-
vektoreiksi. Olkoon T avaruuden R? taso. Jos (a, b, c¢) € T, niin sanotaan, etti piste
(a,b,c) on tasossa T tai ettd taso T kulkee pisteen (a,b,c) kautta.

« (a,b,¢)

Kuva 3.12: Piste (a, b, c) on tasossa T.

Voidaan osoittaa, ettéd sama taso on mahdollista kirjoittaa usealla eri tavalla
joukkona {p + sw +tv | s,t € R}:

e Vektoriksi p voidaan valita tason minka tahansa pisteen paikkavektori.

e Vektoreiksi w ja ¥ voidaan valita mitkd tahansa tason suuntaisen vektorit,
kunhan w ja v eivét ole yhdensuuntaiset.

Esimerkki 3.6. Maéritetaan pisteiden A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C =
(—2,0,1) kautta kulkeva taso T'. Valitaan ensin tason paikkavektori. Esimerkik-
si tason pisteen A paikkavektori OA = (0,1,0) kily tdhin tarkoitukseen. Lisiksi
tarvitaan tason suuntaiset suuntavektorit:

AB=-0A+0B=(-1,2,2) ja AC=-0A+0C = (-2,-1,1).

14
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Kuva 3.13: Taso voidaan kirjoittaa eri tavoin joukkona {p + sw + tv | s,t € R}.

Huomaa, ettd vektorit eiviit ole yhdensuuntaiset, silli AB # tAC kaikilla t €
R\ {0}. Néin saadaan taso

T={OA+sAB+tAC |s,t e R}
={(0,1,0) + s(—1,2,2) + t(-2,-1,1) | s,t e R }.

15



4 Avaruuden R" aliavaruudet

Edellisessé luvussa kiisittelimme avaruuksien R? ja R3 suoria ja tasoja. Osoittau-
tuu, ettéd erityisesti origon kautta kulkevat suorat ja tasot ovat mielenkiintoisia.
Téssa luvussa yleistdmme téllaiset suorat ja tasot avaruuteen R” ja tutkimme niin
kutsuttuja vektoreiden virittdmia aliavaruuksia.

Maiaritelma 4.1. Vektoreiden vy, ..., 0, € R™ wirittamd aliavaruus on joukko
span(i_)l, - ,’l_)k) = {a1171 + aoUo + - - - 4+ apUg ’ a1,ag,...,a € R}.

Vektoreiden virittamaé aliavaruus koostuu siis kaikista vektoreiden lineaarikom-
binaatioista. Englannin kielen verbi “span” tarkoittaa virittdmista tai ulottumista.

Esimerkki 4.2. Esimerkiksi avaruuden R? suora
S={0+t(-3,1)|te R} ={t(-3,1) | t € R}

on vektorin (—3,1) virittdmé aliavaruus. Toisin sanoen S = span((—3,1)). Ava-
ruuden R? taso

T={0+41t(-3,1)+5(2,2) | t,s e R} = {t(=3,1) + 5(2,2) | t,s € R}
taas on vektorien (—3,1) ja (2, 2, ) virittdma aliavaruus, eli T = span((—3, 1), (2, 2)).

Tutkitaan millaisia vektorien virittdmat aliavaruudet voivat olla avaruuksissa
R? ja R3. Nollavektorin virittima aliavaruus on span(0) = {a -0 | a € R} = {0}.
Aliavaruudessa on siis ainoastaan nollavektori.

Oletetaan sitten, ettd v € R?\ {0} tai v € R?\ {0}. T#lléin vektorin o virittima
aliavaruus span(v) = {av | a € R} on vektorin ¥ suuntainen suora. Tdmé suora
kulkee origon kautta.

Jos taas v, w € R?\ {0} ja ¥ ja w eiviit ole yhdensuuntaisia, vektorien v ja w
virittdma aliavaruus span(v, w) = {sv + tw | s,t € R} on taso, joka kulkee origon
kautta.

span(0)

span(v) /

Kuva 4.14: Nollavektorin virittimé aliavaruus on {0}. Vektorin v # 0 virittimé
aliavaruus on origon kautta kulkeva suora. Kahden vektorin virittdma aliavaruus
voi olla origon kautta kulkeva taso.
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Vektoreiden virittaman aliavaruus yleistaé siis origon kautta kulkevan suoran
ja tason késitteitd. Seuraava esimerkki osoittaa, miksi juuri origon kautta kulkevat
suorat ja tasot ovat erityisen kiinnostavia.

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan origon kautta kulkevaa suoraa
S = span(v) = {kv | k € R},

missid v € R? \ {0}. Jos w, @ € S, niin w = av ja & = bv joillakin a, b € R. Nyt
w + u = (a + b)v, joten summa w + @ on suoran S alkio. Liséksi jos ¢ € R, niin
cw = c(av) = (ca)v. Siten kaikkien suoran S alkioiden skalaarimonikerrat ovat
edelleen suoran S alkioita. Tavallaan suora S on oma pieni avaruutensa avaruuden
R? sisiissé, ja sielld voidaan laskea vektoreita yhteen ja kertoa niité reaaliluvuilla.
Sama pétee origon kautta kulkeviin tasoihin.

Tilanne on aivan toinen, jos suora tai taso ei kulje origon kautta. Tutkitaan
vaikkapa esimerkin 3.2 suoraa

S ={(~1,2) + k(~-2,—1) | k € R}.

Nyt esimerkiksi (—1,2) ja (—3,1) ovat suoralla S. Summa (—1,2) + (=3,1) =
(—4,3) ei kuitenkaan ole suoralla S (ks. kuva 4.15). Myoskddn skalaarimonikerta
2-(—1,2) = (—2,4) ei ole suoralla S.

Kuva 4.15: Esimerkin 3.2 suora S.

Edella tehdyt havainnot voidaan yleistdd minka tahansa vektoreiden viritta-
malle aliavaruudelle. Jos aliavaruuden kaksi vektoria lasketaan yhteen, on summa
edelleen aliavaruudessa. Samoin aliavaruuden vektoreiden skalaarimonikerrat ovat
aliavaruudessa. Lisdksi nollavektori kuuluu aina vektorien virittdméadn aliavaruu-
teen.

Lause 4.4. Oletetaan, etti vy, va, ..., 0 € R™. Merkitiin W = span(vy,...,0k).
Tdlléin
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a) josu, w € W, nitn u+w € W.
b) josw € W jaa€R, niin aw € W.
c) 0eW.

Todistus. Osoitetaan kohta a) ja jatetddn loput kohdat harjoitustehtéviksi. Ole-
tetaan, ettd u, w € W. Nyt u = a1v1 + --+ + agUy joillakin aq,...,a; € R ja
W = b1y + - - - + b ¥y, joillakin by, ..., b € R. Huomataan, etta

ﬂ—HD:(a1171+---+ak@k)+(b1171+---+bk17k)
= (a1 4 b1)01 + - - + (a + bg) V.

Siten u +w € W. O
Esimerkki 4.5. Tutkitaan, kuuluuko vektori w = (-2, 3,2, —1) vektoreiden
Q_}l = (07_1727 1)7 @2 = (270717_1) ja 1_)3 - (4727270)

virittdméén aliavaruuteen span(vy, 02, v3). On siis selvitettéivi, onko olemassa re-
aalilukuja x1, z9, x3, joille patee

T101 + T2V2 + 2303 = W

eli
x1(0,—1,2,1) + 22(2,0,1, —1) + 23(4,2,2,0) = (-2, 3,2, —1).

Tama yhtilo voidaan vield muuttaa muotoon
(0, —x1,2x1,21) + (222,0, z2, —22) + (4x3, 223, 223,0) = (—2,3,2,—1)
ja edelleen yhtaloksi
(04 2z9 + 4x3, —x1 + 0+ 223, 221 + 22 + 223, 1 — 22 +0) = (—2,3,2,—1).
Toisin sanoen on ratkaistava yhtaloryhméa

2x0 + 43 = —2

—x1 + 223 =
201 + xo+2x3= 2
xr1 — X9 =—1.

Miten téllainen yhtdléryhmaé ratkaistaan? Ennen kuin syvennymme vektoreiden
virittdmiin aliavaruuksiin liséd, on syyta perehtya yhtéloryhmien ratkaisemiseen.
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5 Lineaariset yhtaloryhmaéat

Lineaarinen yhtdléryhmd on yhtaloryhmé, joka on muotoa

anzr + a2 + - 4+ awmr, = b
anxr1 + axpre + - 4+ agmTn, = b
Am1T1 + Am2T2 + o+ AmnTn = by
missé aii, ..., amn,b1,-..,0m € R. Symbolit z1,z9,...,x, ovat yhtidléiden tun-
temattomia. Lukuja aiq,..., am, nimitetdan yhtaloryhméan kertoimiksi ja lukuja
b1,ba, ..., by, vakioiksi. Jos tuntemattomia on vahéan, niitd merkitdan yleensa sym-
boleilla z,y, z ja niin edelleen.
Esimerkiksi
—4x1 + \/ga?g +  2x3 = 4
1 + gxg = 0
5r1 + V2xy + llag = -3
— 6z — 3223 = 4

on lineaarinen yhtéléryhmé.

Lineaarisen yhtéaloryhmén ratkaiseminen merkitsee sité, ettd l0ydetdaan kaikki
ne luvut, jotka tuntemattomien xi,...,x, paikalle sijoitettuina toteuttavat yhta
aikaa kaikki yht&lot.

Lineaarisessa yhtaloryhmaéssé oleellisia ovat vain kertoimet ja vakiot. Kaikki
tieto yhtaloryhmasta voidaankin tiivistad lukutaulukkoon eli matriisiin, jossa lue-
tellaan kaikki kertoimet sekd vakiot. Kun késitelladn yhtdloryhmien sijasta mat-
riiseja, on kirjoittevaa paljon vihemmaén, silld tuntemattomia ei tarvitse kirjata
y10s.

Esimerkiksi edelld esitellyn yhtéloryhméan matriisi on

-4 V3 2
1 0 g o
5 V2 11

0 —6 —-32| 4

Selkeyden vuoksi kertoimet on tapana erottaa vakioista pystyviivalla. Huomaa,
ettd matriisiin on kirjoitettava nolla niiden termien kohdalle, jotka puuttuvat yh-
taloryhmaésta. Kyseisten termien kertoimena on nimittéin nolla.

Kappaleessa 8 tutustutaan matriisien teoriaan yleisemmin. Téassa luvussa ké-
sittelemme vain yhtaloryhmistéd saatuja matriiseja.

5.1 Gaussin—Jordanin eliminointimenetelméa

Seuraavaksi kiiydadn ladpi menetelmé, jolla voidaan ratkaista miké tahansa lineaari-
nen yhtéloryhma. Ideana on muokata yhtaloryhmésta uusia yhtaloryhmia, joilla on
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samat ratkaisut kuin alkuperéaiselld yhtaloryhmalld. Viimeisenéd saatu yhtaloryh-
ma on helppo ratkaista. Koska viimeisen yhtéaloryhmén ratkaisut ovat samat kuin
alkuperdisen yhtaléryhméan, on alkuperaisen yhtaloryhmén ratkaisut 16ydetty.

Maaritelma 5.1. Yhtaloryhmia kutsutaan ekvivalenteiksi, jos niilla on tédsmaélleen
samat ratkaisut.

Ryhdymme muokkaamaan yhtéaléryhmié niin kutsutuilla alkeisrivitoimituksil-
la. Niiden avulla tuotetaan uusia yhtaloryhmia, jotka ovat ekvivalentteja alkupe-
rdisen yhtdloryhmén kanssa. Koska matriisien késitteleminen on helpompaa kuin
yhtaloryhmien, tehdééan alkeisrivitoimitukset matriiseille.

Maaritelma 5.2. Seuraavat kolme operaatiota ovat alkeisrivitoimituksia:
1. Vaihdetaan kahden rivin paikka matriisissa.
2. Kerrotaan jokin rivi nollasta poikkeavalla reaaliluvulla.
3. Lisataéan johonkin riviin jokin toinen rivi reaaliluvulla kerrottuna.

Alkeisrivitoimituksille kiiytetdan téssd materiaalissa seuraavia lyhennysmerkin-
t0ja

e R; <+ R;: vaihdetaan rivien ¢ ja j paikat (i # j).
e aR;: kerrotaan rivi ¢ luvulla a # 0.
e R;+ bR;: lisétéén riviin ¢ rivi j luvulla b kerrottuna (i # j).

Esimerkki 5.3. Seuraavassa on annettu esimerkit erilaisista alkeisrivitoimituksis-

ta:
-4 3 4 1 2]-1 1 2| -1 1 2|1
5 3| 2 3| 2 0o -7 7 0 1|-1
0 6| 4 0 6| 4 0 6| 4 0 6| 4

Maaritelma 5.4. Matriisi A on riviekvivalentti matriisin B kanssa, jos B saadaan
matriisista A alkeisrivitoimituksilla.

Esimerkiksi edellisen esimerkin matriisit

—4 3] 4 1 2|-1
1 2|-1| . |-4 3| 4
5 31 2f 0 1]-1
0 6| 4 0 6| 4

ovat riviekvivalentit. Alkeisrivitoimituksia voidaan ajatella tehtédvin myds nolla
kappaletta. Siten jokainen matriisi on itsensé kanssa riviekvivalentti.
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ail a2 ... Qin by C11 Ci2 ... Cin dy

as1 a22 . aogn bg alkeisrivie C21 C292 . Con, dg
toimituksia

Am1 Qm2 -+ Gmn | by Cml Cm2 -+ Cmn | dm
a1171 + -+ a1pTy = by 1171 + -+ CinTy = dy
2171 + - + A2pTy = b 2171 + -+ ConTy = da

{(— samat
_ ratkaisut _
aAm1T1 + -+ G Tn = bm Cm1Z1 + -+ CmnTp = dm

Kuva 5.16: Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmén perusta.

Lause 5.5. Jos yhtdloryhmid vastaavat matricsit ovat riviekvivalentit, yhtaloryh-
mdt ovat ekvivalentit.

Lause voidaan muotoilla my6s toisin: jos yhtaloryhmia vastaavat matriisit ovat
riviekvivalenit, yhtaloryhmilld on tdsmélleen samat ratkaisut. Alkeisrivitoimituk-
sen tekeminen ei siis muuta yhtaloryhmén ratkaisuja. Lauseen todistus on esitetty
luvun lopussa.

Yhtaloryhméa ratkaistaessa on tavoitteena muuttaa yhtaloryhmén matriisi al-
keisrivitoimituksilla niin kutsutuksi redusoiduksi porrasmatriisiksi, josta ratkaisut
on helppo ndhda. Tutustutaan aluksi porrasmatriiseihin ja siirrytdan sitten tutki-
maan redusoituja porrasmatriiseja.

Maaritelma 5.6. Matriisi on porrasmatriisi, jos
1. mahdolliset nollarivit ovat alimpina.

2. kullakin rivilla ensimmaéinen nollasta poikkeava alkio (eli johtava alkio) on
ylemman rivin johtavan alkion oikealla puolella.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat porrasmatriiseja. Niiden johtavat alkiot on
lihavoitu.

1?; g : g 004 00 =3 -3 —41 1 0 -3 6
00 0 -3 00 0 -1 7 —-11 0 000 5 —-11
000 0 000 01 -3 0 000 O 0

Maaritelma 5.7. Matriisi on redusoitu porrasmatriisi, jos
1. se on porrasmatriisi.
2. jokaisen rivin johtava alkio on 1.

3. jokainen johtava alkio on sarakkeensa ainoa nollasta poikkeava alkio.
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Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat redusoituja porrasmatriiseja:

(1)(1)83 001 =53 0 0 =3 130 0 =3 8
00 1 -3 000 01 0 —-11 001 -3 5 —11
000 o0 000 001 =3 000 0 O 0
Esimerkki 5.8. Matriisi
1 0 0] 4
01 0|-2
0 0 1| 3
on redusoitu porrasmatriisi. Sitd vastaava yhtéaloryhmé on
I =4
i) = -2
1‘3:3.

Huomataan, ettad yhtéloryhmaésta nékyy suoraan sen ratkaisu, joka on

r1 =4
x2:—2
a;3:3.

Ratkaisut on helppo ndhda juuri sen vuoksi, ettd yhtdloryhméan matriisi on re-
dusoitu porrasmatriisi.

Tavoitteena on siis muuttaa yhtaléoryhmén matriisi redusoiduksi porrasmatrii-
siksi, josta ratkaisut nékyvéat suoraan. Voidaan osoittaa, ettd miké tahansa matrii-
si voidaan muuttaa alkeisrivitoimituksilla redusoiduksi porrasmatriisiksi. Seuraava
esimerkki nayttaa, kuinka tdma tehdéén.

Esimerkki 5.9. Tutkitaan matriisia

2 -1 3 2
1 0 2 1
-1 -2 0 3

ja muutetaan se redusoiduksi porrasmatriisiksi. Aloitetaan ensimméisestd sarak-
keesta. Vaihtamalla ensimmaéisen ja toisen rivin paikat, saadaan ensimmadisen rivin
johtavaksi alkioksi 1:

1021
ol 9 1 3 2
-1 -2 0 3

Téamaén jalkeen johtavan alkion alla olevat alkiot on helppo muuttaa nolliksi. Va-
hennetéén ensin toisesta rivistda ensimmaéinen rivi luvulla 2 kerrottuna:

10 21
2Bl g -1 -1 0
-1 -2 0 3
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Lisataan sitten kolmanteen riviin ensimmaéinen rivi luvulla 1 kerrottuna:

1 0 21
RBstfi 1y 1 —1 0
0 -2 2 4

Nyt ensimmaéinen sarake on halutussa muodossa. Siirrytdian muokkaaman toista

saraketta. Muutetaan ensin sen johtava alkio ykkdseksi, jotta voidaan toimia sa-
moin kuin edelld. Kerrotaan siis toinen rivi luvulla —1. Saadaan matriisi

0 2

B 11

2

[\
I R

Toisen rivin johtavan alkion avulla voidaan muuttaa sen alla oleva alkio nollaksi.
Lisatadn kolmanteen riviin toinen rivi luvulla 2 kerrottuna. Saadaan matriisi

1
flat2fiz 1
0

o = O

2
1
4

= O =

joka on porrasmatriisi.
Jatketaan muokkaamista niin, ettd saadaan aikaan redusoitu porrasmatriisi.
Muutetaan ensin kaikki johtavat alkiot ykkosiksi:

1=
o)

3

i’

1 0 21
0110
0 011

Muutetaan alimman rivin johtavan alkion avulla kaikki kolmannen sarakkeen muut
alkiot nolliksi:

102 1 100 -1
il 10 -1 =% 0o 1 0 -1
001 1 001 1

Néin saatu matriisi on redusoitu porrasmatriisi.

Saatu redusoitu porrasmatriisi on eri matriisi kuin se, josta lahdettiin liikkeelle.
Matriisit my0s vastaavat erilaisia yhtéloryhmia. Nailld yhtaloryhmilla on kuitenkin
samat ratkaisut.

Ohjeita redusoidun porrasmatriisin aikaansaamiseksi:
e Porrasmatriisia muodostetaan vasemmalta oikealle ja ylhaalta alaspéin.
e Johtavat alkiot kannattaa useimmiten muuttaa ykkosiksi.

e Johtavien alkioiden avulla muutetaan niiden alapuolella olevat alkiot nolliksi.
Néin saadaan aikaan porrasmatriisi.
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e Redusoitua porrasmatriisia muodostetaan oikealta vasemmalle ja alhaalta
ylospéin.

e Johtavien alkioiden avulla muutetaan niiden yléapuolella olevat alkiot nolliksi.

e Tee vain yksi alkeisrivitoimitus kerrallaan!

Gaussin-Jordanin menetelméa

Nyt olemme valmiita ottamaan kiyttoon niin kutsutun Gaussin-Jordanin mene-
telmén, jonka avulla lineaariset yhtéloryhmét voidaan aina ratkaista.

1. Kirjoita yhtaloryhméan matriisi.

2. Muuta matriisi alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisiksi.
3. Muuta porrasmatriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi.

4. Lue ratkaisut redusoidusta porrasmatriisista.

Esimerkki 5.10. Ratkaistaan yhtaloryhméa

201 — x9 4+ 33 = 2
T + 2x3 = 1
—r1T — 2.%'2 = 3
Sen matriisi on
2 -1 3|2
1 0 21
-1 -2 0|3

Taméa matriisi muutettiin redusoituksi porrasmatriisiksi esimerkisséd ?7:
1 00
01 0]-1
0 0 1] 1

Redusoitua porrasmatriisia vastaava yhtaloryhméa on

1 = -1
T2 = -1
r3 = 1.

Koska alkuperdisen yhtdloryhmaéan ratkasut ovat lauseen 5.5 nojalla samat kuin
lopuksi saadun yhtaléryhman, on yhtaloryhmé ratkaistu. Sen ratkaisu on

r]y = -1
o9 = -1
r3 = 1.
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Esimerkki 5.11. Ratkaistaan lineaarinen yhtaléryhma

r+2y+2=38
—3z — 6y — 3z = —21.

Muutetaan sen matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi:
1 2 1 8 Ry+3f 1 2 1|8
-3 -6 —-3|-21 00 0|3

Vastaava yhtéloryhma on

r+2y+z=8
0=3.
Alin yhtélo on aina epétosi, joten yhtdloryhmaélla ei ole ratkaisua.
Esimerkki 5.12. Ratkaistaan lineaarinen yhtéloryhméa

3x1 +3x2 — 1523 =9
T — 2563 =1
201 — xo— a3=0.

Muutetaan sen matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi:

3 3 —15|9] |, 1 1 -5]|3
3
1 0 —2[1] =5 1 0 —21
2 -1 —1]0 2 -1 —1]0
1 1 =5 3] 1 1 =5 3
Rzl g 1 3o MM g 1 3] 2
2 -1 —1| 0] 0 -3 9|-6
1 1 —5]| 3 1 1 -5]3
LR g 1 3| 2| B 191 3|2
0 -3 9|-6 00 0]0
10 -2]|1
Bzl g 1 39
00 00

Saatua matriisia vastaa yhtaloryhmé

:L’1—2:L'3:1
.732—.%'3:2
0=0

Alin yhtélé 0 = 0 on aina tosi. Tuntemattomalle x3 ei puolestaan aseteta mitdan
rajoitteita, joten se voi olla mikéd tahansa reaaliluku. Sanotaan, ettd x3 on vapaa
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muuttuja. Merkitddn x3 = ¢, missd ¢t € R. Ratkaistaan vield muut tuntemattomat.
Ylin yhtdlo saadaan muotoon x7; — 2t = 1, joten 1 = 1 + 2t. Toinen yhtalo
puolestaan on xo —t = 2 eli zo = 2 4 ¢. Siten yht&lon ratkaisu on

r1=1+2t
To =2+t
.’Egzt,

misséd ¢ € R. Ratkaisuja on siis darettoméan monta. Esimerkiksi 1 = 3, o = 3 ja
xg3 = 1sekd z1 = —1, xo = 1 ja x3 = —1 ovat yhtédléoryhmén ratkaisuja. Jokaisella
reaaliluvulla ¢ yhtaloryhmélle saadaan eri ratkaisu.

Huomaa, etté vapaat muuttujat ndkyvéat redusoidussa porrasmatriisissa sarak-
keina, joissa ei ole lainkaan johtavaa alkiota.

Esimerkki 5.13. Lineaarisen yhtdloryhmén matriisi muutettiin alkeisrivitoimi-
tuksilla redusoiduksi porrasmatriisiksi

1 3 040 0]|7
0012 00]0
0 00O0O0T13

Miké on yhtéaloryhmén ratkaisu?

Havaitaan, ettd johtavat alkiot ovat sarakkeissa 1, 3 ja 6. Muita sarakkeita
vastaavat tuntemattomat xo, x4 ja x5 ovat vapaita muuttujia. Merkitdadn xo = 7,
ry=Sjaxs =1t missar, s, t €R.

Nyt voidaan kirjoittaa

T1+3r+4s=7

ja edelleen
r1=7—3r —4s

T3 = —28
T = 3.

Yhtaloryhmén ratkaisu on siis

(x1 =7—3r —4s
o =T
T3 = —28

Xrg =S

.1‘5:t

$6:37

missa r, s,t € R.
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Esimerkeistd huomataan, ettd yhtaloryhmalld voi olla tdsmaélleen yksi ratkai-
su, ddrettomén monta ratkaisua tai ei yhtaén ratkaisua. Kun muuttujia on kaksi,
tilannetta voi havainnollistaa kuvan avulla. Tutkitaan yhtéloparia

axr +by=c
dr + ey = f.

Oletetaan, ettd yhtalolla on ratkaisu x = r, y = s. Sitd voidaan ajatella tason
pisteené (7, s). Koska ratkaisu toteuttaa ensimméisen yhtélon, piste (r, s) on suo-
ralla, jonka yhtélo on ax + by = c. Samoin piste (r, s) on suoralla, jonka yhtilo on
dx + ey = f. Piste (r, s) on siis molemmilla suorilla, eli se on suorien leikkauspiste.

Jos yhtalot maarittavat kaksi erisuuntaista suoraa, on niilld on tasmélleen yksi
leikkauspiste. Talloin yhtaloparilla on tdsmélleen yksi ratkaisu. Jos yhtalot méarit-
tavit saman suoran, on leikkauspisteitd drettomén monta. Silloin ratkaisujakin on
aarettoméan monta. Jos yhtéaloiden méarittamét suorat eivit ole samat mutta ovat
kuitenkin yhdensuuntaiset, ei leikkauspisteité ole. Silloin ei myoskadn yhtaloparilla
ole ratkaisuja.

Kuva 5.17: Yhtaloryhmalld on tasan yksi ratkaisu, darettoméan monta ratkaisua tai
ei yhtaan ratkaisua.

Esimerkki 5.14. Tarkastellaan yhtaloryhmaa

r+ y+kz=1
r+ky+ z=1
kx+ y+ z=-2.

Tutkitaan, miten luvun k arvot vaikuttavat ratkaisujen lukuméaraén. Ryhdy-
tddn muuttamaan yhtéloryhméan matriisia redusoiduksi porrasmatriisiksi:
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11 k| 1 1 1 ko1
1k 1] 1= lo k-1 12k 0
k1 1]-2 k 1 1] -2
1 1 k 1 1 1 k 1
Bkl b1 1-% of et 1o k-1 1—k 0
0 1—k 1-k*|-2—k 0 0 2—k—k*|-2—k

Kaikki alkeisrivitoimitukset voidaan tdhén asti tehdé riippumatta siitd, mika
luku k£ on. Jatkaminen ei kuitenkaan onnistu, silla toisen rivin alkio k — 1 saattaa
olla nolla, samoin kolmannen rivin alkio 2 — k — k2. Tarkastellaan niité tapauksia
erikseen.

Oletetaan ensin, ettd kolmannen rivin alkio 2—k—k?> =0eli k = —2 tai k = 1.
e Jos k = —2, viimeinen matriisi on

1 1 -211

0 -3 3|0

0O 0 0|0

Havaitaan, etta alinta rivié vastaava yhtéaldé 0 = 0 on aina tosi. Liséksi tunte-
matonta xg vastaavassa sarakkeessa ei ole johtavaa alkiota, joten x3 on vapaa
muuttuja. Ratkaisuja on siten darettoméan monta.

e Jos k =1, viimeinen matriisi on

11 1] 1
0 0 0 O
0 0 0|-3
Havaitaan, ettd alinta rivid vastaava yhtdlo 0 = —3 on aina epéatosi. Siten

yhtéaloryhmalla ei ole ratkaisuja.

Oletetaan sitten, ettd toisen rivin alkio kK — 1 = 0 eli £ = 1. Tdmé& tapaus
kasiteltiin sattumalta jo edella.

Tarkastellaan vield lopuksi tilannetta, jossa sekd toisen rivin alkio k — 1 ettd
kolmannen rivin alkio 2 — k — k? ovat nollasta poikkeavia. T#llin voidaan jatkaa
alkeisrivitoimitusten tekemist#. Koska k — 1 # 0 ja 2 — k — k% # 0 saadaan

11 k 1 11 k 1
el P 1 ol =™ |0 1
0 0 2—k—k?>|-2—k 00 1[(-2-k)/2-k—Fk)

Téll6in yhtéloryhmalla on tdsmaélleen yksi ratkaisu.

Péaadyttiin siis seuraavaan tulokseen: Yhtédloryhmaélla on darettomén monta
ratkaisua, jos ja vain jos kK = —2. Yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua, jos ja vain jos
k = 1. Yhtaléryhmalla on tasan yksi ratkaisu, jos ja vain jos k # 1 ja k # —2.
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Kaydaan vield lopuksi lapi lauseen 5.5 todistus, joka sivuutettiin luvun alussa.

Todistus. Osoitetaan, etté jos yhtaloryhmié vastaavat matriisit ovat riviekvivalen-
tit, yhtaloryhméat ovat ekvivalentit. Tata varten riittaéd nayttéa, etta alkeisrivitoi-
mituksen tekeminen ei vaikuta yhtadloryhmén ratkaisuihin. Tutkitaan yhtéloryh-
maa

al1x1 + aexs + ... 4+ aipxn, = b
ai1r1 + aprs + ... +  QpTy, = b; (1)
[ Gm1T1 + Gm2T2 + ...+ App®n = b,
missé a1, ..., Gmn, 01,...,bm € R.

1. Ensinnédkin huomataan, ettd yhtaloryhmén rivien jarjestyksella ei ole vélia.
Siten kahden rivin paikkojen vaihtaminen ei muuta yhtéléryhmén ratkaisuja.

2. Tutkitaan sitten alkeisrivitoimitusta, joka kertoo rivin ¢ luvulla ¢ € R\ {0}.
Tuloksena on yhtéaloryhma

aj1ry + a1y + -+ 4+ apTny, = by
capnxry + capry + -+ capxrn, = cb; (2)
am1T1 + amaT2 + o 4 GpnTn = by,

\

On osoitettava, yhtéloryhmilld (1) ja (2) on samat ratkaisut. TAméa tehdddn
kahdessa osassa. Ensin nédytetaén, ettd jokainen yhtaléryhmén (1) ratkaisu on
myos yhtaloryhmén (2) ratkaisu. Sitten nédytetéén, ettd jokainen yhtdloryhmén
(2) ratkaisu on my6s yhtaloryhmén (1) ratkaisu.

Oletetaan ensin, ettd x; = r1,...,2, = 7, on yhtéloryhmén (1) ratkaisu ja
osoitetaan, ettd se on myos ryhmén (2) ratkaisu. Oletuksen perusteella pétee

anrr + apres + -+ apth = b1
a;1m +  apre + - 4+ Qprn = b
amiT™ + amare2 + 0+ Qmptn = bm

Kun é:nnen yhtalon molemmat puolet kerrotaan luvulla ¢, saadaan yhtalo
ca;j1ry + - - + caipry, = cb;.

Nyt siis 1 = r1,...2, = 1, toteuttaa yhtaloryhméan (2), ja siten se on myos
yhtaloryhmén (2) ratkaisu.
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Oletetaan sitten, ettd 7 = s1,...,2, = S, on yhtaloryhmén (2) ratkaisu ja
osoitetaan, ettd se on myos ryhmén (1) ratkaisu. Nyt siis

a1151 + aiss + - 4+ aps, = b
cai1s1 + capss + -+ 4+ capS, = cb;
ami1s1 + amas2 + -+ + AmaSn = bm'

Koska ¢ # 0, voidaan i:nnen yhtdlén molemmat puolet jakaa luvulla c. T&llin
saadaan yhtalo a;181 + - -+ 4+ ainsy, = b;. Nyt ndhdaan, ettd ©1 = s1,..., 2, = sy
toteuttaa myos yhtaloryhmén (1), joten se on my6s yhtéléryhmén (1) ratkaisu.
Siten yhtédloryhmilld on samat ratkaisut.

3. Kolmannen alkeisrivitoimituksen tarkastelu jatetdan lukijalle.
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6 Virittaminen

Palataan sitten avaruuden R™ aliavaruuksiin. Palautetaan mieleen, ettd vektorei-
den vy, ...,v; € R™ virittdma aliavaruus on joukko

span(y, ..., 0) = {a101 + agly + - - - + axx | a1, a9, ...,a; € R}.

Nyt osaamme vastata esimerkissa 4.5 esitettyyn kysymykseen. Esimerkissa ha-
luttiin tietdd, kuuluuko vektori w = (-2, 3,2, —1) vektoreiden

’Dl = (07 _1725 ]-)7 172 - (2707 ]-7 _]-) ja @3 - (4)27250)

virittdméaan aliavaruuteen span(v1, v2, v3). Talloin paddyttiin yhtdloryhméén

209 4+ 4dx3 = -2

—I1 + 2x3 = 3
2x1 + To + 2x3 = 2
r — I3 = -1

Kun yhtaloryhma ratkaistaan Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmalld, ndhdéén,
ettd ratkaisuja ei ole. Siten w ¢ span(v, U2, U3).

Esimerkki 6.1. Merkitdén e; = (1,0) ja €2 = (0,1). Osoitetaan, etta
span(ey, &) = R%.

Kaksi joukkoa osoitetaan samoiksi nayttamaélla, ettd kumpikin on toisen osajoukko.
Tiedetiiin, etti jokainen joukon span(éy, &) vektori on avaruuden R? vektori, joten
on selviid, ettd span(ey, e2) C R2. Niin ollen riittii niyttid, ettd R? C span(ey, éa).
On siis osoitettava, etti jokainen avaruuden R? vektori voidaan esittié vektoreiden
€1 ja eés lineaarikombinaationa.

Oletetaan, ettd v = (vq,v2) € R?. Nyt

v = (v1,v2) = v1(1,0) + v2(0,1) = v1€1 + vee2,

joten ¥ € span(ey, é). Siten R? C span(éy, &2). On siis osoitettu, etti span(ey, éz) =
R2.

Esimerkki 6.2. Tutkitaan, milld ehdolla vektori w = (wy, we,ws) kuuluu vekto-
reiden

v =(3,2,-1), v2=(2,-2,6) ja v3=(3,4,-5)
virittiméaan aliavaruuteen span(vy, U2, U3).
Jotta vektori w olisi vektoreiden v1, U2 ja vs lineaarikombinaatio, taytyy olla
olemassa luvut z1, xs, z3 € R, joille pétee

T101 + T2U2 + X303 = w.
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Tésta saadaan yhtaloryhma

3r1 4+ 2x9 4+ 3x3 = wy
201 — 2x9 4+ 4dx3 =  wo
—x1 4+ 6x9 — bdxrz = ws.

Yhtaloryhméan matriisista saadaan alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisi

1 -6 5 —ws3
0 10 —6 wa + 2ws
0 0 0 w1 — 2w2 — w3

Matriisista nadhdaén, etta yhtdloryhmalla on ratkaisuja, jos ja vain jos alinta rivia
vastaava yhtélo 0z + Ozg + Ox3 = w1 — 2we — w3 on tosi eli w; — 2wy — w3y = 0.
Siten vektori w = (w1, wg,ws) on aliavaruudessa span(vy,vg,03), jos ja vain jos
w1—2w2—w3:O.

Nyt aliavaruus span(y, U2, v3) voidaan kirjoittaa uudessa muodossa:

span(le,ﬁg,fig) = { wl,wg,wg) S Rs ’ wy — 2w9 — w3y = 0}

(
(wl,wg,wg) S R3 ’ w3 = w1 — 211)2}
(wl,wg,wl — 2’(1)2) | w1, W2 € R2}

(

wlaoawl) + (0,’[02, _2w2) ’ wy, Wa € R2}

={
={
=1
= {w1(1,0,1) + wo (0,1, —2) | wy,wy € R?}.

Kyseessé on siis vektorien (1,0, 1) ja (0,1, —2) virittdmé aliavaruus. Toisin sanot-
tuna
span(@l, V2, 773) = Span((]-a 0, 1)7 (07 1, _2))

Eri vektorit voivat siis virittda saman aliavaruuden. Edes virittajavektorien méaaran
ei tarvitse olla sama.

Esimerkki 6.3. Tutkitaan, virittavatko vektorit
u; = (1,1,0), ug=(1,0,1), us3=1(0,1,1) ja ug=(-2,1,1)

avaruuden R3. Oletetaan, ettdi w = (wy,ws,w3) € R3. On selvitettivi, onko ole-
massa lukuja x1, 2, x3, x4 € R, joille patee

T1U1 + T2U2 + X3U3 + T4Ug = W.

Saadaan yhtéaloryhmé, jonka matriisi on

1 1 0 —-2|w
1 0 1 1] wo
011 1] ws
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Téasta saadaan alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisi

11 0 -2 wy
01 -1 -3 w1 — W2
00 1 2| 3(ws+w—w)

Matriisista nahdaan, ettd yhtaloryhmaélla on ratkaisuja olivat wi, wg ja ws mité
lukuja tahansa. Siten @ € span(iy, i, U3, 14 ). Néin ollen R® = span (1, g, U3, ).

Edellisen esimerkin virittajat wq, ue, us, 44 eivat ole parhaat mahdolliset. Koska
yvhtaloryhmaéssa on vapaita muutujia, on yhtaloryhmaélla aarettomén monta ratkai-
sua. Avaruuden R? alkiot voidaan siis kirjoittaa usealla eri tavalla virittdjavekto-
rien lineaarikombinaatioina. Esimerkiksi jos w = (1,2, 3), niin ratkaisut ovat

ry =1
To=1+4+1
T3 =2—2t
Ty =1,

missd ¢ € R. Valitsemalla ¢ = 3 saadaan

(1,2,3) = 3u; + 4ug — 4us + 3uy
ja toisaalta valitsemalla ¢ = 1 saadaan

(1,2,3) = a1 + 2u9 + Oug + uq4.

Tama ei ole toivottavaa, vaan tavoitteena on 16ytéaé sellainen virittéjajoukko,
ettd aliavaruuden vektorit voidaan ilmaista virittajévektorien lineaarikombinaa-
tiona tésmaélleen yhdelld tavalla. Téllaisia virittdjajoukkoja tutkitaan seuraavassa
luvussa.
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7 Vapaus

Maaritelméa 7.1. Oletetaan, etta vy, 09, ..., 0, € R™. Vektorijono (v1,vg, ..., Uk)
on vapaa eli lineaarisesti risppumaton, jos seuraava ehto pétee:

jos c101 + ol + -+ 0 = 0 joillakin c1,...,c; € R,
niin ¢; =0,c0 =0,...,¢c; =0.

Jos jono (o1, 02, ...,0;) on vapaa eli lineaarisesti riippumaton, voidaan myos
sanoa, etté vektorit v, s, ..., U ovat lineaarisesti riippumattomia. Jos jono ei ole
vapaa, sanotaan, ettd se on sidottu.

Tulemme nékeméén, etté jos jono (v1,ve, ..., U;) on vapaa, voidaan aliavaruu-
den span(vy, g, ..., vk) alkiot kirjoittaa tdsmélleen yhdelld tavalla virittajavekto-

rien lineaarikombinaatioina. Virittajien joukossa ei siis ole tarpeettomia vektoreita.

Esimerkki 7.2. Merkitddn e; = (1,0) ja ea = (0,1). Osoitetaan, ettd avaruuden
R? jono (é1,e2) on lineaarisesti riippumaton. Oletetaan, etti reaaliluvut c; ja co
ovat sellaisia, etté

c1é1 + caé2

=0.
Nyt ¢1(1,0) 4+ ¢2(0,1) = (0,0), joten (c1,c2) = (0,0). Siten pétee ¢; = 0 ja co = 0.
Néiin on osoitettu, ettd jono (€1, €2) on vapaa.

Kuva 7.18: Jono (€1, €2) on vapaa.

Esimerkki 7.3. Merkitddn v; = (1,2) ja v2 = (—3,—1). Tutkitaan, onko jono
(01, 02) vapaa vai sidottu.
Oletetaan, ettd 101 + cov2 = 0 joillakin ¢, co € R. Nyt ¢1(1,2) +c2(—3,—1) =

(0,0) eli
61—30220
201—0220.
Ratkaistaan téasta cq ja co:
1—30R2;2>Rll—30%_1%2>1—3031+_3>R2100
2 —-110 0 510 0 110 0 1]0f"

Ainoa ratkaisu on ¢; = 0 ja ¢o = 0. Jono (91, U2) on siis vapaa.
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Kuva 7.19: Jono (v1,02) on vapaa.

Esimerkki 7.4. Kun osoitetaan jono sidotuksi, ei valttaméattéd tarvitse ratkaista
yhtéloryhmaéad. Toisinaan on nimittain helppo ndhdé millaisten kertoimien avulla
lineaarikombinaatiosta muodostuu nollavektori.
Merkitaan w; = (2,1) ja wy = (—4, —2). Huomataan, ettd
2wy + we = 0.
Siten jono (w1, ws) on sidottu.

Esimerkki 7.5. Merkitédén v; = (1,2), 72 = (—3,—1) ja 3 = (—1,1). Tutkitaan,
onko jono (v1,v9,03) vapaa vai sidottu. Oletetaan, etti cjv; + covy + c3v3 = 0
joillakin ¢1, 2, c3 € R. Tall6in ¢1(1,2) + c2(—3,—1) + c3(—1,1) = (0,0) eli

61—362—6320
2c1 —co+c3=0.

Ratkaistaan téastéa cq ja ca:

1 =3 —1]0] ez [1 =3 —1]0
2 -1 1[0 0 5 310

sR2 [1 =3 —1|0] m+3r. [1 0 4/5]0
5 1 2
H[0 1 3/50] o1 3/5|0]"

Huomataan, etta yhtaloryhmalld on &arettéméan monta ratkaisua:

21 = —(4/5)1
xo = —(3/5)t
r3 = t,

missd t € R. Siten ¢; = 0, ¢ = 0, cg3 = 0 el ole ainoa ratkaisu. Voidaan valita
esimerkiksi t = 5, jolloin ¢; = —4 ja ca = —3 ja cg = 5. Talldin —4v; —302+503 = 0.
Jono (01,02, 03) on siis sidottu. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 7.20.
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Kuva 7.20: Jono (91, U2, 03) on sidottu.

Maéritelmén mukaan jonon vapaus kertoo siité, ettd nollavektori voidaan kir-
joittaa vain yhdelld tavalla jonon vektorien lineaarikombinaationa. Yhtalo

v+ + ety =0

toteutuu ainakin, jos kertoimiksi cy, ..., c; valitaan nollat. Toisinaan yht&ld kui-
tenkin toteutuu myos joillakin muilla kertoimilla. Jono on vapaa, jos nollavektori
voidaan kirjoittaa jonon vektorien lineaarikombinaationa tasmdalleen yhdelld taval-
la.

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorijono (v1,...,0;) on vapaa, jos ja vain jos
aliavaruuden span(v1, ..., 0x) kaikki vektorit voidaan ilmaista tdsmélleen yhdel-
14 tavalla virittdjavektorien vy, ..., ¥y lineaarikombinaatioina. Siis jos nollavektori
voidaan kirjoittaa vain yhdelld tavalla virittajavektoreiden lineaarikombinaationa,
myos kaikki muut aliavaruuden span(@y, . . ., o) vektorit voidaan kirjoittaa vain yh-
della tavalla virittdjavektoreiden lineaarikombinaationa. Vapaat vektorijonot ovat
kiinnostavia nimen omaan sen vuoksi, etta niistd saadaan virittdjajoukko, jossa ei
ole turhia vektoreita.

Lause 7.6. Oletetaan, ettd vy,vs,...,0, € R™. Jono (v1,02,...,0) on vapaa,
jos ja vain jos jokainen aliavaruuden span(vi,vs,...,0k) alkio voidaan kirjoittaa
tasmdlleen yhdelld tavalla vektorien vy, vs, ..., 0 lineaarikombinaationa.

Todistus. Muotoa ”jos ja vain jos” oleva viite todistetaan kahdessa osassa. Ensin
oletetaan viitteen ensimmaéisen osan olevan totta ja osoitetaan, ettd téllgin jal-
kimmaéinen osa patee. Téta todistuksen vaihetta merkitdan usein symbolilla ”=".
Sitten oletetaan jalkimmaéisen osan olevan totta ja osoitetaan, ettd télloin ensim-
maéinen osa patee. Tata todistuksen vaihetta merkitdén symbolilla ”<"”. Ryhdyt&an
todistamaan viitetta.

36



"=": Oletetaan ensin, ettd jono (o1, g, ...,7;) on vapaa. Osoitetaan, ettd jo-
kainen aliavaruuden W = span(vy, v9,...,0x) alkio voidaan kirjoittaa tdsmélleen
yvhdella tavalla virittdjavektorien 1, vs,..., U, lineaarikombinaationa. Oletetaan,
ettéd alkio w € W voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa

w = aivy + -+ apUk

ja lineaarikombinaationa
W = b101 + - - + bV,

joillakin a1, ..., ar, b1,...,b € R. Nyt a1v1 + - - - + apvp = byv1 + - - - + bpUg, joten
a101 + -+ - 4+ a0 — (b101 + - - - + bi0g) =0.
Vektorien yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun ominaisuuksien perusteella pétee

(a1 — bl)ﬁl + -+ (ak — bk)@k =0.

Jono (01,02, ...,7) on oletuksen nojalla vapaa, joten ylla olevasta yhtélosté seu-
raa, ettd sen kaikki kertoimet ovat nollia: a1 — by = 0, ...,ar — by = 0. Siten
a1 = by, ...,ar = bg. Nain ollen tutkitut lineaarikombinaatiot ovatkin valttaméatta

samat. Siksi vektoria w ei voida kirjoittaa usealla eri tavalla virittdjavektoreiden
lineaarikombinaationa.

"< Oletetaan sitten, ettd jokainen aliavaruuden W = span(vy,vs, ..., Uk)
alkio voidaan kirjoittaa tdsmaélleen yhdelld tavalla virittdjavektorien vy, vs, ..., U
lineaarikombinaationa. Osoitetaan, etté jono (o1, v9,...,T) on vapaa. Sitd varten
oletetaan, ettd luvut cq,...,cir € R ovat sellaisia, ettéa

C1U1 + coU2 + -+ - + CLUE = 0.
Tiedetdén, ettd ainakin
0-97+0-U3+---+0-7,=0.

Koska vektori 0 on aliavaruuden W alkio, se voidaan kirjoittaa virittijivektorien
lineaarikombinaationa tdsmélleen yhdelld tavalla. Siten taytyy péted ¢; = 0, ...,
¢, = 0. Siis jono (01,02, ...,7k) on vapaa. O

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorijono on sidottu, jos ja vain jos jokin sen
vektoreista voidaan ilmaista toisten lineaarikombinaationa.

Lause 7.7. Oletetaan, ettd v1,vs,...,0 € R™ ja k > 2. Jono (01,02,...,0%) on
sidottu, jos ja vain jos

v; € span(”Dl, cey U1, Vjt1, - - ,’Uk)

jollakin j € {1,2,...,k}.
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Todistus. ”=": Oletetaan, ettd jono (v1,0g,...,7) on sidottu. On siis olemassa
luvut ¢q,...,c, € R, joilla patee

C1U1 + C2U2 + -+ - + CpU = (),

ja lisdksi ¢j # 0 jollakin j € {1,2,...,k}. Nyt

CjUj = —C1U1 — +*+ = Cj—10j-1 — Cj+1VUj41 — *** — CkUg
ja edelleen
_ C1 _ Cj—1 _ Cj+1 _ Ck _
j = V1~ - Vj-1— Vj+1 — " — — Vg
¢j j J G
Siis v; € span(@l, vy U1, Vjt1, - - ,@k).

7" Oletetaan sitten, etta
vj € span(z_)l, ey U1, Ujg, - - ,’Uk)

jollakin j € {1,2,...,k}. Nyt on olemassa sellaiset c1,...,¢j—1,¢j41,...,c, € R,
etta

V; =c101 + -+ ¢j—1Vj—1 + Cj+1VUj41 + - - - + CiUg.
Tésta seuraa, etté
0=c101+ -+ cjo10j-1 + (1) + ¢j410j41 + - - - + CkV.

Koska kerroin —1 ei ole nolla, on jono (o1, 9, . . ., 0) sidottu. O]

Esimerkki 7.8. Merkitiin o, = (1,—1,0), o = (1,1,0), 53 = (0,0,2) ja 94 =
(3,—1,0). T&lloin esimerkiksi

201 + V9 + 0v3 — 04 = 0,

joten jono (01, U2, U3, 4) on sidottu. Edellisen lauseen perusteella jokin vektoreista
voidaan kirjoittaa toisten lineaarikombinaationa. Nahdéan, ettd esimerkiksi

Uy = —201 + 0U3 + v4.

Kaikkia vektoreita ei kuitenkaan vélttamétta voida kirjoittaa toisten lineaarikom-
binaationa. Esimerkiksi

U3 # aty + bug + ¢ty

kaikilla a, b, ¢ € R. (Tadmén todistuksen yksityiskohdat jatetddn lukijalle.)
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7.1 Homogeeniset yhtiloryhmat ja vapaus

Vektorijonon vapautta tutkittaessa paadytadn ratkaisemaan yhtaloryhmia, joissa
vakiot ovat nollia. Tallaista yhtaloryhmaéa kutsutaan homogeeniseksi.

Maiaritelma 7.9. Lineaarinen yhtaloryhma, jonka kaikki vakiot ovat nollia, on
nimeltddn homogeeninen yhtdaloryhmd.

Homogeeninen yhtéaléryhma on siis muotoa

airy + apxe + -+ apey =0
2121 + a22x2 + - -+ + agpxy =0
Am1T1 + AmaT2 + -+ + ATy = 0,
missa aiq, ..., amn € R. Homogeenisella yhtaloryhmélla on aina ainakin yksi rat-
kaisu
r1 =0, z9=0,...,2, =0.
Tata kutsutaan yhtdloryhman triviaaliksi ratkaisuksi.

Lause 7.10. Jos homogeenisessa yhtaloryhmdssd tuntemattomien mdadrd n on suu-
rempi kuin yhtaloiden mddard m, nitn homogeenisella yhtaloryhmdlld on ddrettomdn
monta ratkaisua.

Todistus. Ensinnékin yhtéloryhmalla on valttamétta ainakin triviaali ratkaisu. Si-
ten ratkaisuja on joko yksi tai darettéméan monta.

Oletuksen mukaan yhtaléryhmén matriisissa on enemmén sarakkeita kuin rive-
ja. Johtavia alkioita enintéén yksi joka rivilla. Koska sarakkeita on enemmén kuin
rivejd, on matriisissa ainakin yksi sarake, jossa ei ole johtavaa alkiota. Siten vapaita
muuttujia on ainakin yksi, ja yhtéloryhmaélld on darettoméan monta ratkaisua. [

Korollaari 7.11. Oletetaan, etti vy, va,...,0pn € R™, missa n € {1,2,...}. Jos
m > n, niin jono (01,02, ...,0my) on sidottu.
Huom. Korollaari on lause joka seuraa suoraan tai lahes suoraan toisesta lausees-
ta. Tama korollaari on lauseen 7.10 seuraus.
Todistus. Merkitédén vy = (vig, vag, - - -, Ung) kaikilla & € {1,...,m}. Nyt yhtaloa
101 + X292 + - -+ + Ty = 0 vastaavaksi yhtiloryhmiksi saadaan
V1121 + V12%2 + -+ VT = 0

v2121 + V22x2 + - -+ Vo Ty, = 0

Up1T1 + Un2T2 + + -+ + UpmTm = 0.

Téssd homogeenisessa yhtéloryhméssd on enemmaén tuntemattomia kuin yhta-
16ité. Siten yhtéloryhmaélld on ddrettomén monta ratkaisua. Koska 16ytyy muitakin
ratkaisuja kuin triviaaliratkaisu, ei jono (01, 02,...,0y) ole vapaa. O
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Jos homogeenisessa yhtaloryhméssa tuntemattomien méaara n on pienempi tai
yhté suuri kuin yhtéléiden méara m, ei ratkaisujen maarasta voi akkiseltdén sanoa
mitddn varmaa. Ratkaisuja voi olla tdsmaélleen yksi (triviaali ratkaisu) tai daret-
toméan monta. Jos siis avaruuden R™ jonon (01,02, ..., 0y) pituus m on pienempi
kuin n, ei jonon lineaarisesta riippumattomuudesta voida sanoa sen perusteella
mitaan.
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8 Kanta

Tésséa luvussa W on vektoreiden vy, 99, ..., 0, € R” virittama aliavaruus eli
W = span(vy, 02, . .., Up).
Maaritelma 8.1. Oletetaan, ettd wy, wa, . .., Wy € W. Vektorijono (w1, we, . .., wy)

on aliavaruuden W kanta, jos

a) W = span(wy, we, ..., W) ja

b) (wy,ws,...,wy) on vapaa.

Esimerkki 8.2. Esimerkissé 6.1 osoitettiin, ettd vektorit €; = (1,0) ja ea = (0, 1)
virittavit avaruuden R2. Jono (&r,&2) on lisiksi vapaa esimerkin 7.2 perusteella.
Siten (é1,&2) on avaruuden R? kanta.

Vastaavasti avaruudella R™ on kanta

(51,52,. . .,én).

Téassé e; = (0,...,0,1,0,...,0), missd luku 1 on vektorin i:s komponentti. Kan-
taa kutsutaan avaruuden R™ luonnolliseksi kannaksi. Lukijan tehtéviksi jatetdan
osoittaa, ettd kyseessd on todellakin kanta.

Kanta siis virittdéd aliavaruuden ja on lisdksi vapaa. Lauseesta 7.6 saadaan
seuraava hyvin kayttokelpoinen tulos:

Lause 8.3. Jono (w1, ws, ..., wy) on alicvaruuden W kanta, jos ja vain jos jokai-
nen aliavaruuden W vektori voidaan kirjoittaa tasmdlleen yhdelld tavalla vektorei-
den w1, Ws, . .., W lineaarikombinaationa.

Todistus. "=": Oletetaan, ettd jono (w1, ..., wy) on aliavaruuden W kanta. T&ll6in
kannan maéritelméan nojalla W = span(wy, ..., w) ja jono (wq, ..., wy) on vapaa.
Lauseesta 7.6 seuraa, ettd jokainen aliavaruuden W = span(wy,...,wy) vektori
voidaan kirjoittaa tasan yhdella tavalla vektoreiden ws, ..., w; lineaarikombinaa-
tiona.

<" Oletetaan, ettd jokainen aliavaruuden W vektori voidaan kirjoittaa tés-

maélleen yhdelld tavalla vektoreiden w1, ..., wy lineaarikombinaationa. Tésté seu-
raa ensinnakin, ettd W = span(wy, . .., w). Nyt lauseen 7.6 mukaan jono (wy, . .., wy)
on vapaa. Néin kannan mééritelmén molemmat ehdot tayttyvéit. Siis (wq, ..., wg)
on aliavaruuden W kanta. O

Esimerkki 8.4. Merkitddn w; = (2,—1), we = (1,3). Osoitetaan lauseen 8.3
avulla, ettd (w7, ws) on avaruuden R? kanta. Oletetaan, etti v € R?. Ratkaistaan
yhtdlo x1w; + xowe = v eli yhtélo x1(2,—1) + 22(1,3) = (v1,v2). Sitd vastaa
yhtaloryhméa
2x1 + To = V1
{ —x1 + 3x2 = wa.
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Kun yhtaloryhmén matriisia muokataan alkeisriviotoimituksilla, saadaan matriisi

o 1t

Matriisista nahdasn, ettd yhtaloryhmalla on tasmélleen yksi ratkaisu riippumatta
vektorista v € R2. Siis jono (wy,wsz) on avaruuden R? kanta.

8.1 Koordinaatit

Maaritelma 8.5. Oletetaan, ettd B = (wy,...,w,) on aliavaruuden W kanta.
Oletetaan, ettd u € W. Vektorin u koordinaatetksi kannan B suhteen kutsutaan
reaalilukuja aq, ..., ag, joilla

U= awi + -+ apWy .

Huomaa, ettd vektorin koordinaatit jokin tietyn kannan suhteen ovat yksiké-
sitteiset, silld vektori voidaan lauseen 8.3 mukaan kirjoitaa vain yhdelld tavalla
kannan alkioiden lineaarikombinaationa. Vektorilla on siis vain yhdet koordinaatit
jonkin tietyn kannan suhteen. Eri kantojen suhteen saman vektorin koordinaatit
voivat tietenkin olla erilaisia.

Esimerkki 8.6. Midritet#iéin vektorin # = (8, 3) koordinaatit avaruuden R? luon-
nollisen kannan & = (€1, €2) suhteen. Koordinaatit ovat 8 ja 3, silla

%= 8(1,0) + 3(0,1) = 8¢, + 3é5.

3ea

Kuva 8.21: Vektorin @ koordinaatit kannan & = (€1, é2) suhteen ovat 8 ja 3.

Tutkitaan sitten vektorin @ koordinaatteja jonkin toisen kannan suhteen. Mer-
kitaan w; = (2, —1), w2 = (1,3). Esimerkin 8.4 perusteella (w1, w2) on avaruuden
R? kanta.

Madritetdén vektorin u koordinaatit kannan B = (wy, w2) suhteen. On siis rat-
kaistava yhtalo z1wy +xewe = @ eli yhtalo z1(2, —1)+xz2(1,3) = (8, 3). Esimerkista
8.4 ndhdaan, ettd yhtilon ratkaisu on

r1 = (3U1 —UQ)/7: (24—3)/723
To = (U1+21}2)/7: (8—!—6)/82 2.
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Siis @ = 3wy + 2wo, eli kysytyt koordinaatit ovat 3 ja 2. Tilannetta on havainnol-
listettu kuvassa 8.22.

AT

3w

Kuva 8.22: Vektorin @ koordinaatit kannan B = (wy, ws) suhteen ovat 3 ja 2.

8.2 Dimensio

Aliavaruudella voi olla useita eri kantoja, mutta jokaisessa niistd on yhtd monta
vektoria.

Lause 8.7. Aliavaruuden W jokaisessa kannassa on yhtd monta vektoria.

Todistus. Oletetaan, ettd B = (v1,...,0;) ja C = (w1, ..., wy) ovat molemmat ali-
avaruuden W kantoja. Pyritdan osoittamaan, ettd j = k. Tehd&aan se osoittamalla,
ettd muut vaihtoehdot j < k ja k < j johtavat ristiriitaan.

Oletetaan, ettd j < k. Tarkastellaan yht&loa

x1wy + -+ xpp = 0. (3)

Koska B on W:n kanta, voidaan kaikki kannan C vektorit kirjoittaa kannan B
vektorien lineaarikombinaatioina:

Wy = a1101 + a12V2 + - -+ + 41,75

Wy = 2101 + a2V + - - - + a2;V;

W = ag1V1 + ag2V2 + - - + ag;V;
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joillakin aq1,...,ax; € R.
Sijoittamalla ndmé yhtaloon (3) saadaan yhtapitava yhtalo:

z1(a1101 + a1202 + - - - + a1;7;)
+ z2(a2101 + a0tz + - - - + ag;v;)
+ -+ $k(ak161 + ak2®2 +---+ a’k)j@]) = (_)

ja edelleen ryhmittelemalla:

(x1a11 + w2021 + - - + TaK1)01
+ (x1a12 + 2022 + - -+ + TRAK) V2
+ -+ (l‘lau + x2025 + - - + IL‘kakj)ﬂj =0

Jono B = (v1,...,7;) on kanta, joten se on vapaa. Siten edellinen yhtalo to-
teutuu, jos ja vain jos kaikki kertoimet ovat nollia:

r1011 + Toa21 + - + xar; =0

T1012 + Toags + -+ + Tpar2 =0

101 + Toa2j + -+ + wpag; =0

Kyseessd on homogeeninen yhtéaloryhma, jossa tuntemattomien méara k£ on suu-
rempi kuin yhtéloiden méaré j. Lauseen 7.10 mukaan yhtéloryhmaélla on muitakin
ratkaisuja kuin x; = 0,...,z; = 0. Siis jono C = (wy,...,wx) on sidottu. TAma
on ristiriita, silld C on aliavaruuden W kanta.

Tapaus j > k Kkisitelladn vastaavasti. T&lloinkin paddytaan ristiriitaan. Siten
taytyy pated j = k. O

Voidaan osoittaa, etté jokaisella avaruuden R™ aliavaruudella on kanta. (T&mé
todistetaan kurssin toisessa osassa.) Lisiksi edelld néhtiin, ettéd jokaisessa kannassa
on yhtd monta vektoria. Kantavektorien lukuméaraé kutsutaan avaruuden dimen-
sioksi.

Maaritelma 8.8. Aliavaruuden W dimensio dim(W') on aliavaruuden W kannan
vektoreiden lukumaaré.

Jos aliavaruuden dimensio on n, sanotaan, ettd aliavaruus on n-ulotteinen.

Esimerkki 8.9. Avaruuden R? dimensio on 2, silli avaruudella on kanta (€1, &2).
Vastaavasti avaruuden R™ dimensio on n, silld avaruuden luonnollisen kannan vek-
torien lukumééré on n.

Esimerkki 8.10. Merkitddn v; = (3,—1,5), 2 = (2,1,3) ja v3 = (0,—5,1).
Olkoon W = span(v1, U2, v3). Madritetdan aliavaruuden W dimensio.
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Oletetaan, ettd u € R3. Selvitetddn, miki ehto vektorin @ komponenttien pitéa
toteuttaa, jotta w on aliavaruudessa W. Ratkaistaan yhtalo x191 4+ xoUs + 2303 = U
eli yhtalo

x1(3, -1, 5) + x2(2, 1, 3) + $3(0, -5, 1) = (ul, us, U3).

Sitd vastaa yhtéloryhmé

3x1 + 2x9 = U
—x1+ To—5x3=U>

ox1 + 3x2 + T3 = u3.

Yhtaloryhméan matriisi on

3 2 0] up
-1 1 =5 (5
5 3 1 us

ja se saadaan alkeisrivitoimituksilla muutettua matriisiksi

1 -1 5 —Uu2
0 1 -3 (u1 + 3u2)/5
0 0 0 (5ug+us—8u1)/5

Havaitaan, ettd yhtdloryhmélld on ratkaisu, jos ja vain jos alinta rivid vastaava
yhtélo 0z1 + 0xo + 0z3 = (5us + ug — 8uy)/5 on tosi eli bug + ug — 8uy; = 0. Siten

W = span(vy, Ug, U3)
= {(u1,ug,u3) € R3 | 5uz + ug — 8u; = 0}
= {(u1,8u; — busz,us) | u,us € R}
= {u1(1,8,0) + u3(0,—5,1) | uy,us € R}
= span((1,8,0), (0, —5,1)).

Nyt tiedetaén, ettd vektorit (1,8,0) ja (0,—5,1) virittdvit aliavaruuden. Li-
saksi ndméa kaksi vektoria ovat lineaarisesti riippumattomia. (Tamén osoittami-
nen jatetddn lukijalle.) Siten jono ((1,8,0),(0,—5,1)) on avaruuden W kanta, ja
dim(W) = 2.
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9 Matriisit

Reaalialkioinen m x n -matriisi on reaalilukutaulukko, jossa on m rivia ja n sara-
ketta. Esimerkiksi

all a2 . A1n

a1 a2 e a2n,
A=

aml am2 ... Amn,

on m X n -matriisi. Voidaan my®6s sanoa, ettd matriisin A tyyppi on m X n. Kaik-
kien reaalikertoimisten m X n -matriisien joukkoa merkitddn R™*™. Matriisissa
olevia lukuja kutsutaan matriisin alkioiksi, ja rivilla ¢ sarakkeessa j olevaa alkiota
merkitaan A(i, j). Esimerkiksi

1 0 5
-3 11 2
B=14 o 2
0 V2 -6

on reaalikertoiminen 4 x 3 -matriisi eli B € R**3. Nahdéén, ettd B(1,3) = 5 ja
B(2,2) =11.

Samalla tavalla voidaan mééritelld kompleksialkioisten matriisien joukot C™*™.
Kaikki jatkossa esiteltédvat ominaisuudet patevit myos kompleksimatriiseille, vaik-
ka tekstisséd puhutaan vain reaalialkioisista matriiseista.

9.1 Matriisien laskutoimituksia

Matriisien yhteenlasku méaaritellddn seuraavasti. Olkoot A, B € R™*™. Matriisien
A ja B summa saadaan laskemalla yhteen samoissa kohdissa olevat alkiot. Tulok-
sena on m X n -matriisi A + B, jolle patee

(A+ B)(i,j) = A(i, §) + B(i, j)

kaikilla i € {1,...,m} ja j € {1,...,n}. Esimerkiksi

1 2 2 -1 142 24 (=1) 31
3 4/ +(0 1| =340 4+1 [ =13 5
5 6 32 543  6+2 8 8

Vain matriiseja, joilla on sama tyyppi, voidaan laskea yhteen.
Minké tahansa matriisin A € R™*™ voi kertoa reaaliluvulla ¢, ja tata toimi-
tusta kutsutaan skalaarikertolaskuksi. Saatava tulos on m X n -matriisi cA, jota

nimitetdin matriisin A skalaarimonikerraksi ja jolle pétee
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kaikilla i € {1,...,m} ja j € {1,...,n}. Esimerkiksi

2 -1 2.2 2.(-1) 4 -2
2.0 1| =120 21 | =0 2
3 2 2.3 2.2 6 4

Matriisia (—1)A on tapana merkitd —A ja matriisisummaa A + (—B) on tapana
merkitd A — B.

Matriiseille voidaan méaritella myos matriisikertolasku. Téma laskutoimitus on
hieman monimutkaisempi kuin edelld mé&aritellyt. Kaksi matriisia voidaan kertoa
keskend#n vain, jos ensimmaéisessa on yhté paljon sarakkeita kuin toisessa on riveja.
Olkoot siis A € R™*" ja B € R™*P. Télloin tulo AB on m X p -matriisi, jolle patee

(AB)(i,j) = A(i,1)B(1,7) + A(3,2)B(2,7) + - - - + A(i,n) B(n, j)

k=1
kaikilla i € {1,...,m} jaj € {1,...,p}.!

Esimerkki 9.1. Lasketaan matriisien

12
A:E _;’ g] ja B=|-2 -1
0 1

tulo. Koska matriisissa A on kolme saraketta (tyyppi 2 x 3) ja matriisissa B on
vastaavasti kolme rivid (tyyppi 3 X 2), matriisit voidaan kertoa keskenéén. Tulos-
matriisi on tyyppid 2 x 2. Maaritelman mukaan

_ 1 2
AB = f _?1) g} -2 -1
L 0 1

(214 (=1)-(=2)+0-0 2-2+(=1)-(=1)+0-1
1-1+43-(=2)+2-0 1-243-(-1)+2-1

[ 45
R

Esimerkki 9.2. Matriisikertolasku ei ole vaihdannainen operaatio eli tulon teki-
joiden jarjestysté ei voi vaihtaa. Tarkastellaan vaikkapa matriiseja

2 1] | 0 3
A‘L 2] Ja B_[—4 1]'

n
"Merkinté, Z ¢k tarkoittaa summaa ¢1 +c¢c2 + -+ cn.
k=1
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Huomataan, etté

-4 7 3 6
AB = [—8 5], mutta BA = [_7 _2}

Siten AB # BA.

Oletetaan, ettd A on nxn-matriisi ja k € {1,2,... }. Talloin voidaan méaritella
matrisipotensss

AP = AA--- A
| —4
k kpl
9.2 [FErityisid matriiseja
Matriisia
00 --- 0
00 --- 0
Oan: . . . GRan7
00 --- 0

jonka kaikki alkiot ovat nollia, kutsutaan nollamatriisiksi. Ykkosmatriisi puoles-
taan on

1 0 - 0
L=|"1 | e R,
: 0

Fi ole vaikea ndhda, ettd matriisikertolaskussa ykkosmatriisit kayttaytyvat kuin
reaaliluku 1 tavallisessa kertolaskussa: kaikilla A € R™*™ pétee

I,A=Al, = A.

Jos matriisien tyypeisté ei ole epéselvyytti, saatetaan merkita yksinkertaisemmin
Omxn=0jal,=1.

Neliomatriisi on matriisi, jossa on yhtd monta rivia ja saraketta. Neliomatriisin
alkio on lgvistdjdlla, jos alkion rivin ja sarakkeen numerot ovat samat. Matriisi, jon-
ka kaikki nollasta poikkeavat alkiot ovat lavistdjalla, on ldvistdjamatriisi. Lavista-
jamatriisi, jonka kaikki lavistdjaalkiot ovat samoja, on puolestaan skalaarimatriise.
Skalaarimatriisit ovat ykkosmatriisin skalaarimonikertoja. Esimerkiksi

2 00 0

0 -1 0 0

0 00 O
0 0 0 15

on lavistdjamatriisi ja

[2 0 0

0 2 0 =2I3
0 0 2
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on skalaarimatriisi.

9.3 Matriisien laskusidantoja

Lause 9.3. Seuraavat sidnnot pitevit matriiseille A, B ja C sekd reaaliluvulle a,
jos laskutoimitukset on madritelty:

a) A+ B=B+ A

b) A+ (B+C)=(A+B)+C

c) A(BC) = (AB)C

d) A(B+C)=AB+ AC

e) (A+B)C =AC+ BC

f) a(AB) = (aA)B = A(aB)
Todistus. Osoitetaan esimerkin vuoksi kohta d). Muiden kohtien tarkistaminen
jatetaan lukijalle.

Oletetaan, ettd A € R™*" ja B,C € R™*P. Nyt A(B + C) ja AB + AC ovat

molemmat m X p -matriiseja. On osoitettava, etta kyseisten matriisien alkiot ovat
samoja. Olkoot i € {1,2,...,m} ja j € {1,2,...,p}. Ndhdaan, ettd

(A(B +O))( ZAz k) - (B+C)(k,j)
_ZAzk (k,7) + C(k, 7))
= Z B(k,j) + A(i, k)C(k, j))

- Z A(i, k)B(k,j) + Y A(i,k)C(k, )
k=1

= k=1
= (AB)(i,7) + (AC) (1, 4)
= (AB + AC)(i, j).

Koska matriisit A(B 4 C) ja AB + AC ovat samaa tyyppié ja niilld on tdsmélleen
samat alkiot, pitee A(B+ C) = AB + AC. O
9.4 Matriisin transpoosi

Masritelméa 9.4. Oletetaan, ettd A on m X n -matriisi. Sen transpoosi AT on
n X m-matriisi, joka saadaan vaihtamalla matriisin A rivit ja sarakkeet kesken&én.

Esimerkiksi matriisin



transpoosi on

15
AT =13 0
2 1
Misritelms 9.5. Neliomatriisin A sanotaan olevan symmetrinen, jos AT = A.
Neliomatriisin A sanotaan olevan antisymmetrinen, jos AT = —A.
Merkitaan
1 4 5 0 4 =5
B=14 2 6| jaC=|-4 0 —6
5 6 0 5 6 0
Téll6in
1 45 0 —4 5
Bl=14 2 6/]=B ja Cl'=| 4 0 6| =-C
5 6 0 -5 —6 0

Siis B on symmetrinen ja C' on antisymmetrinen.

Lause 9.6. Seuraavat sddnndt pdatevit matriiseille A ja B sekd reaaliluvulle t, jos
laskutoimitukset on mddritelty (ts. matriisit ovat sopivaa tyyppid):

a) (AT)"
b) (A+ B)T AT+BT
c) (AB)T = BT AT

d) (tA)" =1(AT).

Todistus. Osoitetaan todeksi kohta c) ja jatetddn loput kohdat lukijalle. Oletetaan,
etti A € R™" ja B € R™P. Nyt (AB)T ja BT AT ovat molemmat p x m -

matriiseja. On osoitettava, ettd kyseisten matriisien alkiot ovat samoja. Olkoot
ie{l,2,...,p}jaje{l,2,...,m}. Nahdaén, ettd

(AB)(i,4) = (AB)(j,)) = > _ A(j, k) - B(k,i) =Y AT(k,j) - B" (i, k)
k=1 k=1

k=1

Siten (AB)T = BT AT. O

9.5 Kaanteismatriisi

Olkoon A nelidmatriisi. Jos on olemassa saman tyyppinen nelidmatriisi B, jolle
patee

AB=1 ja BA=1I,

sanotaan, ettd A on kddntyvd ja B on matriisin A kddnteismatriisi.
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Esimerkki 9.7. Matriisin

1 -1 0
A=10 2 1
1 0 0
kadnteismatriisi on
0 0 1
B=|-1 0 1],
2 1 -2
silla
1 -1 0 0 0 1 1 00
AB = |0 11 |-1 0 11=10 1 0
1 0 0 2 1 -2 0 01
ja
0 0 1111 =1 0 1 0 0
BA={|-1 0 1| |0 2 1|l =10 1 0
2 1 —-2| |1 00 0 01

Lause 9.8. Matriisilla on korkeintaan yksi kddanteismatriisi.

Todistus. Oletetaan, ettd matriisilla A on kidénteismatriisit B ja B’. Nyt
B=B-I=B-(A-B)Y=(B-A)-B'=1-B' =B

Siten B ja B’ ovat valttdméatti sama matriisi. Nain ollen kddnteismatriiseja ei voi

olla enempéad kuin yksi. O

Jos matriisi A on kidntyvi, sen kidnteismatriisille kiytetdin merkintad A—1.
Huomaa, etté merkintad A~ ei voi kilyttéié ennen kuin on perustellut, ettd matriisi
A todella on kddntyva.

Lause 9.9. Oletetaan, ettd matriisit A ja B ovat kddntyvid. Tdalldin myds matriisit
A7 AB ja AT ovat kddntyvid. Niiden kidnteismatriisit ovat seuraavat:
a) (A H1=4

b) (AB)"! =B1A!

c) (AT)"t=(A"HT.

Todistus. Lauseen matriisit osoitetaan kdantyviksi nayttamalla, ettd niilla on kadn-
teismatriisi.

Osoitetaan matriisi A~! on kddntyviksi niyttimalld, ettd sen kidnteismatrii-
si on A. Koska A7'A =T ja AA~! = I, on A matriisin A~! kiéinteismatriisi eli
(A71)~! = A. Matriisia AB koskevien viitteiden todistaminen jitet#isin harjoitus-
tehtévaksi.

Osoitetaan lopuksi, ettd (AT)~! = (A~1)7. Lauseen 9.6 nojalla

AT(A—l)T — (A_lA)T — IT — I,
ja samalla tavalla osoitetaan, ettd (A~1)T AT = I. Siten (A~!)T on matriisin A7

kisnteismatriisi. Tastd seuraa myos, ettd matriisi A7 on kidntyvi. ]
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Lause 9.10. Matriise
a b
A= .
:
on kddantyvd, jos ja vain jos ad — bec # 0. Jos matriisi A on kddntyvd, sen kdadn-

tetsmatriist on
1 d —b
ad —be |c al’

Todistus. Oletetaan, ettd ad — bc # 0. Merkitdan

1 d —b
B = .
ad — bc [c a}
Laskemalla voidaan todeta, ettd AB = I ja BA = I. Siten B on matriisin A
kddnteismatriisi, ja A on kdantyva.

Oletetaan sitten, ettd ad — bc = 0. Nyt on tutkittava kaksi eri tapausta: joko
a =0 tai a # 0. Jos a = 0, niin be = 0. Siten joko b = 0 tai ¢ = 0. T&ll6in

0 0 . 0 b
A= [c d] tai A= [O d]
Kummassakaan tapauksessa ei ole olemassa matriisia B, jolle patee AB = I. Tu-
loon AB tulee nimittéin valttdméttd nollarivi tai nollasarake. Siten A ei ole kdén-
tyva.
Tutkitaan sitten tapaus a # 0. Nyt d = be/a ja

a b
-l

a

Oletetaan, ettd on olemassa sellainen matriisi

B = [CU y] 6R2><2,
zZ w

etta AB = I. Talloin
ar+bz =1

ay+bw =0
cx + (befa)z =
cy + (bc/a)w = 1.

Kolmannen yhtalon perusteella ¢(z+bz/a) = 0. Jos ¢ = 0, pdddytéén samanlaiseen
tilanteeseen kuin silloin, jos a = 0. Siten voidaa olettaa, ettd ¢ # 0. Talloin taytyy

pated x 4+ bz/a = 0 eli z = —bz/a. Toisaalta ensimméiisen yhtdlon perusteella
z = (1 —bz)/a. Nyt —bz = 1 — bz, joten 1 = 0. Tadm& on mahdotonta. Siten
matriisilla A ei ole kii&nteismatriisia. O

Suurempien matriisien kiddnteismatriiseille ei ole yhtéd helppoa kaavaa. K&an-
teismatriisin maarittamista kasitelldan lisdéd luvussa 10.2.
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9.6 Sarakevektorit

Usein avaruuden R™ vektori (vy,vs,. .., v,) samastetaan matriisin
U1
v
2 c Rnxl
Un

kanssa. Joukon R™*! alkioita kutsutaan sarakevektoreiksi. Jos avaruuden R™ vek-
toreita ajatellaan sarakevektoreina, voi niitd kertoa matriiseilla. Jos A € R™*"™ ja
7 € R™, on tulo AT médritelty, kun o tulkitaan joukon R™*! alkioksi.

Esimerkki 9.11. Matriisin

2 4
A=1|-1 0
-2 1
ja vektorin v = (=5, 3) tulo on
2 4 5 2
PR IE B
-2 1 13

Téamé sarakevektori voidaan samastaa vektorin (2,5, 13) kanssa.
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10 Matriisit ja yhtaloryhmaéat

Tulemme nakemaéadn, etta lineaariset yhtdloryhmét voidaan esittad kdyttden mat-
riisikertolaskua. Yhtaloryhmén

anry + appre + ... +  apr, = b
asx1 + agrs + ... +  aopxn, = b

: (4)
aAm1T1 + ameT2 + ... + GmpTn = bm’

kerroinmatriisikst kutsutaan matriisia

a1l ail T A1n

a21 a2 e a2n
A =

aml Am2 - amp

Kerataan viela muuttujat ja vakiot omiksi matriiseikseen:

T b1

X9 . _ b2
T = ja b=

Tn bm

Nyt yhtéloryhmé voidaan kirjoittaa matriisien avulla. Huomataan nimittéin, etté

a11x1 + a12T2 + - - + 1Ty
a21T1 + a22x2 + - -+ + A2p Ty

Am1T1 + Am2Z2 + * - + Gpn Ty

Matriisissa AT nékyy siis yhtéloryhméan vasen puoli. Yhtaloryhmé voidaan néin
ollen kirjoittaa muodossa AT = b.

Lause 10.1. Jos matriisi A on kéidntyvd, yhtilolli on AZ = b tismdlleen yksi
ratkaisu.

Todistus. Oletetaan, ettd matriisi A on kddntyvé. Todistuksessa on kaksi osaa. On
osoitettava, ettd yhtalolla on jokin ratkaisu ja ettd ratkaisuja ei ole enempéaé kuin
yksi.

Osoitetaan ensin, ettd yhtéalolle 16ytyy jokin ratkaisu. Koska A on kdédntyva, on
olemassa kiidnteismatriisi A~'. Nahdédn, ettd A~1b on yht#lon ratkaisu, sillid

A(A"'5) = (AA"Y)b = Th = b

Osoitetaan sitten, ettei muita ratkaisuja ole. Oletetaan, ettd g on jokin (toinen)
ratkaisu. Télloin Ay = b. Kerrotaan yhtdlon molemmat puolet matriisilla A~1,

jolloin saadaan
AN Ag) =A%
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ja edelleen 7 = A~'b. Kysymyksessi onkin sama ratkaisu, joka loydettiin jo aikai-
semmin. Siten ratkaisuja on vain yksi ja se on A71b.

10.1 Alkeismatriisit

O

Téassa luvussa nahdédn, miten alkeisrivitoimitukset voi ilmaista matriisikertolas-
kun avulla. Osoittautuu, etté jos matriisia kerrotaan niin kutsutulla alkeismatrii-
silla, tullaan matriisille tehneeksi alkeisrivitoimitus. Tésta tulee olemaan hyotya
kddantyvien matriisien kasittelyssa.

Maaritelma 10.2. Matriisi on alkeismatriisi, jos se on saatu ykkosmatriisista
yhdella alkeisrivitoimituksella.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat alkeismatriiseja:

B, =

coc o~
co o
\
onk o O
—_ o oo

) E2:

S O O
— o O O

)

o = O O
_ o = O

B3 =

S W o
o O = O
o = O O
_ o O O

N&ama alkeismatriisit on saatu ykkosmatriisista tekemalla alkeisrivitoimitukset —%Rg,

Ry < R4 ja R3 + 3R;.

Esimerkki 10.3. Osoittautuu, ettd alkeismatriiseilla kertominen vastaa alkeis-
rivitoimitusten tekemistd. Tutkitaan téatad edellisen esimerkin alkeismatriisien ja

madtriisin

avulla. Nahdéaan, etta

A=

aiy
as;
a31
a4
aiy

a21
a3l

10 00
01 00
Bd=10 o 1
00 0 1
1 0 0 0
000 1
ExAd=1g o 1 ¢
010 1
ja
1000&11
70100&21
E3A_3010a31
0 0 0 1| |agy

a41

a2
az2
a32
a42

ail a2 ai3
a1 a2 a23
as1 ag2 ass
aq1 Q42 Q43
a2 ais ai a12 ais
a2 a3 a21 a2 a23
agy asz| _%QSl —%asz —%033
Q42 Q43 a1 a42 a43
a2 a3 ail a2 Qi3
22 a23| |G41 Q42 a43
a2 azz| |az as  ass
ayq2 Q43 a1 a22 a23
a3 ai a2 a13
az3 a1 a2 az3
as3 3a11 +az1 3aiz +azx 3aiz +ass
Q43 a4 a42 a43
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Huomataan, ettd téssé tapauksessa alkeismatriisilla kerrottaessa matriisille A tul-
laan tehneeksi sama alkeisrivioperaatio, jonka avulla alkeismatriisi muodostettiin.

Yksittdinen esimerkki ei takaa, ettd alkeismatriisilla kertominen vastaa aina
alkeisrivitoimituksen tekemistd. Esimerkin perusteella voi kuitenkin ymmartaa,
miksi ndin on. Viitteen todistaminen on melko ty6lasta, joten se jatetddn valiin.

Lemma 10.4. Oletetaan, ettd A € R™™™. Olkoon E alkeismatriisi, joka saadaan
tekemalld jokin alkeisrivitoimitus ykkdsmatriisille I,,. Jos matriisille A tehdddn
sama alkeisrivitoimitus, tuloksena on matriisi EA.

Huom. Lemma tarkoittaa apulausetta. Se on siis pieni tulos, jota voidaan kayt-
tad hyviksi vaikkapa suurempien lauseiden todistamisessa.

Lause 10.5. Alkeismatriisit ovat kddntyvid, ja alkeismatriisin kddanteismatriisi on
myos alkeismatriisi.

Todistus. Tarkkaa todistusta ei esiteta tassd. Kéaydaan kuitenkin lapi todistuksen
idea.

Jokainen alkeisrivitoimitus voidaan peruuttaa toisella alkeisrivitoimituksella
kuten kohta ndhdddn. Kutsutaan tata alkeisrivitoimitusta alkuperdisen alkeisri-
vitoimituksen kddnteistoimitukseksi.

Oletetaan, ettd a,b € R ja a # 0. Jos matriisille tehddén alkeisrivitoimitus
R; <+ Rj, padstdan takaisin alkutilanteeseen tekemailld sama alkeisrivitoimitus uu-
delleen. Alkeisrivitoimitus R; <+ R; on siis itsensé kdénteistoimitus. Alkeisrivitoi-
mituksen aR; kiiénteistoimitus on puolestaan %Ri, ja alkeisrivitoimituksen I;+bR;
kianteistoimitus on R; — bR;.

Alkeismatriisin kdadnteismatriisi saadaan aina kédnteistoimitusta vastaavasta
alkeismatriisista. Alkeisrivitoimitusta R; <> R; vastaava alkeismatriisi on oma
kadnteismatriisinsa, alkeisrivitoimitusta a R; vastaavan alkeismatriisin kd&dnteismat-
riisi on alkeisrivitoimitusta %Ri vastaava alkeismatriisi ja niin edelleen. Alkeisri-
vitoimituksen tekeminen vastaa nimittain alkeismatriisilla kertomista. Esimerkiksi
alkeisrivitoimitukset aR; ja éRi perdakkiin suoritettuina eivat tee matriisille mi-
tdén. Siten niitd vastaavien alkeismatriisien tulo on ykkdsmatriisi, jolla kertominen
ei tee matriisille mitaén.

O

Esimerkki 10.6. Etsitdan alkeismatriisin

S W o =
o O = O
SO = O O
— o O O

kadnteismatriisi. Matriisi vastaa alkeisrivitoimitusta Rg + 3R{. Tamén alkeisrivi-
toimituksen voi kumota tekemaélld alkeisrivitoimituksen Rz — 3R;. Sitd vastaava
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alkeismatriisi on

1 0 00
0100
F= -3 010
0 001

Laskemalla voi viels varmistaa, etti, EF = I ja FE = 1. Siis E7! = F.
Lause 10.7. Oletetaan, ettd A on n x n-neliomatriisi. Seuraavat ehdot ovat yhtd-
pitavid.

a) Matriisi A on kaantyvd.

b) Yhtilolli AT = b on tismdlleen yksi ratkaisu kaikilla b € R™.

¢) Yhtilolli Az =0 on vain triviaali ratkaisu T = 0.
d) Matriisi A on riviekvivalentti ykkdsmatriisin kanssa.
e) Matriisi A on alkeismatriisien tulo.

Todistus. Osoitetaan viite todistamalla seuraava paattelyketju:
a)=b)=c)=d) =e)=a).

Téamaén jalkeen tiedetédn, ettd jokainen lauseen kohta on yhtapitava toisten kohtien
kanssa.

a) = b): Viite on osoitettu lauseessa 10.1.

b) = c): Oletetaan, ettii yhtilollid Az = b on tdsmilleen yksi ratkaisu kaikilla
l_) R™. Tamé pitee myos, jos b = 0. Toisaalta yhtalolld Az = 0 on aina ratkaisu

= 0. Siten 7 = 0 on ainoa ratkaisu.
c) = d): Oletetaan, etti yht#lolli AZ = 0 on vain ratkaisu = 0. Merkit#in

A(i,j) = a;j kaikilla ¢, j € {1,2,...,n}. Yhtélo4 vastaava lineaarinen yhtaloryhmé
on

ailry + appxe + ... + appxn, = 0

ag1x1 + axwry + ... + agpr, = 0

Am1T1 + am2r2 + ... + appzTn = 0,

Koska yhtaloryhmalld on tdsmaéalleen yksi ratkaisu ja muuttujia on yhtd monta kuin
yhtéloita, taytyy yhtaloryhmaén olla ekvivalentti yhtaloryhmén

I =0
€To =0
z, = 0,

kanssa. Tama tarkoittaa, ettd matriisi A saadaan alkeisrivitoimituksilla muutettua
ykkosmatriisiksi. Toisin sanottuna A on riviekvivalentti matriisin I kanssa.
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d) = e): Oletetaan, ettd matriisi A riviekvivalentti ykkosmatrisiin kanssa. Ol-
koot E1, ..., E ne alkeismatriisit, joilla kertomalla matriisista A saadaan redusoitu
porrasmatriisi. Nyt siis patee

Ep- - E1A=1.

Kun yhtilon vasemmat puolet kerrotaan matriisilla F} ! saadaan Ej_q--- F1A =
E; ! Kun tdmén yhtdlén vasemmat puolet kerrotaan matriisilla E,;ll, saadaan

Ey o---F1A= E,;_llElgl. Jatkamalla samaan tapaan paadytaan yhtaloon
-1 -1 -1
A=E " ---E__E .

Koska alkeismatriisin kdanteismatriisi on myos alkeismatriisi, on véite todistettu.
e) = a): Oletetaan, ettd A = Ey --- Fy, missd Fy, ..., Ey ovat alkeismatriiseja.
Merkitaén
B=pg ' B

Nyt

AB = <E1---E;1>(E;:1---Ef1) =E1---(E,§1E;1)--~Ef1
=E1"'E,;111E,;11"'Ef1Z"'
= FBE'=1

Samalla tavalla ndhd&én, ettd BA = I. Siten B on matriisin A kid&nteismatriisi. [J

10.2 Kaanteismatriisin maarittaminen

Muuttamalla matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi voidaan nahda, onko matriisi
kddntyva. Jos matriisi A onnistutaan muuttamaan alkeisrivitoimituksilla ykkos-
matriisiksi, niin A on kdintyvi eli silli on kddnteismatriisi A~!. Muussa tapauk-
sessa A ei ole kddntyva.

Jos matriisi on kintyva, kiytetyista alkeisrivitoimituksista saadaan myos sel-
ville, miké kédnteismatriisi on. Oletetaan, ettd matriisi A on muutettu ykkosmat-
riisiksi alkeisrivitoimituksilla, joita vastaavat alkeismatriisit F7, ..., Fr. Nyt

Ey...EiA=1.
Talloin kddnteismatriisille patee

Al =147 ' = (E,... EfA)A™' = E;, .. .E;(AA™Y)
=FE;...ElL
Téama tarkoittaa, ettd tekemalld samat alkeisrivitoimitukset ykkosmatriisille I paa-
dyt#sn matriisiin A=1.
Matriisin A kdéntyvyyden selvittdminen ja kddnteismatriisin etsiminen voidaan
tehda yhtd aikaa. Yhdistetdan matriisit A ja I matrisiiksi [A | I']. Tehdaén télle
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matriisille alkeisrivitoimituksia, joilla A muutetaan redusoiduksi porrasmatriisiksi.
Jos matriisi A saadaan muutettua alkeisrivitoimitusten avulla ykkésmatriisiksi, on
A kdantyva. Kuten edelld todettiin, samat alkeisrivitoimitukset muuttavat ykkos-
matriisin  matriisin A kifinteismatriisiksi A~'. Siis

[A 1] — [I] A7,

Esimerkki 10.8. Tutkitaan, onko matriisilla

2 4 =2
A=10 0 1
10 4

kdanteismatriisi. Muokataan yhdistettyd matriisia

2 4 =211 0 0
00 1(0 10
1 0 4]0 0 1

alkeisrivitoimituksilla samaan tapaan kuin Gaussin-Jordanin menetelméssa. Ta-
voitteena on saada vasemmalle puolelle ykkoésmatriisi.

2 4 —2/1 0 0 10 4]0 0 1
00 1]lo1 o™= o 0 1|0 1 of 2
10 4[0 0 1 2 4 —2/1 0 0
10 4]0 0 1 1o 400 1],
0 1]0 1 o =0 4 —10]1 0 —2f 13
0 4 —10/1 0 -2 00 1/01 0
[1 0 4]0 0 1] 1 0 4/0 0 1
Ro+2Rs R1—4R:
511 1 1 5 1
01 -2 0 —3 570101 01 3 —5| =7
0 1[0 1 0 00 1l0 1 0
10 0|0 —4 17
1 5 1
01003 5 —3
0 1[0 1 0

Koska matriisi A saatiin muutettua alkeisrivitoimituksilla ykkosmatriisiksi, on A
kaantyva. Liséksi sen kddnteismatriisi on

—4 1
_1
2
0

ORIk O
— hojon

Enté sitten, jos matriisi ei ole kdéntyvd? Kuinka voidaan osoittaa, ettd mat-
riisista ei saada alkeisrivitoimituksilla ykkésmatriisia? Voidaan osoittaa, ettd jos
alkeisrivitoimitusten avulla saadaan aikaan nollarivi, el matriisi voi olla riviekviva-
lentti ykkosmatriisin kanssa. (Todistusta ei esitetd téssé.) Nollarivi on siis merkki
siité, ettei matriisi ei ole kidantyva.
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Esimerkki 10.9. Tutkitaan, onko matriisilla

2 1 -3
B=|-1 0 2
1 1 -1

kddnteismatriisi. Ryhdytddn muokkaamaan yhdistettyd matriisia alkeisrivitoimi-
tuksilla:

~10 2(100)] L0 -2|-100
41 =30 1 ol |41 3| 01 of A
31 1|0 0 1 31 -1] 0 0 1
10 -2 -1 0 0 10 -2/-10 0

1 50 4 1 o]0 1 5| 4 1 of ke
31 1| 0 0 1 01 5| 301
10 —2|-1 0 0

1 5/ 4 10

00 0|-1 -1 1

Koska matriisin B paikalle tuli nollarivi, matriisista B ei saada alkeisrivitoimituk-
silla ykkosmatriisia. Siten B ei ole kdantyva.
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11 Determinantti

Matriisin determinantti on reaaliluku, joka kertoo matriisin ominaisuuksista. De-
terminantti on kéiteva tyokalu esimerkiksi silloin, kun halutaan tietda, onko mat-
riisi kidantyvd. Monet determinanttiin liittyvistd todistuksista ovat kuitenkin niin
tyolaité, ettd ne sivuutetaan téssa.

Maaritelma 11.1. Oletetaan, etté A on n X n-matriisi. Merkitaan

ai;p a2 ... A1n

az; a2 ... a2n
A pu—

an1 Ap2 ... Ay,

a) Jos n =1, niin det(A) = a;.
b) Muussa tapauksessa

n

det(A) = > (=1)"ay; det(Aqy),

i=1
missé A;; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s
sarake.

Matriisin A determinantille voidaan kiyttdd merkintaé

aip a2 ... A1n
az;r az2 ... a2n
anl Ap2 ... Qpn

Esimerkki 11.2. Matriisin A = [4] determinantti on det(A) = 4. Matriisin
1 -1
2=l
determinantti on puolestaan
det(B) = 1-det([4]) — (—1) - det([2]) = det([4]) + det([2]) =4+ 2 =6.

Maaritelman mukaan 2 x 2-matriisin determinantti lasketaan seuraavasti:

ail a2
a1 a2

= 411022 — 4120G21-

Sen laskemiseen voi kiyttad kuvassa 11.23 esitettyd muistisddntod. Piirretddn mat-
riisin poikki vinoviivat. Samalla viivalla olevat alkiot kerrotaan keskendén. Jos viiva
on lavistdjéan suuntainen, tulee tulon eteen plusmerkki ja muutoin miinusmerkki.
Lopuksi tulot summataan.
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Kuva 11.23: Muistisddnnot 2 x 2-determinantin ja 3 x 3-determinantin laskemiseksi.

Esimerkki 11.3. Matriisin

-2 3 2
C = 01 -1
1 2 4
determinantti on
1 -1 0 —1 0 1
dicr=2 |} s o Y a ol

= —2.(442)—3-(0+1)+2-(0—1)
= —2.6-3-1+2-(—1)=—17.

Maaritelman mukaan 3 x 3-matriisin determinantti lasketaan seuraavasti:

ailp a2 ais
a21 Qg2 a23| = G411 -
a31 asz ass

G2 423
azz2 ass

a1 a2
as; as2

@21 az3

+ ais -
az1 ass

= 11022033 — 011023032 — 012021033

+ a12a23a31 + 13021032 — 413022031

Téllekin determinantille on olemassa laskemista helpottava muistisdanto (ks. ku-
va 11.23). Kirjoitetaan matriisin vierelle matriisin ensimméinen ja toinen sarake.
Piirretadn kuvion péadlle matriisin lavistdjan suuntaisia viivoja sekd vastakkais-
suuntaisia viivoja. Samalla viivalla olevat alkiot kerrotaan keskenédn. Jos viiva on
lavistajan suuntainen, tulee tulon eteen plusmerkki. Jos viiva on vastakkaissuun-
tainen, tulee tulon eteen miinusmerkki. Lopuksi tulot lasketaan yhteen.

Lauseen 9.10 nojalla 2 x 2-matriisi
a b
A =
on kddntyvi, jos ja vain jos ad — bc # 0. Toisaalta matriisin A determinantti on

ad — be. Matriisi A on siis kiéntyva, jos ja vain jos det(A) # 0. Samanlainen tulos
pétee kaikille matriiseille. Sen osoittaminen on tyolésté ja jatetdan siksi valiin.

Lause 11.4. Oletetaan, ettd A on n x n-matriisi. Matriisi A on kddantyvd, jos ja
vain jos det(A) # 0.
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11.1 Determinantin kehityskaavat

Determinantin méaritelméssé olevat kertoimet otetaan matriisin ensimmaiselta ri-
viltd. Sanotaan, ettd determinantti on talldin kehitetty ensimmaisen rivin suhteen.
Yhté hyvin voidaan kiyttdd muita rivejé tai jopa muita sarakkeita.

Lause 11.5. Oletetaan, ettdc A on n x n-matriisi. Merkitiin A(i,j) = a;; kaikilla
i,7€41,...,n}
a) Olkoon i € {1,...,n}. Tallin

n

det(A) = (=1)""a;; det(Ay),

j=1
missd A;j on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s
sarake. Kyseessd on kehitys rivin i suhteen.
b) Olkoon j € {1,...,n}. Tdllsin

n

det(A) =Y (~1)"a;; det(Ay),

i=1
missd A;; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s Tivi ja j:s
sarake. Kyseessd on kehitys sarakkeen j suhteen.
Toisinaan voi sddstad vaivaa, jos valitsee viisaasti rivin tai sarakkeen, jonka
suhteen determinantin kehittda. Lasketaan matriisin

12 3 0
01 0 -1
b= 00 -1 0
21 -4 -1

determinantti kehittdmaélla se aluksi kolmannen rivin ja sitten kolmannen sarak-
keen suhteen:

1 2 3 0
0 1 0 -1
det(D):O 0 —1 0
2 1 —4 -1

2 3 0 1 3 0 1 2 0 1 2 3

=0-[1 0 —-1/=0-]0 0 —1|+(-1)-j0 1 —1|—0-0 1 0

1 -4 -1 2 —4 -1 2 1 -1 2 1 —4

e e R

:—(0+(1-1—2-2)—(1-1—0-2)>:—(0—3—1):4
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Kehityskaavojen plus- ja miinusmerkkien vaihtelu (eli kaavoissa oleva kerroin
(—1)""7) saadaan shakkilautaa muistuttavasta kuviosta:

Matriisin tilalle ajatellaan plus- ja miinusmerkeisté koostuva ruudukko, jonka va-
semmassa yldkulmassa on plusmerkki. Jos matriisin alkion kohdalla on plusmerkki,
tulee kehityskaavassa alkion eteen plusmerkki. Vastaavasti, jos alkion kohdalla on
miinusmerkki, tulee kehityskaavaankin miinusmerkki. Huomaa, ettd alkion oma
etumerkki sailyy joka tapauksessa.

11.2 Determinantin ominaisuuksia

Lause 11.6. Oletetaan, ettd A ja B ovat n X n-matriiseja. Tdlloin
a) det(AT) = det(A)
b) det(AB) = det(A) det(B).

Lause 11.7. Oletetaan, etta matriisi A on kdantyva. Talloin

1

det(A™) = 30y

Todistus. Oletuksen mukaan matriisi A on kidintyva, joten silld on kiénteismatriisi
A~L. Lauseen 11.6 kohdan b) nojalla

det(A) det(A™) = det(AA™) = det(I) = 1.

Toisaalta lauseen 11.4 mukaan det(A) # 0, silli A on kiidintyvi. Siten det(A~!) =
1/det(A). O

Seuraava lause kertoo, miten alkeisrivitoimitusten tekeminen vaikuttaa matrii-
sin determinanttiin.

Lause 11.8. Oletetaan, ettd A on neliématriisi.

1) Jos matriisi B saadaan matriisista A vaithtamalla kaksi rivid keskenddn, niin

det(B) = — det(A).

2) Jos matriisi B saadaan matriisista A kertomalla jokin rivi reaaliluvulla t # 0,
niin det(B) = tdet(A).

3) Jos matriisi B saadaan matriisista A lisiamdalld johonkin riviin jokin toinen
rivi reaaliluvulla k kerrottuna, niin det(B) = det(A).
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Lauseen 11.6 kohdasta a) seuraa, ettd determinantin sarakkeet kiyttaytyvéit
tasmalleen samalla tavalla kuin sen rivit. Lauseesta 11.8 saadaan siis seuraavat
muistisaannot:

1) Jos matriisin kaksi rivid (saraketta) vaihtaa kesken&én, niin determinantin
etumerkki muuttuu:

3 27 1 6 0
1 6 0j=—(3 2 7.
5 8 4 5 8 4

2) Jos matriisin rivilld (sarakkeessa) kaikilla alkioilla on yhteinen tekijé, niin
tuon yhteisen tekijan voi ottaa determinantin eteen kertoimeksi:

ot W =
0 N O

0 1
TN=2-13
4 )

=W
NN =)

3) Jos matriisin riviin (sarakkeeseen) lisataan jokin toinen rivi (sarake) vakiolla
kerrottuna, niin matriisin determinantti ei muutu:

= =W
NS =)
w

1 1
3 =0 -
5 5

NNG'S
N =)

Joidenkin matriisien determinantti on helppo méaarittaa.
Lause 11.9. Oletetaan, ettd A on neliomatriisi. Talldin

1) jos matriisissa A on nollarivi (nollasarake), niin det(A) =0
2) jos matriisissa A on kaksi samaa Tivid (samaa saraketta), niin det(A) =0
3) jos A on kolmiomatriisi (eli kaikki lavistajin alapuoliset tai ylapuoliset alkiot

ovat nollia), niin matriisin A determinantti on ldvistdjialkioiden tulo.

Todistus. Kohdat 1 ja 3 voidaan todistaa kayttamailla kehityskaavoja. Kohta 2

palautuu kohtaan 1 kdyttamalla lauseen 11.8 kohtaa 3. O
Esimerkiksi
1 7 0 6 1 0 0O
0 3 4 5 ) 2 0 0 O
00 8 2—1-3-4-9—108 ja 05 8 0—1-0-8‘9—0.
00 0 9 4 6 79
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12 Pistetulo

Avaruuksissa R? ja R3 voidaan puhua vektorien pituuksista ja vektoreiden vilisista
kulmista. Namaé kéasitteet yleistetdan avaruuteen R™ pistetulon avulla.

Maaritelméa 12.1. Vektoreiden v = (vy,...,v,) € R" ja w = (wy,...,wy) € R
pistetulo on

VW = viwy + vows + - - + VW
Esimerkiksi vektorien o = (3, —2,0) ja @ = (1, —2,/3) pistetulo on
v-w=3-14(-2)(-2)+0-V3="1.

Huomaa, etta pistetulosta tulee aina tulokseksi reaaliluku.
Pistetulolle voidaan todistaa laskusaantojé.

Lause 12.2. Oletetaan, ettd v,w,u € R™ ja c € R. Tdllgin

g
<

a) v-w =

b)

¢) (ev)-w = c(v-w)

)=T-W+0 @

I

(@ +

(4]

Todistus. Todistetaan kohta b) ja jatetdén loput kohdat harjoitustehtaviksi. Mer-
kitaan v = (v1,...,0p), W = (w1, ..., wy) ja @ = (uy,...,u,). Nyt ndhddén, ettd

- (w+1u) = (vi,...,vp) - (w1 +ur,wa + U, ..., wy + up)
= v1(w1 +u1) + va(we +u2) + - - + v (W + un)
= V1wW1 + ViUl + vowse + vous + - - - + VW, + VpUn
= (vywy + vowa + -+ - + vywy) + (Viug + voug + - -+ + VU

=0 W+ -U.
Téssé kdytettiin reaalilukujen yhteenlaskun ja kertolaskun osittelulakia. O

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorin pistetulo itsensé kanssa on aina epéne-
gatiivinen. Ainoastaan nollavektorin pistetulo itsensé kanssa on nolla.

Lause 12.3. Oletetaan, etta v € R™. Talloin
a) v-v>0
b)

Todistus.  a) Nahdaan, ettd

-9 =0, jos ja vain jos v = 0.

(4]

=0 v+ FVE>04+0+---+0=0,

silla reaaliluvun nelié on aina epénegatiivinen. Téamé todistaa véitteen.
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b) "=": Oletetaan, etti v-v = 0. Télloin v§ + v3 + - - - +v2 = 0. Koska jokainen
vhteenlaskettava on epénegatiivinen, taytyy yhteenlaskettavien olla nollia.
Toisin sanoen v? = 0 kaikilla i € {1,...,n}. Tésti seuraa, etti v; = 0
kaikilla 7 € {1,...,n}. Siten v = (0,0,...,0) = 0.

"< Oletetaan, ettd © = 0. Nyt ©-9 = 02 + 02 + - - - 4+ 02 = 0. Siten viiite on
todistettu.
O

12.1 Vektorin normi

Pistetulon avulla voidaan mééritelld avaruuden R™ vektorin normi eli pituus. Lauseen
12.3 nojalla v - v > 0, joten seuraavassa maédritelméassa juurrettava on epanegatii-
vinen, kuten kuuluu olla.

Maaritelmé 12.4. Vektorin v € R™ normi eli pituus on

Méiritelmisti seuraa, ettd ||o]| = /v? +v3 +--- + v2. Esimerkiksi vektorin
v =(1/2,3,—2,0) normi on

ol = V22 T 88 (22 + 0% = ﬁ )

Tason vektoreiden normia voidaan havainnollistaa Pythagoraan lauseen avul-
la. Kuvassa 12.24 on esitetty vektori w = (—4,—3). Sen pituus on Pythagoraan
lauseen nojalla v/32 +42 = /25 = 5. Pituuden geometrinen tulkinta antaa siis
saman tuloksen kuin mééaritelma 12.4.

Kuva 12.24: Vektorin w normi eli pituus.

Vektorin normi on aina epénegatiivinen ja nollavektori on ainoa vektori, jonka
normi on nolla.

Lause 12.5. Oletetaan, ettd v € R™. Talldin
a) o] =0
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b) ||v]| =0, jos ja vain jos v = 0.
Todistus. Tulokset seuraavat suoraan neliéjuuren ominaisuuksista ja lauseesta 12.3.

a) Maaritelmén mukaan ||o|| = +/v - v. NeliGjuuren arvo on aina epanegatiivi-
nen, joten ||o]| > 0.

b) Huomataan, ettd ||0]| = 0, jos ja vain jos juurrettava ¢ - ¥ on nolla. Lauseen
12.3 nojalla taas v - v = 0, jos ja vain jos v = 0. Tama todistaa véitteen.
O
Lause 12.6. Oletetaan, ettd v € R™ ja ¢ € R. Tdlloin ||cv|| = |c|||v]|.
Todistus. Pistetulon ominaisuuksien perusteella
lev]| = Vev - v = \/e(v - ev) = /(0 0) = |e| /(0 0) = |¢][|3].
O

Maaritelma 12.7. Vektori u € R™ on yksikkdvektori, jos sen normi on yksi eli
lall = 1.

Esimerkiksi vektorit (1,0) ja (0,1) sekd vektorit (1,0,0), (0,1,0) ja (0,0,1)
ovat yksikkovektoreita.

Esimerkki 12.8. Etsitdan yksikkovektori, joka on yhdensuuntainen vektorin v =
(2, —1,0) kanssa. Vektorin o normi on ||7]| = v/4 + 1 = /5. Jos vektori @ kerrotaan
skalaarilla 1/4/5, saadaan vektori (1/+/5)9, jonka pituus on lauseen 12.6 nojalla

(1/V5) - ol =1/v5-V5=1.
Liséiksi vektorit ¥ ja (1/4/5)0 ovat yhdensuuntaiset.

_ 1
Lause 12.9. Oletetaan, etti v € R™\{0}. Tdllgin vektori HT} on yksikkovektori,
v
joka on yhdensuuntainen v:n kanssa.
Todistus. Viite seuraa lauseesta 12.6 samalla tavalla kuin esimerkissd 12.8. O

Normin avulla voidaan méaritelld vektorien vélinen etaisyys.

Maaritelma 12.10. Oletetaan, ettd v, w € R™. Vektorien v ja w vélinen etdisyys
on
A5, @) = |5 - .

Esimerkki 12.11. Vektoreiden v = (2,2) ja w = (—3, —1) vilinen etiisyys on
(5, w) =[5 — @ = (2~ (=3),2 - (~D)]| = 5,3)]| = V5 + 2 = V3.

Sita on havainnollistettu kahdella eri tavalla kuvassa 12.25.
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Kuva 12.25: Vektoreiden v ja w valinen etéisyys.

Lause 12.12 (Schwarzin epayhtild). Oletetaan, ettd v € R™ ja w € R™. Talldin
o~ w| < [[o]||lw]].

Todistus. Schwarzin epéyhtdlod tarvitaan téssd vaiheessa ldhinnd lemman 12.13
todistamiseen. Lauseen todistus on kuitenkin melko tekninen, joten sité lykéatdan
kurssin toiseen osaan. O

12.2 Vektorien vialinen kulma ja kohtisuoruus

Avaruudessa R™ kahden vektorin vilinen kulma mééritetdén pistetulon avulla. Vek-
torien vilisen kulman méarittelyyn tarvitaan seuraavaa lemmaa.

Lemma 12.13. Oletetaan, etti v,w € R™\ {0}. Tdlloin
1< <L
19]] o]
Todistus. Schwarzin epéyhtalon 12.12 mukaan |v-w| < ||v]|||w]|. Tésté seuraa, ettd
—lollol <v-w < oo

Jakamalla néin saadut epayhtalot positiivisella luvulla ||7||||w| saadaan

[2]] [l

<

1

O

Kosinifunktio on mééritelty niin, ettd jokaista lukua a € [—1, 1] vastaa tdsmaél-
leen yksi sellainen kulma «, ettd 0° < o < 180° ja cosa = a. Edellisen lemman
nojalla voidaan siis asettaa seuraava maéritelma.

Maésritelmé 12.14. Vektorien v € R™ \ {0} ja w € R™ \ {0} vélinen kulma on se
kulma «, jolle patee 0° < o < 180° ja

VW
COSY = ————.
1ol [l
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Esimerkiksi vektorien o = (3, —2,0) ja @ = (1, —2,+/3) vilinen kulma « saa-

daan yhtélosta
7

V13v8
Liséksi taytyy pated 0° < a < 180°. Nain vektorien véliseksi kulmaksi saadaan
o =~ 46,65°.

Tason vektorien tapauksessa vektorien vélisen kulman maéritelma vastaa geo-

metrista késitystdmme vektorien valisestd kulmasta. Kosinilauseen mukaan kuvan
12.26 kolmiossa

CoOs&x =

lo — 3] = [[3l|* + |@]* — 2[|o]l]|@] cos a.

Toisaalta normin méaritelmén nojalla

|lo—3|>=(@0—7)- (0—0)=0-@—W-0—0-W+0-0

=lol* - 2(v - @) + [|w]|*.

Siten
151> + [|@]|* — 2[|o][][w]| cos & = [[B]|* = 2(v - @) + ||w]|?

ja edelleen

Kuva 12.26: Vektoreiden v ja w vélinen kulma kosinilauseen nédkokulmasta.

Maaritelma 12.15. Vektorit v € R"™ ja w € R™ ovat ortogonaaliset eli kohtisuo-
rassa toisiaan vastaan, jos v - w = 0. Talloin merkitdan v 1 w.

Yleensa kahden olion ajatellaan olevan kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos nii-
den vélinen kulma on 90°. Taméa pitdéd paikkansa myos vektoreiden tapauksessa.
Oletetaan, ettd v,w € R™ \ {0}. Mééritelmdn mukaan vektoreiden v ja w vilinen
kulma on 90°, jos ja vain jos

% = c0s90° = 0.
1] [l

Taméa puolestaan pétee, jos ja vain jos v - w = 0. Siten vektoreiden v ja w vélinen
kulma on 90°, jos ja vain jos v - w = 0.
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Kuva 12.27: Vektorit v ja w ovat ortogonaaliset eli kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Pistetulon sovellus: Tason normaalimuotoinen yhtalo

Vektorin sanotaan olevan kohtisuorassa tasoa vastaan, jos se on kohtisuorassa tason
suuntavektoreita vastaan. Tallaista vektoria kutsutaan tason normaaliksi (ks. kuva
12.28).

g

Kuva 12.28: Tason normaali 7.

Oletetaan, ettd T on avaruuden R? taso, joka kulkee pisteen P kautta ja jolla
on normaali 7. Voidaan osoittaa, ettd piste Q@ = (x,y, z) on tasossa T, jos ja vain
jos

missi ¢ = OQ ja p = OP. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 12.29.

Edella esitettyé yhtéloa kutsutaan tason T' normaalimuotoiseksi yhtdloksi. Piste
@ on tasossa T, jos ja vain jos pisteen paikkavektori ¢ toteuttaa yht&alon.

Esimerkki 12.16. Oletetaan, etta taso T kulkee pisteen P = (6,0,1) kautta ja
silld on normaali 7 = (1,2, 3). Tason T' normaalimuotoinen yht&lé on t&lléin

(1,2,3)- (g — (6,0,1)) = 0.

Tasossa T ovat siis ne pisteet (), joiden paikkavektori ¢ toteuttaa edella esitetyn
yhtalon. Toisin sanoen

T:{QERg ’ (17273)'(6_(67071))20}'
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D q

0]

Kuva 12.29: Tason T normaalimuotoisen yhtdlon havainnollistus.

Kirjoitetaan taso vield hiukan toisenlaisessa muodossa. Merkitaan g = (z,y, 2),
missa z,y, 2 € R. Nyt

(1,2,3)- (g — (6,0,1)) =(1,2,3) - (x — 6,y — 0,2 — 1)
=r—6+2y+32—-3
=z+4+2y+32—-9,

joten voidaan kirjoittaa T = {qg € R3 | x + 2y + 32 — 9 = 0}.

12.3 Projektio

Ryhdymme méaritteleméén vektorin v projektiota vektorin w virittamalle aliava-
ruudelle span(w) (eli vektorin w suuntaiselle suoralle). Voidaan ajatella, ettd pro-
jektio on vektorin v heittdmé varjo, kun aurinko paistaa kohtisuoraan vektoria w
vastaan kuten kuvassa 12.30.

Kuva 12.30: Projektion havainnollistus.
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Maésritelmé 12.17. Oletetaan, ettd n € {1,2,...}. Olkoot v,w € R™ ja w # 0.
T&lloin vektorin v projektio vektorin w virittdmélle aliavaruudelle on

[
g

proj,(v) = —w.

]
g

Esimerkki 12.18. Esimerkiksi vektorin v = (1, 2) projektio vektorin w = (-1, 3)
virittdmalle aliavaruudelle on

13

profa(0) = 15(-1.3) = 5(-1.3) = (=3.3).

Projektio on esitety kuvassa 12.31.

Kuva 12.31: Vektoreiden v ja u projektiot vektorin w virittdmaélle aliavaruudelle.

Vektorin @ = (—2, —2) projektio vektorin w virittdmélle aliavaruudelle on puoles-
taan

profu(s) = Ty (1.3 = ~3(-1.3) = (3.-2).

Maéritelméstd ndhdadn, ettd proj;(v) on aina yhdensuuntainen vektorin w
kanssa. (Vektoria w kerrotaan nimittéin skalaarilla (0-w)/(w-w).) Ei ole myoskian
vaikea osoittaa, ettd vektorit o —proj;(v) ja w ovat ortogonaaliset eli kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Vektorin projektion voi méérittdd myos geometrisesti (ks. kuva 12.32). Piirre-
tadn vektorit v ja w alkamaan samasta pisteestd ja piirretdan vektorin w suuntai-
nen suora. Projektio proj,(v) 16ydetdén piirtdmaélla suora, joka on kohtisuorassa
vektorin w suuntaista suoraa vastaan ja kulkee vektorin v kérjen kautta.
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]|

g

projqf} (1_))
Kuva 12.32: Vektorin v projektio vektorin w virittdmaélle aliavaruudelle.

Projektion sovellus: Pisteen etiisyys suorasta

Pisteen etéisyys suorasta voidaan maarittad projektion avulla. Pisteen @) etéisyys
suorasta S = {p + tv | t € R} on kaikkein lyhin vélimatka, joka voi olla pisteen @
ja suoran S pisteen valilla. Tasmaéllisesti ilmaistuna pisteen @) etdisyys suorasta S
on min{d(q,a) | a € S}, missd ¢ on pisteen @ paikkavektori.

Tutkitaan esimerkin avulla, kuinka projektiota voidaan kayttad etaisyyden
madrittdmisessi. Tarkkoja todistuksia ei esiteta. Méadritetaén pisteen Q = (4, —1,9)
etaisyys suorasta S, joka kulkee pisteiden A = (2,—3,5) ja B = (4,1,7) kautta
(ks. kuva 12.33).

A

Kuva 12.33: Pisteiden A ja B kautta kulkeva suora S.

Maaritetadn ensin vektori jostakin suoran pisteestéd tutkittavaan pisteeseen. Esi-
merkiksi vektori

E:@_m:<27274)

kay tahéan tarkoitukseen. Lisdksi tarvitaan suoran suuntainen vektori, kuten vaik-
kapa vektori AB = (2,4, 2).

Vektorin AQ projektio suoralle S on

. AQ-AB__
projig( Q)Zﬁ B=_-(2,4,2) =



Q
" 1 AQ — proj 4 5(AQ) |

Kuva 12.34: Pisteen @ etdisyys suorasta .S.

Erotus AQ — projﬁ(m) on kohtisuorassa suoraa S vastaan. Lasketaan erotus:

- N 5) 6 )
AQ - projE(AQ) = (27274) - 6(2>4> 2) = 6(27274) - 6(2747 2)
1 1
= 6(12 —10,12 — 20,24 — 10) = 6(2, —8,14)
1
= —(1,-4,7
3( Y ) )

Koska AQ — pro j@(m) on kohtisuorassa suoraa S vastaan, antaa erotusvektorin
pituus pisteen @) etédisyyden suorasta:

_ R 1 1 1
[4Q — projap(AQ)] = £ (1, ~4,7)]| = ;T T 16 149 = 166,
Siten pisteen @ etdisyys suorasta S on %\/ 66.

12.4 Ortogonaalinen ja ortonormaali kanta

Maaritelma 12.19. Avaruuden R" aliavaruuden W kanta (w1, ws, ..., wy) on
ortogonaalinen, jos

w; - w; =0 kaikilla 4, € {1,2,...,k}, missé i # j.

Toisin sanoen kantavektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Kanta (wy,ws, ..., wy) on ortonormaali, jos se on ortogonaalinen ja lisdksi

@] =1 kaikillai € {1,2,...,k}.

Toisin sanoen kantavektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja niiden normi on
yksi.

Esimerkki 12.20. Avaruuden R" luonnollinen kanta &, = (€é,...,€&,) on orto-
normaali. Huomataan nimittéin, etta

e -ej =0, josi#j.

Lisdksi ||&;|| = 1 kaikilla i € {1,...,n}.
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Kuva 12.35: Avaruuden R3 luonnollinen kanta £3 = (€1, €2, €3) on ortonormaali.

Ortogonaaliset kannat ovat monissa tilanteissa hyvin kiyttokelpoisia. Mista
tahansa kannasta voidaan muodostaan ortogonaalinen kanta projektiota apuna
kiiyttien. Seuraavassa esimerkissi niytetidn, miten timé tapahtu avaruudessa R2.
Asiaan palataan tarkemmin kurssin toisessa osassa.

Esimerkki 12.21. Merkitdén v, = (—1,2) ja v2 = (3,—1). Jono (v1,v2) on ava-
ruuden R? kanta. (Tdmé#n todistaminen jétetdin lukijalle.)

Etsitddn ortogonaalinen kanta muodostamalla uusi jono (w1, ws) valitsemalla
Wy = U1 ja W = Vg — Projg, (v2). Nyt vektorit w; ja wa ovat ortogonaaliset kuten
luvussa 12.3 todettiin. Lisiksi (w1, w2) on avaruuden R? kanta, minki todistaminen
jatetaan jalleen lukijalle.

§|
Il
4]

Wo = Vg — pI‘OjU—}1 (52)

Kuva 12.36: Kannan (91, U2) muuttaminen ortogonaaliseksi kannaksi (w7, ws).

Niin saadusta ortogonaalisesta kannasta voidaan vield muodostaa ortonormaali
kanta (uy,ug) valitsemalla
_ 1 _ 1 (-1,2) ja @ 1 _ 1
Uy = +—F W1 = —=(— Ja Ug = m——FW2 = —=
[y ]| Vs [z | V5

Jono (a1, i2) on avaruuden R? ortonormaali kanta.

(2,1).
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Kuva 12.37: Ortogonaalinen kanta (w;,w2) ja ortonormaali kanta (ug, u2).

Vektorin koordinaatit ortonormaalin kannan suhteen saadaan pistetulon avulla.

Lause 12.22. Oletetaan, etti B = (u1,...,u) on aliavaruuden W ortonormaali
kanta. Oletetaan, ettd w € W. Tadlléin vektorin w koordinaatit kannan B suhteen
ovat W - Uy, W - U, ..., W U el

w=(w-uy)u; + (w-uz)ug + -+ (W - u)u .

Todistus. Tutkitaan vektorin w € W koordinaatteja kannan S suhteen. Olkoot
koordinaatit ay,...,a eli w = a1wy + aowsy + - - - + axwi. Huomataan, etté

W - W, = (a1w1+a2w2+~~+akwk)~w1
= ay(wy - w1) + az(wg - wy) + - - - + ag(wy, - w1)
:a1.1+a2.0+...+ak.02a1_
Vastaavalla tavalla nahd&én, ettd w - w; = a; kaikilla ¢ € {1,2,...,k}. Vektorin w

koordinaatit kannan B suhteen saadaan siis laskemalla w:n pistetulo kantavektorien
kanssa. O

Esimerkki 12.23. Mééaritetaan vektorin w = (2,9, —7) koordinaantit ortonor-
maalin kannan & = (€, €2, €3) suhteen kiyttden edelld osoitettua tulosta. Koska

&1 =(2,9,-7)-(1,0,0) =2,
ey =(2,9,-7)-(0,1,0) =9,
‘ez =(2,9,-7)-(0,0,1) = —7,

g &

g

saadaan w = 2€; + 9é2 — 7e3. (Tamén olisimme toki voineet padtella suoraankin.)

Esimerkki 12.24. Tarkastellaan esimerkissi 12.20 muodostettua avaruuden R?
ortonormaalia kantaa (@, u2), jossa

1
Uy = 7<—1,2), U2

7 (2,1).

_ L
V5
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Vektorin v = (3,4) koordinaatit tdmé&n kannan suhteen ovat

1

=
2 = 2= ((3.4)- (2.1)) =

v-u

((3,4) : (_1,2)> — 55 _ 5,

= 2/5.

<

10
NG
v = /5ty + 2v/5 1

2\/5’17,2

Kuva 12.38: Vektorin v koordinaantit ortonormaalin kannan (u, u2) suhteen.
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13 Ristitulo

Avaruuden R? vektoreille voidaan maéritelld ristitulo. Ristitulon tulos on avaruu-
den R3? vektori. Ristitulosta on hy6ty# esimerkiksi silloin, kun tarvitaan vektori,
joka on kohtisuorassa tasoa vastaan.

Miéritelmé 13.1. Vektorien v = (v1,v2,v3) € R3 ja w = (w1, ws, w3) € R3
ristitulo on vektori

U X W = (vaws — V3Wg, VW] — VIW3, V1W2 — VaW1).

Ristitulon v x w laskemiseen voi kiyttad kuvassa 13.39 esitettya laskusaantoa.
Yhtenaiisella viivalla yhdistettyjen komponenttien tulosta vihennetédan katkoviival-
la yhdistettyjen komponenttien tulo.

U1 V2 U3 U1 V2
wWao ws w1 wao

w1

Kuva 13.39: Ristitulon o x w laskeminen.

Esimerkki 13.2. Merkit#iin a = (2,1,4) ja b= (3,1, —3). Téllsin

axb=(1-(=3)—4-(-1),4-3-2-(=3), 2-(-1)—1-3)

= (1,18, -5).
2 1 /4 /2 /1
3 —1 -3 3 —1

Kuva 13.40: Ristitulon a@ x b laskeminen.

Ristitulolle saadaan toinen muistisdanto determinantin avulla. Vektoreiden v
ja w ristitulo saadaan laskemalla determinantti

i j k
U1 V2 v3|.
w1 w2 wWs

Téssd @ = (1,0,0), 7 = (0,1,0) ja k = (0,0,1). Tarkalleen ottaen determinantin
alkiot eivit voi olla vektoreita. Kyseessé on kuitenkin vain muistisdanto, ja vekto-
reiden i, j ja k ajatellaan kiyttiytyvin determinanttia laskettaessa reaalilukujen
tavoin.
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Esimerkiksi vektoreiden a = (2,1,4) ja b = (3, —1, —3) ristitulo on
];: — — —
4| = =3i+ 125 — 2k — 3k +4i + 65 = i + 185 — 5k = (1,18, —5).

W N =
— =

-3

Ristitulon avulla voidaan 16ytaa vektori, joka on kohtisuorassa kahta vektoria
vastaan.

Lause 13.3. Oletetaan, etti v, w € R3. Tdlloin

Todistus. Huomataan, etté

(v X W) - = (vaw3 — v3wa, VW1 — VIW3, Viwe — vow1) - (v1, V2, V3)
= (’0211)3 — Ung)’ul + (vgw1 - Ulwg)vg + (U1w2 — ’02101)1}3

= VW3V — V3WaV1 + V3W1Vs — V1W3V2 + V{wWav3 — vawivg = 0.

Siten vektorit (0 x w) ja v ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Viitteen toinen osa
osoitetaan samalla tavalla. O

(4]
X
g

Kuva 13.41: Ristitulo ¥ x w on kohtisuorassa vektoria v ja vektoria w vastaan.

Ristitulon avulla voidaan 16ytaa tason normaali (eli vektori, joka on kohtisuo-
rassa tason suuntavektoreita vastaan). Téstd on hyotyéd tason normaalimuotoisen
yhtalon maarittamisessa.

Esimerkki 13.4. Maéaritetddn normaalimuotoinen yhtéalo tasolle T', joka kulkee

pisteiden A = (0,1,0), B =(-1,3,2) ja C = (—2,0, 1) kautta. Tata varten tarvi-

taan tason T normaali. Vektorien AB = (—1,2,2) ja AC = (-2, —1,1) ristitulo
AB x AC = (4,-3,5)

kéiy edellisen lauseen nojalla tdhén tarkoitukseen.
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Kuva 13.42: Tason T' normaalimuotoisen yhtalon maarittaminen.

Lis#ksi tarvitaan vektori jostakin tason pisteesté pisteeseen Q = (x,y, z). Valitaan
vektori AQ = OQ — @: (z,y — 1, z). Tason T" normaalimuotoiseksi yhtaloksi
saadaan (AB x AC) - AQ = 0 eli

(4,-3,5) - (z,y — 1,2) = 0.
Laskemalla pistetulo saadaan yhtdléo muotoon
4r —3y+52+3=0.
Siten T = {(x,y,2) € R® | 4 — 3y + 52 + 3 = 0}.

Esimerkki 13.5. Pisteen etdisyys tasosta voidaan madrittaé ristitulon ja projek-
tion avulla. Merkitddan A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C = (—2,0,1). Oletetaan,
ettd taso T kulkee pisteiden A, B ja C kautta. Maéritetdén pisteen D = (1,2, 3)
etéisyys tasosta T (ks. kuva 13.43).

Tason suuntaisten vektoreiden AB = (—1,2,2) ja AC = (-2, —1, 1) ristitulo
AB x AC = (4,-3,5)

on tason normaali. Liséksi tarvitaan vektori jostakin tason pisteestd pisteeseen
D = (1,2,3). Valitaan vektori

AD =0D - OA = (1,1,3).
Vektorin AD projektio normaalin 7 = AB x AC virittdmille aliavaruudelle on

. —— AD-a_ 16 8
proj;(AD) = - """ (4,-3,5) = 25 (4,-3,5).

Téamén projektion normi (eli pituus) on pisteen P etéisyys tasosta T

8 8 8
(4,=3,5)| = zVI6+9+25 = V50 = V2.

— 8
i (AD)| = —
Iproja(AD)] = 5 |
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Kuva 13.43: Pisteen D etiisyys tasosta T

Kaydaan viela lapi muutamia ristituloon liittyvié laskusaantoja.

Lause 13.6. Oletetaan, etti 4, v, w € R? ja ¢ € R. Télldin

a) DX w=—(w X ) (antikommutointi)

b) ux (0+w)=uXv+uXw (osittelulaki)
¢) D+w)Xu=0XU+wWXu (osittelulaki)
d) c(v x w) = (cv) x W =70 X (cw)

Todistus. Lauseen todistus on suoraviivainen ja kiyttaa ainoastaan ristitulon méa-
ritelméa. Todistus jatetdan harjoitustehtavaksi. O

Ristitulolla on myds pistetuloon liittyvia laskusdantoja.
Lause 13.7. Oletetaan, etti u, v, w € R>. Tdlloin
a) (uxv)xw=(u-w)v—(v-w)

b) ux (v xw)=(u w)v—(u- )

c) ||o x w|? = ||v)|?|w]|® — (v-w)? (Lagrangen identiteetti)

%
N

@\
g

Todistus. Osoitetaan kohta c) (eli Lagrangen identiteetti) ja jitetdan muut kohdat
harjoitustehtéviksi. Kayttdmalla lauseen 13.6 kohtaa g) ja lauseen 13.7 kohtaa a)
saadaan

1o x @|* =



Siten Lagrangen identiteetti pétee. O
Lause 13.8. Oletetaan, etti v, w € R®. Jos © # 0 ja w # 0, niin

[0 x wl| = [|o]|[|[@]|sina,
missa o on vektorien U ja w vdlinen kulma.

Todistus. Todistuksessa kiytetdén Lagrangen identiteettid (lause 13.7). Vektorien
valisen kulman mééritelmén mukaan cosa = (v - w)/(||v]|||w||), ja lisdksi patee
sin? o 4+ cos? o = 1. Nyt Lagrangen identiteetisti saadaan

1o x @* = [l |@]* - (@ - @)* = [ol*|@]]* — (cos 5] @]])*
Plwl*(1 = cos a)
2

= [[ol*||w]|* sin® o = (|[ol[|w]| sin ).

= [[ol*|@]* = cos* al[o|*||w]|* = ||o

Vektorien vélisen kulman méaaritelman mukaan 0° < o < 180°, misté seuraa,
ettd sin a > 0. Liséksi vektorien normit ovat aina epénegatiivisia. Siten ||o x| > 0
ja ||9]|||w||sin > 0. Saadusta yhtdlosta voidaan néin ollen padtelld, ettd

[[o > @] = [|v]|[]w]] sin a.
Tamaé todistaa vaitteen. O
Edellisesta lauseesta seuraa, etta ristitulovektorin v x w pituus on yhta suuri

kuin vektorien v ja w médradmén suunnikkaan ala (ks. kuva 13.44). Oletetaan, ettd
vektorien v ja w vélinen kulma on «. T&ll6in suunnikkaan korkeus on ||w@|| sin a.

Naiin suunnikkaan pinta-alaksi saadaan ||| sina - [|9|| = |0 x @]|.
A
U X W
/[I} I
L[ @ | sina
« .
v

Kuva 13.44: Ristitulovektorin v x w pituus on yhté suuri kuin vektorien v ja w
madradméan suunnikkaan ala.
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Ristitulon avulla voidaan maarittdd myos suuntaissarmion tilavuus. Vektorei-
den v, w ja u madrddmadn suuntaissdrmion tilavuus on pohjan pinta-alan ||o x w||
ja korkeuden h tulo (ks. kuva 13.45). Pohjan pinta-alan tiedetdén edellisen kappa-
leen perusteella olevan ||o x w||. Maé&ritetaén viela korkeus h. Olkoon /3 vektoreiden
4 ja ¥ X w valinen kulma. Nyt

h = || [cos(180° — B)| = |1@] |cos 3]
Siten tilavuus on
o x w1l [cos 8] = |5 x w]l|[a] cos 8| = |(o x ) - .

Viimeisessa vilivaiheessa kéytettiin vektorien 4 ja v x w vélisen kulman maaritel-
maé. Suunnikkaan tilavuus on siis niin kutsutun skalaarikolmitulon itseisarvo.

Kuva 13.45: Vektoreiden v, w ja 4 méidrddméain suuntaissarmion tilavuus.
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