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Teht. 1. Maarita seuraavalle homogeenisysteemille perusjérjestelméa R:ssa:

X(t) = [:3 (1)] X(0).

Ratk. Etsitadn matriisin A = { 1} ominaisarvot:

-3
-2 0
-3-A 1

det(A—)\I):’ 9 )

’ =(=3-NAN)—(-21=X+3A+2=A+1)(A+2)=0
— e {-1,-2}.
Néméi ovat reaaliset ja erisuuret. Etsitdin vastaavat ominaisvektorit u = (u,u2) € R? \ {0}:

(A= (=1))u = {_; ﬂ U= uy = 2up > u=s B] (s € R~ A{0});
1
2

;}u;}uQ:m{:)u:s[” (s e R\0).

Titen homogeenisysteemilld x(t) = Ax(t) on R:ssi perusjirjestelmi (x;(t),x2(t)) = (e7*(1,2),e72%(1,1)).
Toinen tapa. Eliminointi. TAta yritti vain nelja (kolme osasi). Siksi en esité téllaista ratkaisua.
Arvostelusta. Ominaisarvot: 1 p; ominaisvektorit: 2 p; ratkaisut x; ja xo: 2 p; perusjirjestelmé (xi,x2):
1 p. Tyypilliset virheet: Ominaisvektorin (1,2) sijasta (2,1): —1 p. Perusjirjestelmén sijasta yleinen ratkaisu
x = C1x1 + Coxo (tai perusmatriisi [x1  x2]): —1 p.

Teht. 2. (a) (4 pist.) Laske kolme ensimmdisté Picardin approksimaattia yo, y1 ja y2 alkuarvotehtéivalle
y'(z) = cosxsiny, y(=1) = .

(b) (2 pist.) Anna approksimaatti y1000-

Ratk. (a) Differentiaaliyhtiilo on jatkuvan funktion f: R? — R, (z,y) + cosz siny, méirittelemi. Alkueh-
don mukaan on
yo(x) =7 VzeR.

Edelleen kullakin n > 0 on

x

Ynt1(x) =7+ / fyn(t)) dt =7+ / costsiny,(t) dt Vo € R.
-1

-1

Taten

x x

COStSian‘dtZﬂ'—F/ cost-0dt=n+0=7m VzeR,

—1

COStSian‘dtZﬂ'—F/ cost-0dt=n+0=m VreR.
—1

yl(x):ﬂ'—i—/ costsinyo(t)dt:w—i—/
—1 —1

yg(x):ﬂ'—i—/ costsinyl(t)dt:ﬂ—i—/

-1 -1

(b) Osoitetaan induktiolla, ettd y,(z) = 7 Vo € R kaikilla n > 0. No, jos n = 0, niin viite pétee, ja jos taas
n > 0 on sellainen, ettd y,(z) =7 Vo € R, niin yp41(z) = 7 + [ costsiny,(t)dt =+ [*, costsinmdt =
T+ ffl cost-0dt =7+ 0=x Vo € R. Téten y1000(z) =7 Va € R.

1



Toinen tapa ratkaista (a)- ja (b)-kohdat on huomata, ettd tutkittava yht&lo on separoituva ja toteut-
taa lokaalin yksikisitteisyyslauseen oletukset tasossa R? ja ettd alkuarvo-ongelman yksikésitteinen maksi-
maalinen ratkaisu on triviaaliratkaisu y(z) = 7 Vo € R. Télléin nimittdin heti yo = y, ja koska liséksi
y(z) =7+ ffl costsiny(t) dt Vo € R, niin y,, = y kaikilla n > 1.

Arvostelusta. Aniharva oli huomannut, ettd alkuarvotehtévan ratkaisu on vakiofunktio z — 7. Induk-
tiotodistusta ei (b)-kohdassa vaadittu eika siitd hyvitetty. Monilla oli induktionpoikasia eli induktioaskel
999 — 1000. Moni oli muodostanut approksimaatin y_1(z) = m, jotta olisi voinut sitten laskemalla laskea
approksimaatin yo; tasta ei mennyt sakkoa.

Teht. 3. Anna seuraavan systeemin yleinen ratkaisu:

X(t) = [_g 1/3} x(t) + {_2‘26;} .

Ratk. Systeemi on lineaarinen ja vakiokertoiminen. Etsitdéin kerroinmatriisin A = {_g 1/ (2)} ominaisarvot
reC:
det(A—)\I):’:/z\ 1_@] SN 1=0 e A= 4

Etsitddn ominaisarvoa A = i vastaavat ominaisvektorit u = (u1,us2) € C? \ {0}:

—i 1/2

(A—ilu= [_2 "

} — —iur + (1/2us =0 <= ug = 2iug < u =3 [212} (s e C~{0}).
Valitsemalla s = 1 saadaan homogeeniselle systeemille x(¢) = Ax(t) kompleksinen ratkaisu

it - 1 .10
x(t) = e""u = (cost + isint)( ol tila )

ja siis reaalinen perusjarjestelma

x1(t) = Rex(t) = [(1)} cost — {2] sint = [_(;O:iit] ,
1 sint

Epéhomogeenisuustermi on f(¢) = e *(—3,2). Tehdddn yrite x(t) = e 'u méidaritettivin kertoimin u =
(a,b) € R? epihomogeenisen systeemin yksittiisratkaisun 1ytimiseksi:

x(t) = Ax(t) +f(t) &= —e fu=e"Au+e* [ 9

a+(1/2)b=3
{ —2a+b=-2

_3} VicR«= (A+Du= {_32]
= a=b=2.

Téaten systeemin yleinen ratkaisu on

5 3 —t
x(t):Cl{ cost ]+02[“nt ]+{26 ] VteR (Cy,Cs€R).

—2sint 2cost 2et

Vakion varioinnilla. Yksittaisratkaisu 16ydetaan myos vakion varioinnilla. Homogeenisen yhtalon ylei-
nen ratkaisu voidaan perusjirjestelmésta saatavan perusmatriisin X = [x; x2] avulla kirjoittaa muotoon
x = Xc (c € R?). Nyt voidaan méérittii sellainen derivoituva funktio ¢: R — R?, etti x = Xc toteut-

cost sint ] ia detX(t) _

taa epiahomogeenisen yhtdlon. Ehdoksi tulee ¢ = X 1f. Nyt X(¢t) = {—2sin ¢ 9cost
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: . 1 2cost —sint -3 —3cost —sint
2 24 _ -1 _ 2 —t — ot

2(cos*t + sin“t) = 2, joten X (t)'f(t) = 5 {2sint cost ]e { 9 ] [—BSint cost
nissa tarvitaan kaavoja [e~'costdt = —ge~'(cost — sint) ja [e 'sintdt = —Lie!(cost + sint), jotka

saadaan ratkaisemalla kahden perédkkéaisen osittaisintegroinnin tuottamat yhtalot

/ e ‘costdt = —e 'cost — /(—eft)(— sint)dt = —e ' cost — (et(— sint) — /eft(— cost) dt)

] . Integroin-

= —e *(cost — sint) — /e_t costdt  ja
/e_t sintdt = —e 'sint — /(—e_t) costdt = —e 'sint — (e_t cost — /e_t(— sint) dt)

= —e '(sint + cost) — /e*t sint dt.
et {

2cost —sint 2

e . _ 71 _ . _ _ 7t
Niin saadaan c(t) = [ X (t)"'f(¢) dt = con t 2sint] jax(t) =X({t)c(t) =e {2] .
[loinen tapa: Eliminointi. Tama tiiviisti:

F1(t) = (1/2)2a(t) — 3¢t F1(t) + 21 () = de—t
To (t) = —2x1(t) + 2e7t — { {EQ(t) = 2(t1(t) + 6e?

z1(t) = Cycost + Cysint + 2e~* [ cost } { sint } _ [2}
= —=x(t)=C .|+ C +e? ;
{ 1o(t) = —2C; sint + 2C5 cost + 2~ ¢ ®) ' —2sint > 2cost 2

x(t) = Ax(t) + £(t) <= {

toisen kertaluvun yhtilod vastaavan HYm KY on 72 + 1 = 0 <= r = +i ja PJ siis (cos,sin), ja EHY:n
yksittaisratkaisu saatiin yritteelld z1(t) = ae™* (a € R).

Arvostelusta. Matriisimenelméd kaytettdessd ominaisarvoista sai 1 p, ominaisvektoreista 1 p ja HY:n
perusjirjestelméan funktioista (tai HY:n yleisesté ratkaisusta) 1 p; EHY:n yksittédisratkaisusta sai 2 p ja lop-
putuloksesta 1 p. Vaadittiin R?-arvoinen ratkaisu; C2-arvoinen ei riittdnyt. On myonnettivi, etts tillainen
pistejako ei ollut tasavalinen.

Vakion varioinnissa, jota onneksi talla kertaa yritti vain yhdeksdn mutta joka joskus on valttdméaton, vasta
oikein laskettu integroitava X (¢)~'f(¢) tuotti 1 p. (Vakion varioinnissa integraalifunktion laskemisessa oli
myds yritetty ohittaa osittaisintegroinnit véarin kaavoin [ f'¢’ = fg' + f'gja [ f'g’ = fg.)
Eliminointimenetelmad kaytti vain yksi, joten sen arvosteluperusteita ei nyt esitella.

Teht. 4. Palauta toisen kertaluvun (skalaarinen) differentiaaliyhtalo

E(t) = —2a(t) + 2(t)* + z(t) — 2
ensimmaéisen kertaluvun normaalimuotoiseksi systeemiksi ja médritd tdméan (autonomisen parin) kriittiset
pisteet seka niiden laatu (stabiili vai epéastabiili).

Ratk. Nelion z(¢)? tihden yhtilo ei ole lineaarinen. Jos funktio 2 on yhtilén ratkaisu jollain vélilld, niin
funktiot 1 = x ja xo = & toteuttavat talla samalla valilld systeemin

{ iy (t) = w2(t)
{tg(t) = —2%2@) + I (t)2 + xl(t) — 2,
ja kddntden tdmén systeemin ratkaisusta (z1,z2) saadaan skalaariyhtélon ratkaisu @ = zq; tdmé systeemi
on siis vaadittu. Nelién z;()? tihden systeemi ei ole lineaarinen.
Systeemin méiirittelevit jatkuvasti derivoituvat funktiot f,g: R? — R, joilla f(z1,22) = 22 ja g(x1,22) =
—2x5 + x% + x1 — 2. Systeemin kriittiset pisteet:
x1,22) =0 9 =0 224 —2=(x; —1)(z1+2)=0
{f(lz) {2 . {1 1 (w1 = 1)(21 +2)
g(z1,22) =0 —2x9+27+21—-2=0

{(Elzl . {$1:—2
<~ tal
{EQZO $2=O

:EQZO



eli siis (x1,22) = (1,0) ja (z1,22) = (—2,0).

D.f Dyf

. R2 2x2
Dig D29] ‘R —> R on

Kuvauksen (f,g): R? — R? derivaattakuvauksen matriisi A = [

0 1
Az, 22) = {23:1 +1 _2} V(z1,x2) € R2.

Maaritetaan matriisien

0 1 . 0 1
A(l,O):[3 2] ja  A( 20):{_3 _2]
ominaisarvot:
det(A(l,O)—)\I):‘_g _2_)1\}:)\2+2)\—3=(>\—1)()\+3)=0<:>)\€{1,—3};

- 1

det(A(—2,0) — \I) = ’ P

}:)\2+2/\+3:(/\+1)2+2=O<:>/\:—1j:i\/§.

Matriisin A(1,0) ominaisarvot ovat erimerkkiset, joten kriittinen piste (1,0) on epéstabiili (satulapiste),
kun taas matriisin A(—2,0) ominaisarvot ovat imagindériset liittoluvut, joiden reaaliosa (—1) on negatii-
vinen, joten kriittinen piste (—2,0) on stabiili (jopa asymptoottisesti stabiili). Jo karakteristisen yhtéa-
16n vakiotekijoistd (eli ominaisarvojen tulosta) nahddén. ettd Poincarén lausetta varten tarvittavat ehdot
det A(1,0) = —3 # 0 ja det A(—2,0) = 3 # 0 ovat voimassa.

Huom. Systeemin kriittiset pisteet vastaavat skalaarisen yhtalon vakiofunktioratkaisuja. Kriittisen pisteen
(—2,0) asymptoottinen stabiilius merkitsee skalaariselle yhtélolle, ettd jokaista € > 0 kohti on olemassa
sellainen § > 0, ettd jos z: A — R on ratkaisu, jolla 0 € A, |z(0) — (—2)|] < J ja |£(0) — 0] < 4, niin
A D0,00[, |z(t) — (=2)| < eVt >0, |2(t) — 0] < eVt >0, lim_,o () = —2 ja limy_, o0 2(t) = 0.

Arvostelusta. Systeemisté, kriittisten pisteiden méarittdmisestd ja derivaattamatriisista sai kustakin 1 p.

Systeemin kirjoittamisessa oli tavallinen virhe méiéritelld kolmas tuntematon funktio x3(t) = z(¢)?, mutta
koska talloin 3(t) = 2x(t)x(t) = 221 (¢)x2(t), niin sekidén ei tee systeemisti lineaarista ja toisaalta tuottaisi
ylimaaraisia ratkaisuja, jotka eivét toteuta oikeaa systeemid. Jos kuitenkin jatti funktion zs derivoimatta,
ei tehnyt virhetta.

Kriittisissé pisteissé tavallinen virhe oli kirjoittaa ne muodossa (0, 1) ja (0, —2). Molemmat kriittiset pisteet
oli 16ydettava.

Systeemille pétee kylldkin esitys {i;gg] = {xl(t())—i— 1 _12} {i;gg] + [_02], mutta esitys ei tee systee-
mista lineaarista, silléd esityksen (2 x 2)-matriisi riippuu tuntemattomasta funktiosta xz;. Tuota matriisia
el siis voinut kiyttaa systeemin korvaamiseen lineaarisella homogeeniyhtalolla kriittisissa pisteissi (vaikka
erona derivaattamatriisiin néyttéisikin olevan vain kertoimen 2 puuttuminen), jolloin kriittisten pisteiden
laadun tutkimisesta ei saanut pistettakaan.

Derivaattamatriisissa joku oli sekoittanut rivit keskenéén ja joku toinen taas sarakkeet keskenaén; jarjestyk-
sella on kuitenkin vélia.

Kriittisten pisteiden laadusta saattoi siis saada pisteitd vain tutkimalla derivaattamatriisin ominaisarvoja
kriittisissa pisteissd. Talloin virheet ominaisarvojen laskemisessa eivéat vieneet pisteitd, kunhan vain omi-
naisarvojen oleelliset ominaisuudet eli tapaukset 1) Ay > 0 > Az ja 2) Im Ay 2 # 0 ja Re A1 2 < 0 séilyivit.
Pisteita saattoi saada myos silloin, jos kriittiset pisteet tai derivaattamatriisi olivat virheellisidkin, mutta
vain sikéli kuin ne johtivat tapauksiin 1) tai 2).



