MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS

Analyysi I 2012
Tehtéavat viikolle 40

Talla kertaa tulee kdyttoon méadritelmén lisdksi lukujonon raja-arvoja
koskevia lauseita. Tutustumme myos supremumeihin ja infimumeihin ja néi-
den kayttoon.

Alkuviikon tehtaviat

0.1 Selvita lauseen 4.7 avulla

n—3
1m .
n—oo 21, + 2

Muista lauseen ”jos, niin” -rakenne! Tehtévéssa saa pitdd tunnettuna vakio-
jonon raja-arvoa seké tietoa, etté % — 0 kun n — oo.

02. Maaritéa joukon

n+1

{ In=1,2,3,..}

supremum ja infimum. Onko joukolla suurinta tai pieninté alkiota?

K1. Selvita lauseen 4.7 avulla
. 22 —3n
lim ——.
n—oo 3n2 — 2

Muista lauseen ”jos, niin” -rakenne! Tehtévéssa saa pitdéd tunnettuna vakio-
jonon raja-arvoa seké tietoa, etté % — 0 kun n — oo.

K2. Oletetaan, ettd x,, — a kun n — oco. Osoita, ettd on olemassa kynnys
K, joille kaikilla n > K pétee

2] < la] + 1.

Voiko luvun 1 korvata luvulla 107197 Huom: koska #irellisessé joukossa re-
aalilukuja on aina suurin alkio, tastd tuloksesta seuraa tulos: jokainen sup-
peneva lukujono on rajoitettu.



K3. Oletetaan, etti kaikilla n patee x,, < y,. Lisdksi oletetaan, ettd jono
(x,) on nouseva ja jono y, suppenee. Osoita, ettd jono (x,) suppenee.

Loppuviikon tehtavit

03. Oletetaan, etté

lim z, = a,
n—oo

ja ettd a # 0. Osoita, ettd on olemassa kokonaisluku K, jolle kaikilla n > K
péatee

1
|xn| > §|a|-

Tehtava on erityisen "ldpindkyva”, jos tarkastellaan erikseen tapauksia a < 0
ja a > 0. Piirrd kuva kummastakin tapauksesta.

O4. Induktio!?!?... Mit4 tiedat siitd? Mitd haluat tietda siitd?
Osoita, etté kaikilla n = 1,2,3, ... pétee

1
12+22—|—...+n2:6n(n+1)(2n+1).

K4. Oletetaan, etté jono (x,) suppenee. Osoita, etté

Vihje: huomaa, ettd suppeneva jono on aina rajoitettu.

Kb5. Mukaile luentojen esimerkkié ja osoita, ettd on olemassa reaaliluku
a =sup{r € R | x> 0jaz? < 7} ja ettd lisiksi a®> = 7. (Tehtivissi
osoitetaan siis, ettd luvun /7 olemassaolo seuraa reaalilukujen aksiomeistal)

K6. Mukaile luentojen esimerkkié ja osoita, ettd jonon (z,) suppenee ja
sen raja-arvo on v/7, jos médritelldin z; = 3 ja kaikilla n = 1,2,3, ...
1 7
Tpi1 = = (T, + —).
2 n
Lisdkysymyksid (ei vaadita tehtdvdn ruksaamiseen): (a) Osaatko selittda,
miksi jono néyttdd suppenevan nopeasti? (b) Osaatko antaa esimerkkié in-
deksista n jolle |z, — /7| < 1071007



