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Naissd harjoituksissa kasitelladn funktion derivoituvuuteen liittyvia ky-
symyksid. Keskeisené teemana on "karakterisaatiolause”(differentioituvuus),
joka tarjoaa uuden nékokulman derivoituvuuteen. Néissd harjoituksissa saa
kéayttaa kaikkia koulusta tuttujen funktioiden kuten trigonometristen funk-
tioiden jne. koulusta tuttuja ominaisuuksia kuten jatkuvuutta ja derivointi-
saantoa.

Nyt on tédrkedd palauttaa mieleen lukion pitkdn matematiikan derivointi-
saannot.

0.1 Miéritelldsn f(z) = 2% Osoita, etti
f(1+h) = f(1)+2h+ K>
Voiko tésté péatelld suoraan funktion f derivaatan kohdassa x = 17

Ratkaisu: Lihdetédéin ratkaisemaan tehtavad kirjoittamalla funktion f
arvo pisteessd x = 1 + h. Télloin saamme

fA+h) =0+n)2=12+1-h+h-1+h*=1+2h+h*>= f(1) +2h+ h?

Silla f(1) = 1. Siis funktion f arvo pisteessi h+1 voidaan kirjoittaa haluttuun
muotoon.

Se, ettd f voitiin kirjoittaa ylldolevassa muodossa kertoo itseasiassa seké
f:n derivoituvuuden ettd derivaatan arvon pisteessd x = 1, silld karakteri-
saatiolauseen(Luentomoniste lause 7.1) nojalla f on derivoituva pisteessi
Zp jos ja vain jos se voidaan kirjoittaa muodossa

f(xo +h) = f(xo) + f'(wo)h +e(h)h,

missd £(h) — 0, kun A — 0. Tehtdvén funktiolla zy = 1, lauseke e(h) = h ja

(1) = 2.



02. Mééritelldén f(z) = z?. Esitd funktion muutos muodossa
f(A4+h)=f(1)+7h+ ha(h) =1+ Th+ ha(h).
Onko tulos ristiriidassa karakterisaatiolauseen kanssa?

Ratkaisu: Kirjoitetaan funktion muutos halutussa muodossa ja ldhde-
taan ratkaisemaan lauseketta a(h). Kun h # 0 saadaan

f(+h) = f(1)+7h+ ha(h)

& (1+h)?=1+7h+a(h)
1 2_1-
- a(h):( + h) 7h
h
h% — 5h
= =h—5.
h

Nyt huomataan, ettd a(h) = h —5 — —5, kun h — 0. Karakterisaatio-
lauseen nojalla derivoituva funktio voidaan kirjoittaa muodossa

f(x+h) = fx)+ f(z)h+e(h)h,

missd (h) — 0, kun h — 0. Siis lauseke a(h) ei kelpaa lausekkeeksi (h).
Huomataan kuitenkin, ettéd ylldoleva voidaan kirjoittaa hieman eri tavalla:

f(L+h) = f(1)+T7h+ ha(h)
= 1+ 7h+ ha(h)
= 1+ 2h+5h+ ha(h)
= 1+ 2h+ h(5+ a(h)).

Télloin pétee 5+a(h) — 5—5 = 0, kun A — 0, joten voimme valitae(h) =
5+ a(h) ja niin ollen tehtdvén tulos ei ole ristiriidassa karakterisaatiolauseen
kanssa.

K1. Derivoi

(a) cos® xt;

(b) sin?(cos® x4);

(c) /sin?(cos3 z4) + 1.

Tehtévissa kannattaa muistaa yhdistetyn funktion derivointisdanto!




Ratkaisu: Téssa tehtédvissa sovelletaan jo lukiostakin tuttua derivoinnin
ketjusdantod. Téaytyy kuitenkin olla tarkkana, silla nyt "sisdkkaisid”funktioita
on useampia ja huolimattomuusvirheitd tulee helposti. Derivointi (b)- ja (c)-
kohdissa helpottuu, kun huomaa, etté sisidfunktiona esiintyy aiemman kohdan
funktio, joka on jo derivoitu.

(a)

D(cos®z*) = Df(cosx*)® = 3(cosz*)*(D cos z*)
3(cos z1)?(—sin ) (Da") = 3(cos 2*)?(— sin 2*) (42°)

—1223(cos? 2*) (sin 2).

D(sin®(cos® 2*)) = D(sin(cos z*)*)? = 2(sin(cos 2*)*) D((sin(cos z*)?))
= 2(sin(cos £*)*)(cos(cos *)*) D((cos z*)?)
(a)-kohta
(sin(cos 2*)*)(cos(cos 2*)*) (— 122 (cos? z*) (sin z*))

= —242° cos(cos® x*) cos® x* sin(cos® 2*) sin 2*

(c)

D(\/sin2(cos3 24y +1) = D(sin?(cos® z*) + 1)%

1
= §(si1r12(cos3 rt) + 1)_% D(sin?(cos® z%))
(b)—i;hta

23 cos(cos? ) cos? x sin(cos® z4) sin x

V/sin?(cos® %) + 1

4

= —12

K2. Maaritellddn f : R — R yhtalolla f(z) = x|z|. Milld x on olemas-
sa derivaatta f'(z)? Entd toinen derivaatta f”(x)? Entd kolmas derivaatta

f///(l,)?

Ratkaisu: Ensimmaéisen derivaatan kohdalla tutkittavia tapauksia on
kolme.

Kun z < 0, niin f(z) = z|z| = z(—x) = —z?. Télléin f'(z) = —2z = 2|x|.

Kun x > 0, niin f(z) = z|z| = xz = 2. Tilléin f'(z) = 2z = 2|z|.



Kun z = 0, niin joudumme tutkimaan erotusosaméirian raja-arvoa. Saa-
daan

f(z) = f(0) _ zlz[—0]0]  =|z|
z—0 r—0 N

.

Siis
i £(2) = £(0)
z—0 x—0
ja néin ollen f’(0) = 0 = 2|0|. Joten f'(x) = 2|z|.
Seuraavaksi tutkitaan toista derivaattaa. Jilleen meilld on tutkittavana 3
eri tapausta.
Kun z < 0, niin f'(z) = —2z, joten f"(z) = —2.
Kun z > 0, niin f'(z) = 2z, joten f"(z) = 2.
Kun z = 0, niin tutkitaan jélleen erotusosamééréin raja-arvoa. Piirtamal-
14 tilanteesta kuvan, voisi huomata, ettd kohdassa x = 0 on ensimmaéisella
derivaatalla "piikki”, joten derivaattaa ei luultavasti ole téssé pisteessa ole-
massa. Osoitetaan tdma kuitenkin vield erotusosaméaaralla:

f'(z) = f'(0) _ 2f[ = 2[0] _ 2fz|

r—0 T T

=lim|z| =0
z—0

Nyt lahestyttéessé pistettd 0 vasemmalta on |z| = —z, jolloiin erotusosamé&é-
rén raja-arvona on —2. Jos taas pistettd 0 lahestytyaan oikealta, niin |z| = z,
jolloin erotusosamédrin raja-arvona on 2. Siis
2|x —2x 2x 2|x
lim M: lim — =-2#2= lim — = lim |—|
z—=0- X z—0— T z—=0t T z—=0t T
Kolmannen derivaatan olemassaoloa voimme tutkia vain tapauksissa x #
0, silla toinen derivaatta on olemassa ainoastaan talloin.
Kun z < 0, niin f"(z) = =2, joten f"(z) = 0.
Kun z > 0, niin f”(z) = 2, joten f"(z) = 0.

K3. Oletetaan, ettd f'(1) = 4. Selvitd raja-arvo

o L4 ) = £(1 =20
h—0 h

Vihje: tdydenné tutkittava lauseke muotoon, missé esiintyvit erotusosaméé-

ran muodot
fA+h)—f(1) . f(1—2h)— f(1)
ja )
h —2h




Ratkaisu: Noudatetaan vihjettd ja ldhdetddn muokkaamaan annettua
lauseketta

f(L+h) = f(1—2h) fO+h) —fM)+ ) = f —2h)
h h
f(1) — f(1 —2h)

- h * h
_ SO+ —fA)  fA—-2k) - f(1)
h h
_ A+ - ) L fA-20) - f1)
B h 2h
SR ) 2 -
B h —2h ’
Oletuksen nojalla f'(1) = 4, joten pétee
i LA =S
h—0 h
ja
g =20 — f()

h—0 —2h
Nyt koska yllédolevat raja-arvot ovat olemassa, niin voimme soveltaa lausetta

5.4 ja saamme
L F=2h) — £(1)

=92.4 =
h—0 —2h 8

ja edelleen

f(1+h)— f(1—2h)

. (S +h) = fQA) | f(L—2h) — (1)
i h - ;133%( h 2 —2h )
fA+R) = fA) (1 =2h) = f(1)
= o h R ——Ts
— 448=12



