Vektorianalyysi
Harjoitus 5
10.-14.10.2011
Ratkaisuehdotuksia (Jr)

Maidritd seuraavien kolmen funktion f: R? — R kriittiset pisteet, ja mahdollisten
lokaalien dériarvokohtien laatu:

L f(xy, ) = e™147%,

Ratkaisu. Nyt
Vf(l’l, 1'2) = (81f(a71, 1'2), 02f(:):1, 1’2)) = (21,16:(:%4-90%’ 21,26:(:%4-:0%) = O
jos ja vain jos x; = x5 = 0, joten (0,0) on f:n ainoa kriittinen piste. Lisdksi

2 . 811f(l’1,$2) 812f($1,l’2) o :c%-i—:c% 2_'_41,% 41’11’2
Vifm, o) = < Diaf(w1,22) Onaf(w1,02) ) ‘ drywy 2+ dwd

ja néin ollen
9 (20
Vf(O,O)—(O2).

Koska det V2f(0,0) = 4 > 0 ja 011f(0,0) = 2 > 0, kriittinen piste (0,0) on lokaali
minimikohta. (Funktion f lausekkeesta ndkee suoraan, ettd f(0,0) = 1ja f(x1,22) > 1
kaikilla (z1,x2) # (0,0), joten kyseessé on aito globaali minimikohta.)

2. f(w1,mp) = ™72,

Ratkaisu. Téssékin tapauksessa
Vf(l‘l’ $2) = (2111696%—:0%7 —21’2650%_:0%) —0

jos ja vain jos 1 = xo = 0, joten (0,0) on f:n ainoa kriittinen piste. Nyt

V2 f (w1, 29) = 5177 (

V2£(0,0) = <g _02 )

Koska det V2£(0,0) = —4 < 0, kriittinen piste (0,0) ei ole lokaali dériarvokohta, vaan
ns. satulapiste.

24+ 4:13% —4!1311’2
—4!1311’2 -2+ 4:13%

ja néin ollen

3. flay, z2) = 23(1 + 23).

Ratkaisu. Nyt
Vi1, 29) = (221 (1 + 23), 20725) = 0



jos ja vain jos 1 = 0 ja zo € R on mielivaltainen, joten f:n kriittisia pisteitd ovat
kaikki pisteet (0, x2), missd o € R, eli koko z,-akseli. Koska

sz(:cl,:cg) _ ( 2(1 —l—l’%) 41’11’2 ) :

2
4129 227

on

0 0

ja niin ollen det V2f(0,25) = 0 kaikilla 25 € R. Siis V?f(0,22) on semidefiniitti
kaikilla x5 € R, joten talla perusteella ei voida sanoa mitadn kriittisten pisteiden
ddriarvoluonteesta. Toisaalta funktion lausekkeesta ndhdéaédn suoraan, ettéd f(xy, zo) >
0 jokaisessa pisteessi (r1,75) € R? ja f(x1,22) = 0 jos ja vain jos z; = 0. Kaikki
kriittiset pisteet ovat siis globaaleja minimikohtia, eiké yksikdén niista ole aito.

V2 (0, 29) = < 2(1+23) 0 )

4. Kuinka neliémuoto
q(h) = b} + 4hiha + B,  h = (h1, hs) € R?,

kdyttaytyy origon ympéaristossa?

Ratkaisu. Kun kirjoitetaan
q(h) = B2 4+ 4hyhy + h% = (hy + 2hy)? — (V3hs)?,

nihddin, ettd g(h) = 0 jos ja vain jos hy + 2hy = £/3hy eli hy = ﬁhl =
(=2 F V/3)hy. Némé kaksi origossa leikkaavaa suoraa jakavat tason R? neljdin osaan.
Niissé kahdessa osassa, joihin koordinaattiakselit kuuluvat, ¢(h) on positiivinen (tutki
arvoja esim. pisteissd (1,0, ) ja (—1,0)), kun taas jiljelle jadvissa kahdessa osassa q(h)
on negatiivinen (tutki arvoja esim. pisteissa (1, —1,) ja (=1, 1)). Neliomuoto ¢ on siis
indefiniitti ja origo ns. satulapiste.

5. Olkoon ¢(h) = (Ah, h) symmetrisen matriisin A mééradaméa positiividefiniitti nelic-
muoto tasossa R2. Osoita, ettd se on alhaalta rajoitettu, eli ettéd on olemassa vakio
C > 0 siten ettd q(h) > C||h|]?, h € R2.

Ratkaisu. Olkoon h # 0 ja k = h/||h]|. Téalléin ||k|| = 1 eli k on yksikkdympyrin
S ={k € R?| ||k|| = 1} piste. Sisitulon ominaisuuksista seuraa, etti

q(h) = (Ah, h) = ||h||*(Ak, k) = ||hl*q(k).

Koska ¢ on jatkuva yksikkéympyrélla S ja S on epatyhja sekéd suljettu ja rajoitettu
eli kompakti R%:n osajoukko, niin ¢ saa S:ssi pienimmiin arvonsa jollakin ky € S (ks.
lause 2.9.17. Martion kirjassa). Koska liséksi g on positiividefiniitti, on kaikilla k& € S
voimassa q(k) > q(ko) > 0. Siis

q(h) = [Ih[I*q(k) > q(ko)||2]|*.

Tama epayhtalo patee myos, kun h = 0.



Toinen ratkaisu. Luentomuistiinpanojen sivujen 58-59 nojalla A:n diagonaalihajotel-
man A = U'AU avulla voidaan kaikilla h € R? kirjoittaa

q(h) = (AR W) = MB2 + Xh'5,

missd diagonaalimatriisin A lavistajaalkiot A\; ja Ay ovat A:n ominaisarvot ja h' = Uh.
Koska A on positiividefiniitti, ovat A, Ay > 0 ja néin ollen myos min{A;, Ao} > 0, ja
saadaan

q(h) > min{ A, A }(W'7 4+ 1'3) = min{\;, A} |7/

Koska U = U™}, on toisaalta
1K ||2 = W'0 = (UR)'Uh = R'U'UR = h'h = ||h]|%.
Siis
q(h) = min{Ay, A2} 7]”
kaikilla h € R?.
6. Oletetaan, ettd funktion f € C3(R?) Hessen matriisi V2 f(z¢) kriittisessé pisteessd

xo on indefiniitti. Osoita, ettd f:114 ei ole lokaalia dariarvokohtaa pisteessé x.

Ratkaisu. Merkitdin q(h) = (V2f(zo)h,h). Kun h # 0 ja k = h/||h||, funktion f
Taylorin kehitelmé pisteessa xg voidaan kirjoittaa néin:

Flo + h) = (o) + 5a(h) + IIPR() = (o) + 5 1Al (alk) + 2hl R

missi R(h) on rajoitettu jossakin origon ympiristossi. Koska V2 f(xg) on indefiniitti,
on olemassa sellaiset pisteet h', h” # 0, joille g(h') < 0jaq(h”) > 0. Olkoot k' = h'/||}/||
ja k" = n"/||h"]|, jolloin myés q(k') = ||W||2q(h') < 0 ja q(k") = ||h"||"2q(h") > 0.
Koska R(h) on rajoitettu jossakin origon ympéristdssd, on olemassa sellainen r > 0,
etta
2[[2[| R(R)] = 2[[A]l [R(h)] < min{—q(K'),q(K")}

kaikilla A, joilla ||h|| < 7. Nyt kaikilla 0 < s < r ja h = sk’ on ||h|| = s ja h/||h|| = K/,
jolloin

f(wo +h) = flwo) + %Ilhll2 (q(kK) + 2[R R(h)) < f (o).

Vastaavasti kaikilla 0 < s <1 ja h = sk” on ||h]| = s ja h/||h|| = k", jolloin

Flao + 1) = Fwo) + 5 IR (a(K") + 2RI BY) > fzo).

Siis f:ll4 ei ole lokaalia dédriarvokohtaa pisteessi xg.



