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1. Milloin Cauchy-Schwarzin epéayhtélossa pétee yhtdsuuruus? Anna tarkka perustelu.
Ratkaisu:
Osoitamme, ettd Cauchy-Schwarzin epéayhtéalossé

[z o) < lzllllyll, 2,y € R",

patee yhtasuuruus tédsmélleen silloin, kun vektorit x ja y ovat lineaarisesti riippuvia.
Mikali x ja y ovat lineaarisesti riippuvia, eli patee x = ty jollakin ¢ € R, niin ndemme
sisdtulon ominaisuuksia kayttamaélla, etta

[z, )| = [ty w)| = [y, )| = [yl = ltyllllyl = llllyll,

miké oli todistettava. Toisaalta, jos x ja y ovat lineaarisesti riippumattomia ja y # 0,
niin kaikilla ¢ € R on voimassa = # ty ja siten
0 <z +tyl® = (z +ty,x +ty) = (z,2) + (x,ty) + {ty,2) + (ty, ty)
= [|l2]* + 2t{z, y) + [y[* = p(t).
Toisen asteen polynomilla p ei siis ole nollakohtia, joten sen diskriminantin D on

oltava negatiivinen, toisin sanoin D = 4(x,y)? — 4||z|]?*||y||* < 0. Siispa |(z,y)| <
llz|l|ly]|, kuten haluttiin.

2. Osoita ns. kolmioepdayhtalon vasen puoli: kaikilla x,y € R™ pétee
ezl =Nyl < llz + .

Todistus:
Olkoot z,y € R™. Kolmioepayhtdlon nojalla voimassa

2l =Nz +y) =yl < llz+yll + Nyl
joten
]l = Iyl < llz+ yll

Aivan vastaavasti
[yl = I(y + =) — z[| < |ly + 2| + [|=]],

eli
Iyl = llzll < lly + 2| = [|z +y|.

On siis osoitettu, etté
)l = llylll < [lz+yll.
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3. Osoita, ettd R™:n euklidiselle normille ||z|| = (x, z)'/* patee suunnikassdidinto:

lz+ylI* + llz = yl* = 2]l=l” + 2]lyl*, =,y €eR"

Osaatko sanoa misté tdma nimi tulee?
Todistus:
Suoraan laskemalla ndhdaén, ettd kaikilla x,y € R"™ on voimassa

lz +ylI* + [l — yI?

={@+yz+ty +{z—yz—y)

= (z,2) + (2, 9) + (. 2) + (v, 9) + (z,2) + (z,—y) + (~y,2) + -y, —y)

= Jlzl* + 2{2, y) + lyll* + [l2])* = 2(2, y) + [yl

= 2|l” + 2lly||*.
Tarkastellaan suunnikasta, jonka sivut muodostuvat vektoreista z ja y. Téllaisen
suunnikaan lavistajat ovat x+y ja r—y. Geometrian suunnikassédinto kertoo suunnik-

kaan sivujen pituuksien nelididen summan ||z||*+ ||y||*+ ||z]|* + [|y||* = 2||=]]* +2||y||?
olevan yhtésuuri kuin ldvistajien pituuksien nelididen summan ||z + y||* + ||z — y]|?.

4. Olkoon ||z|| ylld méadritelty vektorin x = (x,...,z,) euklidinen normi. Maaritelld&n

nyt
n
EEDNE
i=1
Osoita, ettd on olemassa vakiot C,Cy > 0 siten, ettd kaikilla x,y € R™ pétee
G| < Ja] < Collz].

Sanomme talléin, ettd normit ||z|| ja |z| ovat ekvivalentit.

Todistus:
Osoitetaan ensin, ettéd ||z|| < |z| kaikilla x € R", jolloin voimme valita C; = 1. Ol-
koon = = (z1,...,x,) € R™ Kirjoittamalla x kantavektorien e; = (1,0,...,0),e5 =

(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) avulla ja kiyttamallad kolmioepayhtdlod saadaan

n n n n
lall = || > wes]| < 3 llwiesl = - laillled) = 3 il
=1 =1 =1 =1

silld |le;|| = 1 kaikillai =1,...,n
Osoitetaan sitten, ettd |z| < /n||x| kaikilla z € R", jolloin voimme valita Cy = /n.

Olkoon jilleen z = (z1,...,z,) € R". Esitdmme normin |z| vektorien (|x1],...,|z,|)
ja (1,...,1) sisdtulona ja kidytdmme Cauchy-Schwarzin epayhtélod, jolloin
o] =Dl =) Jwil -1
i=1 i=1
= ((zal, s lzal), (L 1) <[l DI, - )



Nyt [[(fzal, s fza ] = [l Ja (1, -, D = V/n, joten saamme

2| < vl

kuten halusimmekin.

Olemme siis kaikenkaikkiaan osoittaneet, ettd kaikilla vektoreilla z € R™ pétee
2] < [z] < v/nllz]].
Huomaa erityisesti vakion Cy = /n riippuvuus dimensiosta n.

. Kutsumme kuvausta (-,-) : R™ x R® — R sisdtuloksi, jos silld on seuraavat ominai-
suudet:

r,y) = (y,2), x,y€R"
r,y+z)=(r,y) + (z,2), z,y,2z€R"

Onko olemassa sisdatuloa joka madraisi edellisen tehtédvan normin, eli patisi
1/2
2| = (2, 2)"??

Ratkaisu:
Suunnikassadnnon todistuksesta ndhdaéan sen patevin kaikille sisdtuloille. Jos siis on
olemassa sisiatulo (-,-) : R x R" — R, jolla

2| = (z,2)Y?, zeR",
niin kaikilla z,y € R™ on voimassa
@+ yl* + |z — yl? = 202 + 2[y[*.

Tapauksessa n = 1 pétee ||z|| = |z| kaikilla € R, jolloin normin | - | mé&&rda
tavallinen reaalilukujen (sisé)tulo. Jos taas n > 2, niin valitsemalla = = (1,0...,0)
jay=1(0,1,0,...,0) saadaan

lr+yl =1(1,1,0,...,0)| =2 ja |z—y|=]|(1,-1,0,...,0)] = 2.

Nyt
lz+y|? + |z —y* =8,

mutta
2[x* + 2[yl* = 2|(1,0,...,0)]* +2/(0,1,0,...,0)]> = 4 #8,

eli suunnikasséénto ei pade. Tapauksessa n > 2 ei siis ole olemassa sisédtuloa (-, ),
joka méiérittelisi normin | - | kaavalla |z| = (2, z)"/2.
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6. ([Martio, t.1.1.1]) Olkoon z,y € R" ja ||z|| = |ly|| = 1. Méaérité vektorin z — y suurin
mahdollinen pituus.

Ratkaisu:
Kolmioepéayhtélon nojalla kaikilla yksikkovektoreilla x,y € R™ on voimassa

[ =yl < llzll + llyll < 2.

Toisaalta, jos y = —z, niin ||z — y|| = ||z + z|| = 2[|z[ = 2. Yksikkévektoreiden
x,y € R" erotuksen x — y suurin mahdollinen pituus on siten 2.



