Vektorianalyysi

Harjoitus 11, syksy 2011

Tehtédvit on jaettu kahteen osaan. Ensimméiisen osan tehtédvét, eli ldmmit-
telytehtdvdt, on tarkoitettu itsenéisesti ratkaistaviksi, ja tehtdvan lopussa on
myo6s kerrottu oikea vastaus. Néité ei ole tarkoitus késitelld laskuharjoituk-
sissa. Jos ne tuntuvat itsestidénselviltd, voit ne hyvalla omallatunnolla si-
vuuttaa. Tarkoitus on vain kehittdd hieman perulaskujen mukanaan tuomaa
rutiinia. Voit toki kysy& harjoituksissa, tai luennoilla, neuvoja mikali et saa
jotain tehtédvéa ratkaistua. Toisen osan tehtévét, eli laskaritehtdvdt, késitel-
ld4an harjoituksissa, ja ne otetaan huomioon kurssin suorituksessa.

Lammittelytehtavit.

1. Laske funktion F'(z) = (z1,x9 — 23, 21 + sin(23)) divergenssi.
Ratk. 2

2. Olkoon u(z,y) = ax? + 2bxy + cy?. Milld vakioiden a, b ja ¢ arvoilla u
on harmoninen?

Ratk. Kun a+¢=0.

Laskaritehtiavit.

Olkoon €2 C R"™ rajoitettu joukko ja 0f) sen reuna. Méarittelemme :n tila-
vuuden asettamalla

vol () = /Qldx

ja sen reunan alan kaavalla
area (092) :/ 1dS(x)
o0
mikéli vain integraalit ovat olemassa. Tarvitsemme néitd merkintoja tehté-

vissd b ja 6. Téssa siis doe = dxy - - - dz,,.

1. Olkoon A sylinteri {(z,y,2) € R 2% +3?> < r? 0 < z < h}. Laske
integraali

/ z(2* +y?) dedydz.
A



. Luen ensin Martion kirjasta esimerkki 5.2.2, jossa késitelldédn napakoor-
dinaatit R3:ssa. Laske tdmin jilkeen integraali

2 2
/ %dwd@d%
A2 +y?+z

kun A on rengasalue {(x,y,2) € R® R} < 2? +¢y* + 2% < R3}.

. Olkoon v tason kiyrd jolla on esitys v(z) = (z,2?), |#| < 1. Laske
integraali
/ Yas.
VT

. Olkoon A = {(z,y) € R?%; 2? +y? < 1, y > 0}. Laske integraali

/ Oy f dzdy,
A

kun f(z,y) = 2%y

. Olkoon 2 C R™ avoin joukko, jolle divergenssi-teoreema on voimassa.
Osoita, etta

vol (Q) = * /6 2 dsa).

n

missd n on (2:n yksikkoulkonormaali.

. Olkoon B, (r) = {z € R"; ||z|| < r}ja Sp_i(r) = {z € R"; ||z|| = r}.
Tassd r > 0 jan > 2. Osoita, ettd

vol (B,(r)) = " area (Sn-1(r)).

n



