
Osittaisdifferentiaaliyhtälöt II
Laskuharjoitus 8

1. Olkoon Ω rajoitettu C1-alue ja L : H1
0 (Ω)→ H−1 elliptinen ja symmet-

rinen 2. kertaluvun osittaisdifferentiaalioperaattori. Merkitään λj ovat
L:n ominaisarvot. Osoita, että

lim inf
j→∞

λj 6= −∞.

2. Oletetaan edellisen tehtävän tilanteessa, että (L − ω)u = f ∈ H−1,
(L− λ)φ = 0 ja ω 6= λ. Osoita, että

(u, φ)L2 =
1

λ− ω
〈f, φ〉H−1×H1

0
.

3. Olkoon L = −c2∆, c > 0 vakio, Ω rajoitettu C∞-alue,

(L− λj)φj = 0, φj ∈ H1
0 (Ω),

ja (φj, φk)L2 = δjk. Kun f ∈ L2(Ω), merkitään fj = (f, φj)L2 . Oletetaan
u ∈ C∞(Ω× R+) ja

(∂2
t − c2∆)u(x, t) = 0, Ω× R+:ssa

u|∂Ω×R+ = h

u|t=0 = f 1, ∂tu|t=0 = f 2

Oletetaan lisäksi, että h = 0. Kirjoita u(x, t) muodossa

u(x, t) =
∞∑
j=1

uj(t)φj(x),

missä funktiot uj riippuvat kertoimista f 1
j ja f 2

j .

4. Oletetaan edellisen tehtävän tilanteessa, että f 1 = 0 = f 2, mutta h 6= 0.
Kirjoita u(x, t) muodossa

u(x, t) =
∞∑
j=1

uj(t)φj(x),

missä funktiot uj riippuvat funktiosta h.
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