
Osittaisdifferentiaaliyhtälöt II
Laskuharjoitus 1

Kaikissa tehtävissä Ω ⊂ Rn on avoin.

1. Olkoon u ∈ H |α|+|β|(Ω), α, β ∈ Nn. Todista, että DαDβu = Dα+βu.

2. Olkoon Ω rajoitettu, K ∈ C1(Ω×Ω) ja u ∈ L1(Ω). Todista Lebesguen
dominoidun konvergenssikaavan ja väliarvolauseen avulla

∂

∂xj

∫
Ω

k(x, y)u(y)dy =

∫
Ω

∂

∂xj
k(x, y)u(y)dy.

3. Osoita, että funktio f : x 7→ |x|2/3 kuuluu avaruuteen H1(−1, 1) ja että

f ′(x) = c sgn(x)|x|−1/3

jollain vakiolla c. Edellä sgn(x) = −1 kun x < 0 ja sgn(x) = +1
muuten.

4. Määritellään
Ωj := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > 1/j},

ja Vj := Ωj+5 \Ωj, j ≥ 1. Osoita, että on olemassa sileä ykkösen ositus
(ηj)j≥1 s.e.

0 ≤ ηj ≤ 1, ηj ∈ C∞0 (Vj),
∞∑
j=1

ηj = 1.

Vihje. Valitse
ηj = ψj/

∑
j

ψj, ψj = φεj ∗ χUj
,

missä Uj := Ωj+4 \ Ωj+1 ja funktiot φεj on valittu sopivasti.
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