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1. (9:3) Osoita, ettd “olla homeomorfinen” on ekvivalenssirelaatio metristen avaruuk-

sien luokassa.

Ratkaisu. Refleksiivisyys. Téaytyy osoittaa, ettd jokainen metrinen avaruus on
homeomorfinen itsensi kanssa. Olkoon X mika tahansa metrinen avaruus ja f: X —
X identtinen kuvaus, eli f(x) = z. Osoitetaan, ettd f on homeomorfismi. Jos U
on avoin X:ssi, niin f~1[U] = U, eli sen alkukuvakin on avoin. f on siis jatkuva.
Selvasti f on bijektio ja sen kadnteiskuvaus on myos identtinen, joten sekin on
jatkuva.

Symmetrisyys. Taytyy osoittaa, ettd jos X ~ Y, niin Y ~ X. Oletetaan, etta
f: X = Y on homeomorfismi. Silloin f~!: Y — X on jatkuva (koska homeomor-
fismin kiifinteiskuvaus on jatkuva méiiritelmédn mukaan), f~! on bijektio, koska f
on bijektio ja (f~1)~! = f on myds jatkuva. Siispd f~! on homeomorfismi Y :sti
Xm,eliY ~ X.

Transitiivisuus. Oletetaan, ettd X =~ Y ja Y = Z, eli on olemassa homeomorfismit
f: X —=Yjag: Y — Z. Taytyy todistaa, ettd on olemassa homeomorfismi X — Z.
Olkoon h = g o f. Koska f ja g ovat jatkuvia, on h jatkuva (4.12). Koska f ja g
ovat bijektioita, on h bijektio (Analyysi I7). Kuvauksen h kddnteiskuvaus on téten
f~log~!. Koska f ja g ovat homeomorfismeja, ovat f~! ja ¢~ ! jatkuvia, joten A~*

on néiden yhdisteené jatkuva. Siispd h on homeomorfismi.

2. (9:2) Onko kirjan kannessa oleva kuva Jordanin kiyra?

Ratkaisu. FEi, koska se on epayhtenainen, eli ei voi olla ympyrdn homeomorfinen

kuva, silla ympyra on yhtenéinen.

3. Osoita, ettd R on homeomorfinen (a) avoimen vélin ]0, 1] kanssa. (b) avoimen vélin

10, oo[ kanssa.

Ratkaisu. (a) Olkoon f(z) = —1—. Nyt nimitt#ji on aina positiivinen ja funktio

em 41
f on aidosti véhenevé, mikd ndhdadn esimerkiksi katsomalla derivaattaa: Dew—l_s_1 =
(ew_ﬂ)? < 0, joten se on injektio ja toisaalta lim, o em—lﬂ =0jalim; ., e,—lﬂ =1,

joten se on myds surjektio vilille ]0,1[. Sen ké#nteisfunktio on In (1 — 1), joka on
myos jatkuva vélilld ]0, 1], joten f on homeomorfismi.



(b) Olkoon f(x) = e®. Nyt f: R —]0,00[ on selvisti jatkuva bijektio, jonka
kaanteiskuvaus In x on myos jatkuva, eli f on homeomorfismi.

Koska kaikki avoimet valit ]a,b[ ja J¢,d[ ovat keskenddn homeomorfisia, ovat ne
kaikki homeomorfisia vélin ]0, 1[ kanssa. Tamé on puolestaan homeomorfinen koko
reaalilukujen avaruuden R kanssa (a)-kohdan nojalla, joka taas on homeomorfinen
vélin )0, 00[ kanssa. N&amé ovat kaikki siis kesken&éin homeomorfisia tehtdvan 1
nojalla. Liséksi translaatio f(z) = x 4+ a on homeomorfismi avaruuksien 0, o] ja
Ja, oo] valilla sekd g(x) = —a on homeomorfismi avaruuksien |0, oo[ ja | — 0o, 0]
vélilld. Néiin saadaan, ettd kaikki avoimet vélit (rajoitetut ja rajoittamattomat)
ovat keskenddn homeomorfisia. Huom: kaikki avoimet joukot eivdt kuitenkaan ole
keskendén homeomorfisia: esim ]0,1[ % |0, 1] U ]2, 3[.

. Olkoon A = {(x,y) | 2% + 5y* < 1}. Méiiriti int 4, ext A ja JA.

Ratkaisu. Olkoon f: R? — R médritelty yhtalolld f(x,y) = 22 +5y%—1. Funktio
f on polynomina jatkuva, joten A = f~1{z € R | 2 < 0} on avoimen joukon alkuku-
vana avoin. Sisépisteiden joukko on niiden A:n pisteiden joukko, joilla on avoin
ympaéristo joka sisaltyy A:han. Koska A on avoin, on tdmé& suoraan maaritelman

nojalla tdsmélleen omien sisépisteidensa joukko, eli A = int A.

Todistetaan seuraavaksi, ettd f~1{0} = JA. Oletetaan, etti f(x,y) = 0. Olkoon
r > 0 ja tutkitaan kuulaa B((z,y),r). Olkoon p = % Nyt piste (pz,py)
on kuulassa B((x,y),r), koska

o) ) = (opa P - =2 (o) o () = g2 <,

eli d((x,vy), (pz,py)) < r. Toisaalta f(px,py) = (px)?+5(py)? —1 < 0, koska p < 1
ja f(z,y) = 0. Nain siis (pz,py) € AN B((z,y),r). Toisaalta, (z,y) on itse piste,
joka on joukossa A° N B((x,y),r).

Néin saimme, ettd jokainen pisteen (x,y) kuulaympéristé B((z,y),r) leikkaa seka
joukkoa A ettd sen komplementtia, eli (z,y) € JA.

Téten f~1{0} C dA. Olkoon nyt (z,y) € dA. Jos olisi f(z,y) > 0, niin pisteelld
f(x,y) on avoin ympéristo 0, oo, jonka alkukuva on avoin pisteen (z,y) ympéaristo,
joka on joukon A ulkopuolella, joten (z,y) on ulkopiste eikd reunapiste. Jos olisi

f(x,y) < 0, niin (x,y) olisi vastaavasti sisdpiste eikd reunapiste. Taten on oltava
flz,y) =0, 0A C f~1{0}.
Koska int A = f~!] — 00,0[ ja 04 = f~1{0} ja R? = int AU OA U ext A, on oltava

ext A = 710, 00[. Toisin sanoin

int A = {(z,y) € R* | 2® + 5y < 1}



0A ={(z,y) e R? | 2? +5y* =1}

ext A = {(z,y) € R* | 2% + 5y* > 1}

5. Olkoon A C X suljettu. Osoita, ettéd jos E C A on suljettu A:ssa, niin se on suljettu
X:ssé

Ratkaisu. FE on suljettu A:ssa, tarkoittaa sitd, ettd A\ E on avoin A:ssa, mikéi
Lauseen 7.2 mukaan tarkoittaa sité, ettd on olemassa avoin V C X, jolle VN A =
A\E. Koska A on suljettu, X\ A on avoin ja kahden avoimen yhdiste U = (X\ A)UV
on avoin. Toisaalta jos z € X \ U, niinz ¢ U, eliz ¢ (X \ AUV, elix e A\V,
eize Fjajosze EF,niinze A\V,eliz ¢ (X\A)UV =X \U. Joukko U on

siis joukon E komplementti. Koska se on avoin X:ssd, F on suljettu X:ssé.

6. Merkitédin B? tason avointa yksikkokuulaa B? = B((0,0),1) = {(z,y) € R? |
22 +y? < 1} Tutki seuraavista joukoista A C B? C R?, mitki niistd ovat suljettuja

BZ:ssa.
(a) A={(z,0)eR? | -1 <z <1}
(c) A={(z,0) e B?> |z +y > 1}

Ratkaisu. (a) A on suljettu B%:ssa. Tamin todistamista varten tiytyy niyttii,
etti B2\ A on avoin B? ja titd varten riittdi 16ytid avoin joukko U C R? s.e.
UNB? = B?\ A. Tami on helppoa: valitaan U = {(x,y) | y # 0}. Téami on avoin
vaikkapa sen takia, ettd se on projektiokuvauksen (x,y) — y alkukuva joukosta
R\ {0}.

(c) Joukko A on avoin B?:ssa. Olkoon f(z,y) = = +y, f: R> — R. Se on jatkuva
kuvaus, koska se on polynomi, joten f~'{z € R | 2 > 1} on avoimen joukon
alkukuvana avoin ja toisaalta A = B> N f~'{z € R| z > 1}, ks. Lause 7.2.

7. Oletetaan, etta X ~ Y. Osoita, ettd X on kompakti jos ja vain jos Y on kompakti.

Ratkaisu. Koska homeomorfismin kiddnteiskuvaus on homeomorfismi, riittda todis-
taa vain toinen suunta, eli jos f: X — Y on homeomorfismi, ja X on kompakti, niin
Y on kompakti. Silloin nimittiin, jos Y on kompakti, niin f~': Y — X on home-
omorfismi ja edellisen nojalla X on kompakti, eli saadaan ekvivalenssi. Olkoon siis
f: X — Y homeomorfismi ja X kompakti ja todistetaan, ettd Y on kompakti. Itse
asiassa riittad olettaa, ettd f on jatkuva, mutta teemme sen nyt kuitenkin home-
omorfismille, koska se on hiukan helpompaa. Olkoon (y,) jono Y:ssi. Haluamme
poimia siitd suppenevan osajonon. Olkoon x, = f~!(y,). Nyt (x,) on jono X:ssi

ja koska X on kompakti, silld on olemassa osajono (z,, )7, joka suppenee kohti



jotain pistettd a. Koska f on jatkuva, niin jono f(z,,) suppenee kohti pistetta

f(a) (Lause 11.8). Toisaalta f(x,,) = f(f " (Yn.)) = Yn,, eli se on jonon (y,)
suppeneva 0sajono.



