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5op, ei kelpaa matematiikan padaineopiskelijan perusopintoihin

Kurssi suoritetaan tekemalld laskuharjoitustehtavia ja osallistumalla
niiden lapikayntiin.

Laskareita yhteensa 6 sarjaa, jokaisesta voi saada 6 rastia.

Lapipadsyyn vaaditaan 2/3 tehtévistd tehdyiksi (eli 24 rastia), sekd
osallistuminen laskuharjoitustilaisuuksiin.

Kerrataan lukion pitkdn matematiikan aiheita
Tutustutaan matematiikan merkintoihin

Harjoitellaan todistusmenetelmia

Matematiikka tuituksi



Viikko-ohjelma:
Luvut ja yhtalot.
Joukot ja funktiot.
Eksponentti- ja logaritmifunktio. Alkuluvut ja jaollisuus.
A Induktio ja lukujonot. Verkot.
Todenndkoisyys ja kombinatoriikka. Rekursio.
@A Logiikka.

Matematiikka tuituksi



Mitd matematiikka on?



Miten sita tehdaan?

Miten sita tehdaan?

Keksitaan maaritelma. Matematiikka tutkii kaikkea mika voidaan
maaritelld tdsmallisesti. Kaikki kdytettavat kasitteet maaritellaan
niin hyvin kuin mahdollista. Yleensa tdhan kdytetdan joukko-oppia,
eli tutkittavat asiat "koodataan” joukoiksi. Jos halutaan tutkia
esimerkiksi polynomeja, eldinpopulaatioita, tietokoneohjelma,
ihmissuhteita, jne., maaritellddn ensin, mitad tarkoitetaan sanoilla
"polynomi”, " populaatio”, "ohjelma" tai "ihmissuhde”.

A Tutkitaan. Tutkitaan maaritelmaa tai asiaa, jota maaritelmalla
yritetddn kuvata, kiinnitetddn huomiota mielenkiintoisiin
ominaisuuksiin, huomataan sddnnénmukaisuuksia ja tehdaan
vaittdmia eli hypoteeseja tai konjektuureja, esim. " jokaisella
paritonasteisella polynomilla on nollakohta”, "eldinpopulaatio
kasvaa, mikali se saa kdyttoonsa enemman elintilaa”. Kaikki
vaitteissa esiintyvat termit pitda tietysti maaritella.

Matematiikka tuituksi



Miten sita tehdaan?

Todistetaan. Loydettyamme uskottavalta kuulostavia ja
mielenkiintoisia (tai hyddyllisid) vaitteits, yritetdmme laatia
todistuksen. Todistuksissa saamme kayttda ainoastaan maaritelmiin
sisdltyvaa tietoa. Mikali emme ole maaritelleet mitad " derivaatta” tai
"jatkuvuus" tarkoittaa, emme voi nojata sen kayttoon
todistuksessamme.

Matematiikka tuituksi



Luvut ja yhtalot



Luvut

Lahdetdan liikkeelle kertaamalla mit3d tiedamme luvuista.
Mita erilaiset luvut kuvaavat ja millaisia ominaisuuksia niilld on?



Luonnolliset luvut N

Luonnolliset luvut 0,1,2,3,4,5,. ..

Kaytetddn merkintad N.
Kéaytetddan kuvaamaan lukumaaria.

Luonnolliset luvut ovat jarjestyksessa.
Esim. 1 < 2, 473 > 28, 0 < n milld tahansa luonnollisella luvulla n

Ei ole suurinta luonnollista lukua.

Kerto- ja yhteenlasku luonnollisten lukujen kesken tuottaa
luonnollisen luvun.



Kokonaisluvut Z

Kokonaisluvut ..., —-3,-2,—-1,0,1,2,3,...
m Kokonaisluvut kuvaavat lukumd&arien eroja.

Esim. lampoasteet +5°C tai —13°C. (5 astetta enemmin, 13
vihemman kuin vedenjiatymislampdtila)

m ovat jarjestyksessa.
Esim. -3 < —1 ja —1 < 2, tai lyhyemmin -3 < —1 < 2.

m Ei ole suurinta eikd pienintd kokonaislukua.

m Kerto- ja yhteenlasku kokonaislukujen kesken tuottaa kokonaisluvun.



Rationaaliluvut Q

Rationaaliluvut 7, missa m ja n ovat kokonaislukuja, n # 0.

m Kuvaavat "osia kokonaisista”. Esim. puolikas % viidesosa %

m Ovat jérjestyksessd. Esim. 3 < 3.
m Ei ole pieninta eika suurinta rationaalilukua.

m Ei [8ydy suuruusjarjestyksessad seuraavaa, kahden rationaaliluvun
vélissd on aina lisda rationaalilukuja.

m Esitys 7 ei ole yksiksitteinen. Esim. % = %.

m Rationaalilukujen desimaalikehitelmat ovat paattyvia tai jaksollisia.

Esim. 2 =1,25, 2 =0,13636... = 0,136.



Desimaalikehitelmat - Esimerkki 1

Etsi desimaalikehitelma luvulle %

Ratkaisu. 3 = 1.666...= 1.6

Etsi murtolukuesitys luvuille 0.03, 0.333... sekd 0.1242424 . ..
Ratkaisu. 0.03 = %.

Toistuvissa esityksissa, joissa jakso alkaa heti desimaalipisteen jalkeen,
laitetaan osoittajaan toistuva osa ja nimittdjaan yhta pitka patka

yhdeksikkoji: 0.3 = 0.333... = g. Mikali jakso alkaa jostain muusta
kohdasta, esitetdan luku sopivan kymmenen potenssin ja toisen luvun
tulona. Esim. 11.1=11.111... =102 . 0.1 =102 § = 1

Mikali luvussa esiintyy muitakin numeroita toistuvan jakson lisaksi,

hajoitetaan luku kahteen osaan ja lopuksi lavennetaan luku yhdeksi

luvuksi: 0.124 = 0.12424 ... = 0.1+ 0.02424 ... = & + 107 . 2 — 4L



Pituuksista

Pythagoraan lauseen mukaan suorakulmaisen kolmion hypotenuusan
pituuden nelid on yhtdsuuri kuin kateettien pituuksien nelididen summa.
Tarkastellaan kolmiota

Hypotenuusalle x patee siis

, x x2 =42 4 32 = 25. Koska 52 = 25,
hypotenuusan pituudeksi saadaan
b . x =5.

I

Entdpa kolmio

Saadaan yhtils x?> = 12 + 12 = 2.
Ratkaisua ei 16ydy luonnollisista

| * luvuista, eikd edes rationaaliluvuista.
Taytyyhan hypotenuusan pituuden

olla jokin luku, merkitdan sita
| BN
V2lla.




Irrationaaliluvut

v/2 on esimerkki irrationaaliluvusta, eli luvusta joka ei ole rationaaliluku
(ts. ei ole muotoa 7). Miten tama voidaan todistaa?

On huomattavasti helpompi todistaa, etti esim. luku 0,16 on
rationaalinen ; riittda vain laskea sille esitys %.

v/2 on kuitenkin algebrallinen luku, eli jonkin kokonaislukukertoimisen
polynomiyhtilon (tdssa tapauksessa yhtdlon x? — 2 = 0) juuri.

Kaikki rationaaliluvut ovat algebrallisia:

Mielivaltainen rationaaliluku 7 on kokonaislukukertoimisen
polynomiyhtdlén nx — m = 0 ratkaisu.

On olemassa irrationaalilukuja, jotka eivat ole algebrallisia, vaan ns.
transendenttisia.

Esim. 7 ei ole minkdadn kokonaislukukertoimisen polynomiyht&lon
ratkaisu. Miten tdma voidaan todistaa?



Reaaliluvut R

Reaaliluvut saadaan rationaaliluvuista lisiamalla niihin kaikki
irrationaaliluvut.

m Reaalilukuja voidaan ajatella lukusuorana.

m reaalilukujen desimaalikehitelmat voivat olla paattymattomia ja
jaksottomia (n&in on aina irrationaaliluvuilla.)
Esim. v2 = 1,41421356. ..
7 = 3,14159265358979323. ..

m Reaaliluvut ovat jarjestyksessa.
m Ei ole pienintd eikd suurinta reaalilukua.
m Ei 16ydy suuruusjarjestyksessa seuraavaa.

Voitaisiin jatkaa kysymaill ratkaisua yhtilslle x> = —1, jolloin joudutaan
ottamaan kayttoon kompleksiluvut (yo. yhtilon ratkaisee ns.
imaginaariyksikké i ="+/—1").



Potenssimerkinta ja neliojuuri

Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Reaaliluvulle x kdytetdan
potenssimerkintaa
X"=x-x-x
—
n kpl

ja mikali x # 0, niin my0ds

Esim. 10* = 10000 ja 273 = }.
Lisiksi on sovittu, ettd x° = 1.
Jokaisella reaaliluvulla y > 0 on myd6s olemassa n:s juuri eli reaaliluku
x > 0, jolle patee

x"=y.
Merkitdan x = ﬂ Tapauksessa n = 2 puhumme nelidjuuresta ja
merkitddn x =

Esim. v/27 —3Ja d=2



Lukujarjestelmat

Reaalilukuja voidaan tarkastella eri lukujarjestelmissa valitsemalla eri
kantalukuja. Kiyttamamme 10-jarjestelm3 on vain sopimus. (Sormiemme
lukuma&éra voi vaikuttaa tdhan.)

m desimaalijarjestelm3, eli 10-jarjestelma:

kantaluku 10, numerot 0,1,...,9,

esim. 368,5 = 368,5;p=3-10°+6-10' +8-10°4+5-107!
m bindarijarjestelmd, eli 2-jarjestelma:

kantaluku 2, numerot 0 ja 1,

esim. 10110, =1-2* +0-23+1-224+1-21 +0-2° =224
m 8-jarjestelma:

kantaluku 8, numerot 0,1,...,7,

esim. 132,4g = 1- 82+3 81+2 80 +4-871=090,510

m heksadesimaalijarjestelma, eli 16-jarjestelma:
kantaluku 16, numerot 0,1,...,9, A(= 10), B(=11), ..., F(= 15)
esim. 4AOEF216 =
4-16°410-16* +0-16% 4+ 14-162 +15-16' 42 - 16° = 4853490,



Siirtyminen lukujarjestelmasta toiseen

Esim. Muunnetaan 379 bindarijarjestelmaan:

On siis lausuttava luku 3719 kantaluvun 2 joidenkin potenssien summana.
Katsotaanpa ensin noita potensseja:

20=1,21=222=4 23 =8, 24 =16, 2° = 32, 2° = 64.

Lahdetdan liikkeelle suurimmista potensseista

37 = 3245 = 324441 = 1.2°40-2*40-234+1-2240-2' +1-2° = 100101,



Siirtyminen lukujarjestelmasta toiseen

Esim. Muunnetaan 2B;¢ 8-jarjestelmaian:
Muunnetaan ensin desimaalijarjestelmaan:

2B =2 16 +11-16° = 43

Kantaluvun 8 potenssit: 8° = 1, 8! = 8, 82 = 64.
Luku 4319 on nyt lausuttava kantaluvun 8 potenssien avulla, huomaa etta
kukin potenssi voi esiintyd 0,1,...,6 tai 7 kertaa:

43=5.8'+3.8° =534

N3issd esimerkeissa sovellettiin ns. jakoalgoritmia, johon emme nyt
kuitenkaan tarkemmin perehdy.



Palautetaan lopuksi mieliin 1. ja 2. asteen yhtél6ihin ja niiden ratkaisuun
liittyvat perusasiat.



Ensimmaisen asteen yhtalo

Yhtdlod, joka on muotoa ax + b = 0, missd a ja b ovat reaalilukuja,
sanotaan ensimmaisen asteen yhtaloksi. Mikéli a # 0, yhtalolla on
varmasti ratkaisu. Tdma |oydetdan viahentamalld yhtdlon molemmilta
puolilta b ja jakamalla luvulla a:

—b
aX+b:O < 3X:—b < X:?.

Mikali a = 0, yht3l6 saa muodon b = 0, jolloin ndhddan ettei yhtalon
ratkeaminen riipu luvusta x, vaan joko yhtdlo toteutuu kaikilla x:n
arvoilla (kun b = 0) tai ei millaan (kun b # 0).



Esimerkki 1

Raimo osti luomumyymalastad yhteensa 740g ylihinnoiteltuja
luomupahkingita ja -taateleita. Pahkindt maksoivat 22e/kg ja taatelit
28e/kg. Raimo maksoi ostoksistaan 17.54e. Kuinka paljon taateleita
Raimo osti?



Esimerkki 1

Ratkaisu. Merkitdan muuttujalla x Raimon ostamien taateleiden maaraa
kiloina. N&in saadaan yhtalo

22x + 28(0.740 — x) = 17.54,

joka sievenee muotoon —6x + 3.18 = 0, eli ratkaisuksi saadaan
X = %‘618 ~ 0,530. Raimo osti siis noin 530g taateleita.



Esimerkki 2

Taateleiden ja pahkindiden lisdksi Raimo osti kuivattuja mansikoita, joista
han antoi kaksi viidesosaa vaimolleen, kuudesosan pojalleen ja jiljelle
jadneistd 6 han syotti naapurin koiralle. Raimo harmistui, silld héanelle jai
itselleen vain 7 mansikkaa. Kuinka monta mansikoita alunperin oli?



Esimerkki 2

Ratkaisu. Merkitaan mansikoiden kokonaismaaraa x. Ndin saadaan yhtalo

2
X—gx—gx—6:7.

Tama sievenee muotoon %x — 13 =0, joka toteutuu kun x = 30.

Mansikoita oli siis alunperin 30.



Muistikaavat

Seuraavat kaavat on hyva pitdd mielessi mm. korkeampiasteisia yhtaloita
ratkoessa:
Olkoot a ja b reaalilukuja. T&llin

m (a+b)?=a%+2ab+ b?
m (a—b)>=a%>—2ab+ b?
m (a+b)(a—b)=2a>—b?



Toisen asteen yhtalo

Toisen asteen yhtalolla tarkoitetaan yhtdléa, joka on muotoa
ax?> + bx 4+ c =0, missi a # 0, b ja ¢ ovat reaalilukuja.
Sen ratkeavuus ja ratkaisujen lukumaara riippuvat sen diskriminantista

D = b? — 4ac:
m Jos D < 0, niin yhtdl6lla ei ole (reaalisia) ratkaisuja.
m Jos D =0, niin yhtalolla on yksi ratkaisu x = —2—‘;.

m Jos D > 0, niin yhtalolld on kaksi ratkaisua

—b+vVD —bE+b%2—4ac
X = = .
2a 2a




Esimerkkeja toisen asteen yhtaloista

mx2+x+1=0
Tarkastellaan diskriminanttia: D =12 -4-1-1=1-4=-3<0
Yhtélolla ei siis ole ratkaisuja.
mx2-2x+1=0
D=(-2?-4-1-1=4—-4=0
Yhtalolla on siis yksi ratkaisu x = —% = —% =1
Tama ndhdddn myds muistikaavaa apuna kayttden:
X2 =2x+1=(x—-12=0 < x=1
mx>—x—-2=0
D=(-1)2%-4-1-(-2)=1+8=9>0
Yht&lolla on siis kaksi ratkaisua

X:fbﬁ:\@:f(fl)iﬂilii%

> 51 == <— x=2taix=—1.




Esimerkki

Farmari rakentaa lampaalleen suorakulmion muotoisen 15 neliometrin
aitauksen, jonka pidempi sivu on 2 metrid pidempi kuin lyhyempi sivu.
Montako metrid aitaa han tarvitsee?

Ratkaisu:

Merkitdan x:113 aitauksen lyhyemman sivun pituutta metreissi. Koska
aitaus on muodoltaan suorakulmio, jonka pinta-ala on 15 nelidmetrig,
saadaan yht3ld x(x +2) = 15. Tdma voidaan kirjoittaa muodossa

x2? 4 2x — 15 = 0 ja ratkaista ratkaisukaavalla:

X772+\/22+4~15772+\/6747f2+873
- 2 - 2 -2 T

Aitaa tarvitaan siis 2x 4+ 2(x 4+ 2) = 6 + 10 = 16 metria.



Joukot ja funktiot



Joukot

Matematiikassa on pyrkimys maaritella
monimutkaiset asiat tdsmallisesti
yksinkertaisempien asioiden avulla.
Tarvitaan jokin ldhtokohta, muutama
yleisesti hyvaksytty ja ymmarretty kisite,
joista sitten rakennetaan muut kasitteet.
Tarkastelemme seuraavaksi Georg Cantorin
1900-luvun taitteessa luomaa naiivia
joukko-oppia.

Georg Cantor (1845-1918)



Joukkojen peruskasitteet

Maarittelemattomat peruskasitteet ovat:
alkio, joukko, ja relaatio ”alkio kuuluu joukkoon” .
Joukot siis muodostuvat alkioista. Merkitdan

X S A

alkio x  kuuluu  joukkoon A

X ¢ A

alkio x ei kuulu  joukkoon A



Samat joukot

Joukot ovat samat, jos niissd on tdsmalleen samat alkiot.
Siis joukot A ja B ovat samat, merkitdan A = B, kun pétee

x € A, jos ja vain jos (lyhennetdin joss.) x € B.



Joukkojen merkinnoista

Huomattavaa:

m Joukkoja voidaan merkitd mm. seuraavin tavoin:
A1 ={a,b,c}, Ao ={a b,c,...,h} , As={a,b,c,...}
tai kdyttamalla alaindekseja
B={aj,ax,a3}, C={a1,a,...,a,} , D={a1,ap,3a3,...}
tai antamalla ehto E = {x : x toteuttaa annetun ehdon},
esim. {x : x on positiivinen reaaliluku} tai {x : x on hedelma}.
m Jokainen alkio esiintyy vain kerran, esim. {a, b, a} = {a, b}.
m Alkioiden jarjestykselld ei ole valia, esim. {a, b} = {b, a}.
m Tyhjii joukkoa {} merkitdin ().



Lukujoukot

Esimerkiksi juuri tarkastelemamme erilaiset luvut muodostavat
lukujoukkoja. N&itd merkitdan usein seuraavin symbolein

m Luonnolliset luvut N ={0,1,2,...} (engl. natural numbers)
m Kokonaisluvut Z = {...,—2,-1,0,1,2,...} (saksaksi Zahlen)

m Rationaaliluvut Q = {7 : m,n € Z, n # 0} (engl. quotient =
osamaira)

m Reaaliluvut R (engl. real numbers)

Positiivisista (vastaavasti negatiivisista) kokonaisluvuista kdytetdan usein
merkintdd Z, (vast. Z_) , ts.

Z,=1{1,2,3,...} ja Z_={-1,-2,-3,.. .}



Osajoukot

Joukko B on joukon A osajoukko,
jos jokainen B:n alkio on myds A:n
alkio.

Toisin sanoen jos x € B, niin x € A.

Talldin merkitddn B C A (joskus
B C A).

Esimerkiksi
e NCZCQCR.
m Olkoot A= {1,2,3} ja B={1,4}. Tallsin AZ Bja B¢ A.

m Tyhj3 joukko on jokaisen joukon osajoukko, eli ) C A milld tahansa
joukolla A.

Huomaa, ettd A= B, jos ja vain jos A C B ja B C A.



Reaalilukuvalit

Olkoot a, b € R. Merkitdan reaalilukuvileja
m[ab={xeR:a<x<b}
m[a,b[={xeR:a<x<b}
mla,bl={xeR:a<x<b}
mla,b[={xeR:a<x<b}
Esim. |-3,71] = {xeR: -3 <x<m7}jal0,3] C]-3,n] silld # > 3.

Rajoittamattomia reaalilukuvilejd merkitddn vastaavasti:
m[a,00[={xeR:x>a}
m]a,00[={xeR:x>a}
mJoo,bl={xe€R:x < b}

m Joo,b[={x € R:x < b}



Joukko-operaatiot

Olkoot A ja B joukkoja.
Maaritellaan

yhdiste AUB = {x: x € A tai x € B}

leikkaus ANB={x:x€AjaxeB}

erotus A\ B={x:x€ Ajax¢ B}

C (DD (D
8«8 &



Esimerkki joukko-operaatioiden kaytosta

Olkoon A= {1,2,3} ja B =1{3,4,5}. Nyt
m AUB = {1,2,3,4,5)
m ANB = {3}
m A\ B={1,2}

Huomaa, ettd joukko-operaatioita voidaan tietysti tehdd myds useammille
joukoille.



Komplementti

Olkoon X jokin perusjoukko ja A C X.
Maaritellaan

komplementti A® = {x € X : x ¢ A}

(1O




Esimerkki joukko-operaatioiden kaytosta

Olkoon X = R perusjoukko ja olkoot A=]-1,1[ja B =[1,2[. Nyt
m AUB =]-1,2[

m ANB =10

m Al = {xeR:x<—1taix>1} =]—o0,—1] U1, 00|
Huom. Joukkoa A voidaan merkita toisella tapaa muistamalla reaaliluvun
itseisarvo

x| = x, Jjosx >0

—x, jos x < 0.

Huomaa, ettd |x| > 0 kaikilla x € R. Nyt voidaan merkit3

A=]-11[={xeR: x| <1}

ja toisaalta
Ab = (x e R:|x| > 1}.



Joukot alkioina

Joukko voi olla myds alkiona toisessa joukossa. On tdrkead oppia
erottamaan alkion ja sen muodostaman joukon ero, samoin kuin
relaatioiden € ("kuuluu”) ja C ("siséltyy”) vélinen ero.

m Olkoon A={1,2,{1,2}}. Nyt {1,2} € Aja {1,2} C A. Ei
kuitenkaan A € A.

m Onko {0} tyhja joukko?

Onko 2 € {1,{1,2}}?

m Erids usein esiintyva joukkojen muodostama joukko on
potenssijoukko, eli annetun joukon kaikkien osajoukkojen
muodostama joukko. Joukon A potenssijoukolle kdytetddn usein
merkintdd P(A). Esim. Joukon {1,2, 3} potenssijoukko on

{0,413, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Huom. Jos joukossa on n alkiota, niin sen potenssijoukossa on 2" alkiota.
Kuinka tdm3& voidaan todistaa?



Osittelulaki



Osittelulain todistus

Todistetaan kaava AN (BU C) = (AN B)U (AN C).
[AN(BUC)C (ANB)U(ANC)|

Jos AN (BU C) = 0, niin asia selva.

Olkoon sitten x € AN (B U C) mielivaltainen.

Leikkauksen maaritelman mukaan x € A ja x € BU C , josta edelleen
yhdisteen maaritelman mukaan x € B tai x € C:

m Josx € B, ninxe ANBC (ANB)U(AN ().
mJosxe C, ninxe ANCC(ANB)U(AN Q).
Siis molemmissa tapauksissa x € (AN B) U (AN C).
[(ANB)U(ANC) C AN(BUC)|
Olkoon x € (ANB)U(ANC) (jos (AN B)U(AN C) = 0 niin asia selva).
Yhdisteen maaritelman mukaan x € AN B tai x € AN C.
mJosxe ANB, ninxeAjaxeBCBUC, elixe An(BUC).
mJosxe ANC, ninxeAjaxe CCBUC, elixe An(BUC).
Molemmissa tapauksissa x € AN (B U C).




De Morganin laki

Olkoot A ja B perusjoukon X osajoukkoja.

Tarkastellaan De Morganin lakia (AU B)¢ = A® n BE:

|

AC

|

|

BC




De Morganin lain todistus

Olkoon x € X. Nyt x € (AU B)®
— x¢AUB

«— x¢Ajax¢gB
= xechaxeBC
— xe AlnBt
Siis (AU B)t = AL n B



Joukkojen identtisyyksia

Olkoot A, B ja C perusjoukon X osajoukkoja. TallGin
B AN(BUC)=(ANB)U(AN C) (eli aikaisempi esimerkki)
m AU(BNC)=(AUB)N (AU C) (todistus harjoitustehtivina)
m (AUB)E = AP N BE (eli sskeinen esimerkki)
s (AN B)E = AL U BE (myss De Morganin laki)



Russellin paradoksi

Yl esitettyd joukko-oppia sanotaan naiiviksi, koska sen intuitiivinen ja
maarittelematon joukkokasite johtaa paradoksiin.

Filosofi Bertrand Russell esitti vuonna 1901
esimerkin:

Olkoon R kaikkien niiden joukkojen joukko,
jotka eivat sisalld itsedan alkionaan.

Siiss R={A: A¢ A}. Onko R € R?

Jos R € R eli R sisaltaa itsensd alkionaan,
niin R ei toteuta maaritelman ehtoa jolloin
R¢&R.

Jos taas R € R eli R ei sisdlla itsedan
alkionaan, niin toteuttaa maaritelman
ehdon jolloin R € R.

Molemmat vaihdoehdot johtivat ristiriitaan. Bertrand Russell (1872-1970)

Joukkojen muodostaminen ei siis ole aivan niin vapaata kuin annoimme
aluksi ymmartaa. Aksiomaattinen I3hestymistapa joukko-oppiin auttaa
korjaamaan ndma ongelmat, siind esimerkiksi itsensa sisaltdva "luokka” ei
ole joukko.



Funktiot

Funktio on erdas matematiikan tarkeimmistd kasitteista. Sen voi
intuitiivisesti ajatella kuvaavan riippuvuussuhdetta, jossa tarkasteltava
suure maaraytyy tasmallisesti jostakin muusta suureesta.



Funktion maaritelma

Olkoot A ja B joukkoja.
Funktio eli kuvaus f joukolta A joukkoon B, merk. f : A — B, liittaa
jokaiseen alkioon x € A tdsmaélleen yhden alkion f(x) € B.

f
—

Sanotaan, ettd A on f:n méarittelyjoukko (tai ldht6joukko) ja B on
f:n maalijoukko.



Esimerkki funktiosta

Esim. Olkoon A= {a, b,c} ja B ={1,2,3,4}. Maaritelladn f : A— B
asettamalla f(a) =2, f(b) =4 ja f(c) =2.

f:n nuolikaavio:
f
»4

1

Kuten yll3, kaikkia maalijoukon alkioita ei valttamattd "saavuteta’
(mikddn A:n alkio ei kuvaudu B:n alkioille 1 tai 3).

Funktion saavuttamat arvot muodostavat sen arvojoukon. YIld
arvojoukko = {f(a), f(b),f(c)} = {2,4} C {1,2,3,4} = B.



Mika pielessa?

Mika on pielessa seuraavissa yrityksissd maaritelld funktio
f:{ab,c} —{1,2,3,4}?

f

- .

Funktio f : A — B, liittda jokaiseen Funktio f : A — B, liittda jokaiseen
alkioon x € A tdsmaélleen yhden alkioon x € A tdsmaélleen yhden
alkion f(x) € B. alkion f(x) € B.



Reaalifunktion kuvaaja

Reaalifunktiolla tarkoitetaan funktiota R — R (tai osajoukolta A C R
reaaliluvuille).
Niitd on kadteva havainnollistaa kuvaajalla.



Esimerkkeja funktioiden kuvaajista

f:R-R, f(x)=3x+1 frR—-R, f(x)=x—1

44 f 4

24 2

0 0

24 2

f

f:n kuvaaja on kulmakertoimella 3 fin kuvaaja on yléspdin aukeava

nouseva suora. paraabeli.



Esimerkkeja funktioiden kuvaajista

f:R\{0} =R, f(x):%

f:R>R, f(x)=33+2x>—1

24

f 41
f:n arvot kasvavat (vdhenevit)

rajatta, kun nollaa ldhestytdan
oikealta (vasemmalta).

f:n kuvaaja on kolmannen asteen
kayra.



Analyysi

Reaalifunktioista, niiden derivaatoista ja integraaleista enemman
analyysin kursseilla (esim. Analyysi | ja Il, Matemaattisen analyysin
kurssi, Analyysin virtuaalinen peruskurssi).



Funktioiden yhdistaminen

Olkoon f: X > Yjag:Y —> Z / g ™~
Miaritelldan funktioiden f ja g [ f \ 9 \\

yhdiste g o f : X — Z: ( B

/ /

\ /

(g0f) (x) = g (F (). ) U U
Esim. Olkoon f : R\ {0} = R, f(x) =2, g: R — R,g(x) = x>+ 1. Nyt

(g0 F)(x) = g(F(x)) = (i) i



Lukumaarafunktio

Vilkaisimme aikaisemmin joukon {1,2, 3} potenssijoukkoa, eli sen
kaikkien osajoukkojen joukkoa

{0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Merkitdan titd joukkoa P({1,2,3}):lla ja maaritelladn funktio
#:P({1,2,3}) = N, joka liittdd jokaiseen naistd osajoukoista sen
alkioiden lukumaaran (tarkastelemme tat3 kisitettd tarkemmin hetken
kuluttua). Siis esim. #({2}) =1, #(0) = 0 ja #({1,3}) = 2. Myos
esim.

#({1,2} U{3}) = #({1,2}) + #({3})-

Tallaiset joukoille maaritellyt funktiot, jotka jollain tapaa "mittaavat”
joukkojen kokoa, ovat erittdin tarkeitd matemaattisessa analyysissa.



Injektio

Funktiota sanotaan injektioksi, mikali 1ahtdjoukon eri alkiot kuvautuvat
maalijoukon eri alkioille. Esim.

Funktio f on siis injektio mikali ehdosta f(x;) = f(x2) seuraa, ettd
X1 = X2.



Surjektio

Funktiota sanotaan surjektioksi, mikali sen arvojoukko on koko
maalijoukko. Esim.

f
-

Funktio f : A — B on siis surjektio, mikali jokaista y € B kohti l6ytyy
x €A, jolle f(x)=y.



Bijektio

Funktiota sanotaan bijektioksi, mikali se on sekd injektio ettd surjektio.

Esim.
f
L]



Airelliset joukot

Tarkastelemme seuraavaksi erilaisten joukkojen kokoja. Ldhdetdan siitd,
etta

m tyhjissd joukossa ) ei ole yht3an alkiota
m joukossa {1} on yksi alkio
m joukossa {1,2,...,n} on n alkiota

Kuinka mittaamme muunlaisten joukkojen kokoa? Vastaus: Kdytamme
apuna bijektioita.

Maaritelma

Joukko A on aédrellinen, mikali on olemassa bijektio A — {1,2,...,n}
jollakin n € Z, . Joukossa A on tallin n alkiota, merkitdan #A = n.
Joukossa A on siis tarkalleen n alkiota, mikali jokaista A:n alkiota vastaa

tasmilleen yksi luku 1,2,..., n. Huom. myds tyhjdad joukkoa sanotaan
aarelliseksi.



Esimerkki

Osoita, ettd joukot A= {1,3,5,7,9} ja B ={1,4,9,16,25} ovat yhti
suuret, toisin sanoen etsi bijektio joukolta A joukolle B.

Ratkaisu: Haluttu bijektio saadaan asettamalla kaikilla m € A

112
FiA—B, f(m= (")
Kuvaus todella on bijektio (tarkista yksityiskohdat).

Entd jos A={1,3,5,7,...} ja B={1,4,9,16,...}, ts. molemmissa

joukoissa on daretén maara alkioita?



Airettomat joukot

Joukkoa, joka ei ole darellinen sanotaan aarettomaksi. Vaikka
tarkasteltavat joukot olisivatkin darettomia, voidaan niiden kokoja
kuitenkin vertailla:

Maaritelma

Joukot A ja B ovat yhta mahtavat mikali on olemassa bijektio A — B.

Luonnollisten lukujen joukko N on "pienin" d3reton joukko. Sen kanssa
yhtd mahtavia joukkoja sanotaan numeroituvasti aarettomiksi. Esim. N
ja {0,2,4,...} ovat yhtd mahtavat: f(n) = 2n méairittelee bijektion
niiden vilille. Joukkojen vililld on siis vastaavuus

0 1 2 3 4

0 2 4 6 8
Numeroituvuuden osoittamiseksi riittda oleellisesti 16ytaa tapa luetella
tarkasteltavan joukon jdsenet jossakin jarjestyksessd. Vastaavasti ndhddan
helposti, ettd Z on numeroituva.



Q on numeroituva

Esitetdaan aluksi tapa luetella
positiiviset rationaaliluvut.
Taulukoidaan ne osoittajan ja
nimittdjan suhteen kasvavaan
jarjestykseen ja |ldhdet3dan liikkeelle
vasemmasta yldnurkasta, eli luvusta
1 kuvan osoittamalla tavalla. Kuten
kuvassa, hypatdan vastaantulevan
murtoluvun yli, mikali sitd vastaava

rationaaliluku on jo osunut kohdalle.

Talld tavoin saadaan kaytya lapi
kaikki positiiviset rationaaliluvut.
Huomaa, ettd lukuja ei lueteltu
suuruusjarjestyksessa.
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Q on numeroituva

Entdpa negatiiviset rationaaliluvut? Jos positiivisia rationaalilukuja,

joiden joukko juuri osoitettiin numeroituvaksi, merkitddn g1, g2, gs, . . .

niin voidaan maaritelld vastaavuus
0 1 2 3 4

e

0O 1 — 1 @2 —q
On siis olemassa bijektio N — @Q, eli Q on numeroituva.



Q on numeroituva

Rationaalilukujen numeroituvuus voidaan ndhdd myds toisella tavalla.
Ma3ritelldan positiivisten kokonaislukujen pareilla (n, m) funktio

f(n,m) =2"3". Koska 2 ja 3 ovat alkulukuja (tutustutaan niihin ensi
viikolla), niin f on injektio. Tdm3 tarkoittaa siti, ettd positiivisten
kokonaislukujen parien muodostama joukko on "korkeintaan” yhta
mahtava kuin N. Takuulla noita pareja on kuitenkin darettéman monta ja
siten niiden joukko on yhtd mahtava kuin N. Rationaaliluvut voidaan
puolestaan ajatella kokonaislukuparien osajoukkona, kuten aiemminkin.



Airettomat yhdisteet ja leikkaukset

Aikaisemmin katsottiin kahden joukon yhdisteitd ja leikkauksia. Jos / on
mika tahansa indeksijoukko ja A; on kullakin indeksilld i € I jokin joukko,
niin voimme maaritell3

JAi ={x:x€ A jollakinie I}
i€l
ja
(A ={x:x €A jokaisella i€ I}.
i€l
Jos | on numeroituva, ja jokainen A;, i € I, on numeroituva, niin yhdiste

U;ie, Ai on numeroituva. Tama ndhdadn oleellisesti samalla tavalla, kuin
positiivisten rationaalilukujen joukon numeroituvuus.



R on ylinumeroituva

Osoitetaan, ettd R on ylinumeroituva, ts. ettd se ei ole numeroituva.
Jokainen reaaliluku voidaan kirjoittaa yksikasitteisesti paattymattomana
desimaalilukuna. Paattyva luku, esim. 1,2 kirjoitetaan tdssa siis
kayttamalld yhdeksikkoja, eli muodossa 1,1999. ... Tehdadan vastaoletus:
R on numeroituva. Tassa tapauksessa, kaikki reaaliluvut voidaan esittida

luettelossa
N1, C12€13C14 . - - my, C12€13C14 - . .
Nn21, C22C23C4 . . . no1, da C23C24 . - .
Nn31, €32€33C34 - - - n31, C3203 C34 - - -
missa nj:t ovat kokonaislukuja ja ¢j:t ovat numeroita 0,1,2,3,...,9.

Konstruoidaan sitten reaaliluku, joka ei ole tuossa luettelossa: Olkoon
ensin my # ny; kokonaisluku, sitten db # ¢y numero,ds # ¢33 jne. Nain
saadaan reaaliluku my, dads . . ., joka ei ole luettelossa (jokainen luettelon
luvuista eroaa siitd vihintdan yhden desimaalin kohdalla). Tam3 on
ristiriita, joten vastaoletuksen on oltava vaarin.



Reaalilukujen ylinumeroituvia osajoukkoja

m Se, ettd reaaliluvut voivat olla rajoittamattoman suuria tai pienid, ei
ollut oleellista R:n ylinumeroituvuuden kannalta. Vastaavanlainen
konstruktio voitaisiin tehd3 yksikkévalille [0, 1[, joka siis myds on
ylinumeroituva.

m Koska R=QU (R\ Q), ja Q on numeroituva, niin
irrationaalilukujen joukon R\ @ on oltava ylinumeroituva.

m Aiemmin esilld olleiden algebrallisten reaalilukujen joukko ndhdaan
melko helposti numeroituvaksi. Siispa transendenttisten lukujen
joukko on oltava ylinumeroituva. Huom. tama3 on erds tapa osoittaa,
ettd niitd on yleensikdan olemassa.



Luonnollisten lukujen potenssijoukko

Luonnollisten lukujen dérellisten osajoukkojen muodostama joukko on
numeroituva, kun taas N:n d3rettdmien osajoukkojen joukko on
ylinumeroituva. Luonnollisten lukujen potenssijoukko, joka koostuu siis
N:n darellisistd ja darettomistd osajoukoista, on siten ylinumeroituva.
ltseasiassa se ja R ovat yhtd mahtavat.



10, 1[ ja R ovat yhtd mahtavat

Trigonometriaa opiskelleet tuntevat tangenttifunktion

™ T

22

sin(x)
cos(x)’

tan on bijektio, joten ]75, 5 [ ja R ovat yhtd mahtavat. Toisaalta,
olivatpa a < b ja ¢ < d mita tahansa reaalilukuja, funktio

tan :} [*)R tan(x) =

fila bl —=le,d], f(x)=c+ b_:(x—a)

on bijektio. Siis vélit ]a, b[ ja |c, d[ ovat yhtd mahtavat. Erityisesti vilit
|—%.%[ja]0,1[ ovat yhtd mahtavat ja siten ]0,1[ ja R ovat yht3
mahtavat.



Viiva on yhta mahtava kuin nelio

Georg Cantor onnistui ensimmadisena
konstruoimaan bijektion yksikkévalilta [0, 1]
yksikkonelidlle. Sita seurasi Giuseppe
Peanon |16ytdma ensimmainen "avaruuden
tayttava kayrd". Myos David Hilbert
konstruoi oman "avaruuden tayttdvan
kayransa", jota katsomme nyt hieman
tarkemmin.

David Hilbert (1862-1943)



Hilbertin kayra

Kuvassa nakyy Hilbertin kdyran konstruktion kuusi ensimmaista vaihetta:

1|C e

11%.:%1% s

Kéayra joka lopulta tayttda yksikkonelion saadaan tdman konstruktion
rajafunktiona. Ndin saatu kdyrd on analyysin mielessad jatkuva; se on
seurausta konstruktiossa olevien funktioiden tasaisesta suppenemisesta.
Se todellakin tdyttad koko nelion: Tarkastellaanpa mitd hyvansi nelion
pistettd, 16ytyy konstruktiossa vaihe, joka kulkee mielivaltaisen ldheltd
tuota pistettd. Siten rajafunktion tdytyy koskettaa tuota pistettd. Saatu
avaruuden tayttava kayra kuitenkin leikkaa itsedan, eli se ei ole injektio.



Hilbertin kayra

Mahtavuuksien kannalta tdma tarkoittaa sitd, ettd yksikkovali on ainakin
yhtd mahtava kuin nelio. Koska yksikkovali on nelion osajoukko, ovat ne
yhtd mahtavat. Paattely3 voi vield jatkaa toteamalla, ettd nelid ja taso
ovat yhtd mahtavat (kuten reaalisuora ja yksikkovali). Siis yksikksvali on
yhtd mahtava kuin taso.



Cantorin joukko

Konstruoidaan seuraavaksi Cantorin joukko. Lahdetdan liikkeelle
yksikkovalista
G =10,1]

0 1
Otetaan siitd pois keskimmdinen kolmannes, jolloin jiljelle jaa
1 2
G=1|0,-|U|-,1
= o]0 3]

—_—

0 173 2/3 |

Otetaan taas molemmista vileistd pois keskimmainen kolmannes:
1 21 27 8
G=10,2|U|Z,Z|u|s,~|U|=,1

—_—

0 173 1113 273 1% 831




Cantorin joukko

Jatketaan samaan malliin, eli maéritelldaan C; kaikilla positiivisilla
kokonaisluvuilla 7 ottamalla edellisen joukon muodostavista valeistd pois
keskimmainen kolmannes. Maaritellaan Cantorin joukko naiden

leikkauksena:

c=¢

ieN

Mitka reaaliluvut kuuluvat tahan joukkoon vai onko se kenties tyhja
joukko? Tarkastelemalla vilin [0, 1] lukuja 3-kantaisessa jirjestelmassa
huomataan, ettd C; koostuu luvuista joiden desimaaliesitys kannassa
kolme alkaa 0,0...3 tai 0,2...3. Esim. 1/3=0,13 =0,023 ja 1 = 0,23
kuuluvat Ci:een , mutta 1/2 = 0,13 ei. Vastaavasti G, koostuu luvuista
joiden desimaaliesitys kannassa kolme alkaa 0, a;a; .. .3, missa
a1, ax € {0,2}. Esim. 2/9 = 0,023 ja 7/9 = 0,213 = 0,2023 kuuluvat
Cy:een, mutta 5/9 = 0,12 ei.



Cantorin joukko

Yleisesti, C; koostuu reaaliluvuista joiden (erds) desimaaliesitys kannassa
kolme on muotoa 0, a;a2a3 .. .3, missd aj, an, ..., a; € {0,2}. Loppujen
lopuksi, koko Cantorin joukko C koostuu reaaliluvuista, joiden (jossakin)
kolmikantaisessa esityksessa esiintyy vain nollia ja kakkosia. Tallaisten
lukujen joukko on ylinumeroituva, ts. C on ylinumeroituva. Kuitenkin
kukin C; koostuu (2/3)' kokoisista vileist3, joten C sisiltyy mielivaltaisen
pieneen valien yhdisteeseen. Toisin sanoen, sen mitta, eli pituus on nolla.
Eika siind vield kaikki. Dimensio eli ulottuvuus voidaan maaritell3
jarkevasti tallaisellekin " fraktaalijoukolle”. Cantorin joukon
ulottuvuudeksi voidaan laskea

log 2
log3’



Eksponentti- ja logaritmifunktio



Eksponentti- ja logaritmifunktiot

Eksponentti- ja logaritmifunktiot liittyvat laheisesti toisiinsa.
Eksponenttifunktio tulee vastaan ilmidissa, joissa tarkasteltava suure
kasvaa tai vahenee suhteessa senhetkiseen arvoonsa. Niinpad esimerkiksi
eksponentiaalinen kasvaminen on hyvin nopeata. Logaritmifunktio on
tietyssa mielessd eksponenttifunktion kdidnteisfunktio. Sekin kasvaa (kun
kantaluku > 1), mutta erittdin hitaasti.



Potenssin maaritelma

Maaritellaan kantaluvun a > 0 potenssi:

m Jos m € Z on positiivinen, niin a™ = a-a-...-a (m kertaa) ja
a~m=1/a"m.
m Jos g =" (n>0), niin a9 = v/am.

m Voidaan maaritelld a" kaikille reaaliluvuille r siten, ettd seuraavat
laskusdadnnot ovat voimassa kaikilla a,b > 0 ja r,s € R:

a'a® = a"+s, — = aris, (ar)s = a’s, (ab)r =a'p".



Maaritelldaan kantaluvulle a > 0 eksponenttifunktio

f:R—R, f(x)=a".




Kaytannon esimerkki

Valon voimakkuus vihenee 30% sen kulkiessa annetun muovilevyn lapi.
Paljonko voimakkuus vahenee, jos valo kulkee kolmen samanlaisen
perakkdin asetetun levyn l&pi?

Ratkaisu. Ensimmaisen levyn ldpdistydan valon voimakkuudesta on jaljelld
70%. Lapaistessaa toisen levyn, voimakkuus heikkenee vield 30%, joten
voimakkuudesta on jaljelld 0.7 - 0.7 = 0.49, eli 49%. Kolmannen levyn
lapaistessdan valon voimakkuus heikkenee taas 30%, joten lopulta
voimakkuudesta on jaljelld 0.49 - 0.7 = 0.343, eli 34.3%. Jos asia
ilmaistaan eksponenttifunktion avulla ja merkitdan £ (n):ll3 valon
voimakkuuden osuutta alkuperdisestd voimakkuudesta valon lapdistyd n
identtistd (tehtdvdnantoa vastaavaa) perdkkiin asetettua levyd, saadaan
kaava f(n) = 0.7". Yo. tapauksessa f(3) = 0.73 = 0.343.



Kaytannon esimerkki

Valon voimakkuus viahenee 30% sen kulkiessa 1 cm paksuisen muovilevyn
Ipi. Paljonko voimakkuus véhenisi, jos levyn paksuus olisi

a) 3 mm

b) 5.4 cm?

Ratkaisu. Eksponenttifunktio f(x) = 0.7* kuvaa valon voimakkuuden
osuutta alkuperdisestd sen ldpdistyd x cm paksuinen muovilevy.

a) £(0.3) = 0.7%3 ~ 0.90. eli vihenisi noin 10%.

b) £(5.4) = 0.7>* ~ 0.15. eli vihenisi noin 85%.



Logaritmin maaritelma

Olkoon kantaluku a > 0, a # 1. Positiivisen luvun y € R a-kantainen
logaritmi log, y on luku x € R, jolle a* =y, siis

log,y =x < a*=y.

Toisin sanoen a'°%:¥ =y, eli log, y on vastaus kysymykseen " Mihin
potenssiin a taytyy korottaa jotta saadaan y?"

Logaritmille on voimassa seuraavat laskusdannét: Kun y,z >0 ja a > 0,
a#£l,

y
log,(yz) = log, y+log,z, log, 5= log, y—log,z, log,(y*)=zlog,y.

Huom. koska a® = 1 ja a' = a, niin log,1 =0 ja log,a = 1.



Maaritelldan kantaluvulle a > 0, a # 1, logaritmifunktio

g:(0,00) =R, g(y)=log,y




Neperin luku

Kantalukuna kaytetdan usein ns. Neperin
lukua

1 n
e:= lim (1 + > ~ 2.72.
n—oo n
e on 7:n ohella esimerkki paitsi
irrationaalisesta, myds transendenttisesta
reaaliluvusta. Kantaluvun e logaritmia
sanotaan luonnolliseksi logaritmiksi ja

merkitaan log, y =Iny. John Napier (1550-1617)




Esimerkkeja yhtaloista

Ratkaistaan yhtalo

a) 5¥H21 .05 =1 = 5¥+2x-1.52]
e 5EHl ] e 52 10y 11 =0
<— x=-1

b) log, y? + log, 2y = log, 2

<= 2log,y +log,2+log,y = log, 2
<= 3log,y =0

< log,y=0 < y=1

€) 2% .57 =3 « 2.4°.($)*=3
x _ 3

= (%) =2,

< leni/lng

S _ In3—=In2
X = In4—In5




. sl 92x+1 1
Ratkaise yhtalo 321 = 3.

32X+1=% = 2X+1:|og3% = x4 1l=-2 — x:—g.



Kantaluvun vaihto

Usein on hyddyllista tarkastella ongelmaa eri kantaisissa logaritmeissa,
jolloin on tarpeen voida vaihtaa esimerkiksi a-kantaisesta logaritmista

b-kantaiseen. Kantaluvun vaihto voidaan suorittaa seuraavan kaavan
mukaan:

| _ log, y
2 log,a’

Todistetaan tama:
Aina patee (logaritmin méaaritelmin nojalla)

y = a8,
Ottamalla b-kantaiset logaritmin puolittain saadaan

_ log, y
log,a’

log, y = log,, 8% = (log, y)(log, a) <= log,y



Kaytannon esimerkki

Kuten aikaisemmassa esimerkiss3, oletetaan, etta valon voimakkuus
vahenee 30% sen kulkiessa 1 cm paksuisen muovilevyn lapi. Kuinka paksu
levyn tulisi olla, jotta se paastdisi valosta lavitseen

a) 60%, b) 20%?

Ratkaisu. Kuten aiemmin, eksponenttifunktio f(x) = 0.7% kuvaa valon
voimakkuuden osuutta alkuperdisestd sen lapdistyd x cm paksuinen
muovilevy.

a)-kohdassa saamme siis yht&l6n

In0.6
f(x)=06 < 0,7 =0.6 <= x =log,;0.6 = I:ﬁ ~14
Levyn on siis oltava noin 1,4 cm paksu.
Laske b)-kohta! Nyt
X In0.2

Levyn on siis oltava noin 4.5 cm paksu.



Maanjaristykset ja Richterin asteikko

Maanjaristysten voimakkuutta voidaan mitata Richterin asteikkona
tunnetulla logaritmisella asteikolla. Asteikko perustuu kymmenkantaiseen
logaritmiin, minka seurauksena yhden yksikon lisdys Richterin asteikolla
tarkoittaa kymmenkertaista voimistumista (voimakkuudesta puhuminen

on tietysti hieman epdmaarasita ja riippuu mitataanko energiaa vai jotain
muuta).



Radioaktiivisen aineen puoliintumisaika

Aikaa, joka kuluu, kun radioaktiivisen aineen (esim. radon, uraani)
atomiytimistd puolet on hajonnut toisiksi atomiytimiksi, sanotaan
puoliintumisajaksi. Puoliintumisaika on aineelle ominainen vakio ja
puoliintumisajat vaihtelevatkin aineesta riippuen sekunnin murto-osista
miljardeihin vuosiin.

Esimerkiksi ydinenergian tuotannossa kiytettiva uraanin isotooppi 23°U
puoliintuu noin 700 miljoonassa vuodessa.

Merkitdan radioaktiivisen aineen puoliintumisaikaa kirjaimella T ja aineen
alkuperdistd maaraa kirjaimella Np. Talldin ajan t kuluttua radioaktiivisen

aineen maara on
N F

Yhtdlosta voidaan my0s ratkaista puoliintumisaika T, jos tiedetdan
hajaantuvan aineen alkuperdinen maara Ny sekd aineen maara N,
hetkella t.

T =tIn(2)/In(No/Ny).



Alkuluvut ja jaollisuus



Lukuteoria

Lukuteoria on erds vanhimmista
matematiikan aloista. On sanottu, ett3 siina
missd matematiikka on tieteiden kuningatar,
on lukuteoria matematiikan kuningatar.
Perehdymme seuraavassa luonnollisten
lukujen jaollisuuteen ja alkulukuihin.

Eukleides Aleksandrialainen
(n. 300 eaa)



Jaollisuus

Maaritelma

Luku m € N jakaa luvun n € N, merkitddan m|n, mikéli on olemassa
sellainen k € N, ettd n=m - k.

Sanomme talléin myds, ettd n on jaollinen m:lla.

Tama tarkoittaa sitd, ettd jako n/m menee tasan, eikd jakojddnnosts jaa.
m esim. 6 =2 -3, joten 2|6 ja 3|6
m jokainen luonnollinen luku on jaollinen itselldan ja ykkdosella!

Maaritelma

Ykkosta suurempaa luonnollista lukua p, joka on jaollinen vain itselldan
ja ykkoselld, sanotaan alkuluvuksi.

Ts. luonnollinen luku p > 2 on alkuluku jos ainoastaan p|p ja 1|p.
Alkulukuja: 2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...



Parillisuus

Kahdella jaollista luonnollista lukua sanotaan parilliseksi. Parilliset luvut

ovat siis muotoa 2k jollakin k € N.
Muut luonnolliset luvut ovat parittomia ja ne ovat muotoa 2k + 1

jollakin k € N.
Annettua muotoa olevien lukujen jaollisuutta tutkittaessa on usein

kdtevad hajoittaa tarkastelu osiin erilaisten esitysten suhteen.
Esim. Jokainen luonnollinen luku n on jotain seuraavista muodoista:

m n = 3k jollakin k € N (kun n on jaollinen kolmella)
m n =3k +1 jollakin k € N (kun laskettaessa n/3 jakojaannés on 1)
m n =3k + 2 jollakin k € N (kun laskettaessa n/3 jakojaannés on 2)



Esimerkkitehtava

Olkoon n luonnollinen luku. Osoitetaan, ettd n(n? + 2) on jaollinen
luvulla 3.

Tarkastellaan eri tapaukset:

Jos n = 3k jollakin k € N, niin

n(n® +2) = 3k((3k)? +2),

mika on kolmella jaollinen.
Jos taas n = 3k + 1 jollakin k € N, niin

n(n® +2) = 3k + 1)((3k +1)*> +2) = (3k + 1)(9k* + 6k +2 + 1),

mikad myos on kolmella jaollinen.
Lopuksi, jos n = 3k + 2 jollakin k € N, niin

n(n® +2) = (3k +2)((3k + 2)? +2) = (3k + 2)(9K* + 12k + 4+ 2),

mika jalleen on kolmella jaollinen.
Siis kaikissa tapuksissa luku n(n? + 2) on kolmella jaollinen.



Jaollisuussaantoja

Lukujen jaollisuus annetulla luvulla voidaan usein paatelld nopeasti sen
numeroista mm. seuraavien saantdjen avulla:

m Luku on jaollinen kolmella, jos sen numeroiden summa on jaollinen
kolmella.
Esim. 3|51741, silla 5+ 1+ 7+ 4 + 1 = 18 on jaollinen kolmella.

m Luku on jaollinen seitsemilld, jos viahentamalld sen "ensimmaisten’
numeroiden muodostamasta luvusta kaksi kertaa viimeinen numero
saadaan seitsemalla jaollinen luku.

Esim. 7|791, silld 79 — 2 - 1 = 77 on jaollinen seitsemall3.
711512, sill3 1561 — 2.2 =147 =21-7

m Luku on jaollinen yhdelldtoista, jos sen numerot kerrottuna
vuorotelleen +1:113 ja —1:114 oikealta Iahtien muodostavat
yhteenlaskettuna yhdellatoista jaollisen luvun.

Esim. 11|14729, silla 9 — 2+ 7 —4 4+ 1 = 11 on jaollinen
yhdellatoista.



Eratostheneen seula

Eratostheneen seula on algoritmi, jolla 16ydetdan kaikki alkuluvut
annettuun lukuun n € N asti. Kokeillaan algoritmia arvolla n = 100:
listaa jarjestyksessa luonnolliset luvut 2,3,...,n
H merkitse punaisella listan ensimmainen merkitsematon luku p
pyyhi listasta kaikki p:n monikerrat
[ toista vaiheet 2 ja 3 kunnes p? > n
H loput listan luvut ovat alkulukuja!

2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100



Aritmetiikan peruslause

Alkuluvut ovat luonnollisten lukujen " rakennuspalikoita”, kuten
Aritmetiikan peruslause kertoo:

Lause

Jokainen luonnollinen luku (poislukien 0 ja 1) voidaan esittiad
yksikasitteisesti alkulukujen arellisena tulona.

Yksikasitteisyys on voimassa tekijoiden jarjestystd lukuunottamatta.
Huomaa, ettd kukin tekijd voi esiintya tulossa useamman kerran.
Esim.

308 =2-154 =22.77=22.7-11

975 =3-325=3-5-65 =3-52-13



Alkulukujen aarettomyys

Lause

Alkulukuja on darettéman monta.

Todistus.

Tehd3an vastaoletus: Alkulukuja on vain darellisen monta, merkitdan
niitd pi, po, ..., pn. Tarkastellaan sitten lukua

Aritmeriikan peruslauseesta seuraa, ettd N on jaollinen jollakin
alkuluvuista py, po, ..., py. Siis jokin luvuista p;, i =1,...,n jakaa N:n ja
tulon p; - p2...pn, joten se jakaa myos erotuksen

prlpzpk:]_

Tama on ristiriita, silld ykkonen ei ole jaollinen milldén (alku)luvulla,
joten alkuperdinen vdite on todistettu. O



\/2 on irrationaalinen

Todistetaan nyt aikaisemmin esittimiamme viite v/2:n
irrationaalisuudesta.

Tehd3in vastaoletus: /2 on rationaalinen, eli muotoa % joillakin
luonnollisilla luvuilla m ja n. Siten

2 =m,

josta korottamalla puolittain toiseen saadaan

20 = m°.
Yht&lon oikean puolen luvussa tekija 2 esiintyy parillisen ma&ran kertoja
(jos m on parillinen, sisiltdd m? parillisen mairin tekija3 2). Vasemman
puolen luvussa tekija 2 esiintyy sen sijaan parittoman maaran kertoja.
Tama on ristiriidassa Aritmetiikan peruslauseen kanssa, joten
vastaoletuksen on oltava vaarin ja viitteen siten totta.



log, 3 on irrationaalinen

Osoita, ettd log, 3 on irrationaalinen.
Tehddan vastaoletus: log, 3 on rationaalinen, eli muotoa 7 joillakin
luonnollisilla luvuilla m ja n. Logaritmin maaritelman mukaan talldin

3=2%.
Korottamalla puolittain potenssiin n saadaan
3n — 2m

Tama on ristiriidassa Aritmetiikan peruslauseen kanssa, joten
vastaoletuksen on oltava vaarin ja viitteen totta.



Q on numeroituva

Erds tapa osoittaa positiivisten rationaalilukujen joukko (ja siten koko Q)
numeroituvaksi on tarkastella positiivisten kokonaislukujen pareilla
madriteltyd funktiota

f(n,m)=2"3" n,meZ,.
Koska 2 ja 3 ovat alkulukuja, niin Aritmetiikan peruslauseen nojalla
2m3m —m3m  «—— = ja mg = m.

Jos siis f(n1, m) = f(np, ma), niin (n1, my) = (np, m2), eli f on injektio.
Tama tarkoittaa sitd, ettd positiivisten kokonaislukujen parien
muodostama joukko on "korkeintaan” yhtd mahtava kuin N. Takuulla
noita pareja on kuitenkin d3rettdoman monta ja siten niiden joukko on
yhtd mahtava kuin N. Positiiviset rationaaliluvut voidaan puolestaan
ajatella positiivisten kokonaislukujen parien joukon osajoukkona.



Alkulukujen lukumaarista

Tieddamme, ettd alkulukuja on kaikkiaan darettéman monta. Entd kuinka
monta alkulukua on kullakin rajoitetulla reaalilukuvililld ja kuinka niiden
lukum&ara riippuu tdman valin pituudesta?

Merkitdan korkeintaan n:n suuruisten alkulukujen lukumé&araa 7(n):1la.
Saadaan siis funktio

m:Zy =N, 7w(n)=#{p€Z;s : palkuluku ,p < n}.

Lasketaan muutamia pienid arvoja:
m(1)=0,n(2)=1,n(3)=2,7n(4) =2, 7(5)=3, ...



Alkulukulause

Arvojen m(n) suuruusluokkaa voidaan arvioida logaritmifunktion avulla:

Tama tulos tunnetaan Alkulukulauseena ja silld tarkoitetaan sita, etta

m(n)

n/lnn

— 1, kun n— oo,

eli osam3ara lahestyy ykkosta, kun n kasvaa rajatta.



Alkulukulausen taulukointia

n m(n) osuus % n/Inn=
10 4 40,0 4

102 25 25.0 22

103 168 16,8 145

10 1229 12,3 1086

10° 9592 9,6 8686

10 78498 7,8 72382
107 664579 6,6 620421
108 5761455 5,8 5428681
10° 50847534 5,1 48254942

1010 455052511 4.6 434294482



Mersennen alkuluvut

Tarkastellaan muotoa 2" — 1 olevia lukuja arvoilla n > 2:
22-1=322-1=7,2*-1=15,2°-1=31,25—-1=63, ...
Huomataan, ettd tapauksissa n = 2,3,5 luku 2" — 1 on alkuluku, kun
taas tapauksissa n = 4,6 néin ei ole.

Onko 2" — 1 alkuluku aina, kun n on alkuluku?

Ei: 211 — 1 = 2047 = 23 - 89.

K&aanteinen vaite on kuitenkin voimassa:

Jos 2" — 1 on alkuluku, niin my&s n on alkuluku.

Maaritelma

Muotoa 2P — 1 olevia alkulukuja sanotaan Mersennen alkuluvuiksi.

K&dytamme eksponentissa kirjainta p, koska tieddimme sen olevan
alkuluku edellisen nojalla.



The Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS)

Talla hetkella tunnetaan 47 Mersennen alkulukua. Suurin tunnettu
alkuluku on Mersennen alkuluku

943112609 _ |
Tammikuusta 1996 ldhtien on Mersennen alkulukuja etsitty yhteisvoimin

internetissd The Great Internet Mersenne Prime Search -projektissa. Kay
tutustumassa ja osallistu etsintdan!



Avoimia ongelmia

Alkulukuihin liittyy vield talld hetkelld avoimia ongelmia. Esimerkiksi
m Onko Mersennen alkulukuja d&rettdman monta?

m Alkulukuparit: Onko olemassa ddrettoman monta alkulukua p, jolle
myds p + 2 on alkuluku?
Esim. 3ja5,5ja7, 11 ja 13,17 ja 19,29 ja 31, .. .7

m Goldbachin konjektuuri: Jokainen kakkosta suurempi parillinen luku
voidaan lausua kahden alkuluvun summana.
Esm. 4=2+4+2,6=3+3,8=3+5,10=3+4+7,12=5+7,
U=7+7..7



Kryptografia

Kryptografiassa tutkitaan menetelmia salata vilitettavas tietoa.
Menetelmét voi jakaa kahteen tyyppiin:

m Salaisen avaimen menetelmissa kutkin keskendan tietoa valittavat
henkil6t joutuvat sopimaan salaisesti avaimesta keskendan. Siita
syystd menetelma soveltuu vain pienen ryhman kayttoon. Jo
muinaiset roomalaiset kayttivat nditd menetelmia.

m Julkisen avaimen menetelmissa kukin tiedonvalittdja julkistaa
oman avaimensa. Salaisia avaimenvaihtoja ei siis tarvita ja siten
nama menetelmat soveltuva suurille joukoille. Mutta kuinka téllainen
menetelm3 voi onnistua salaamaan tiedonkulun?



Kaksoislukko

Esitetdan seuraavaksi klassinen esimerkki salausmenettelysta, jossa
salaista avaimenvaihtoa ei tarvita.
Oletetaan, ettd henkild A haluaa |3hett3a salaisen viestin henkildlle B. He
toimivat ndin:
A laittaa viestinsa laatikkoon, jonka lukitsee omalla lukollaan L,
(vain A:lla on avain lukkoon L,) ja lahettd3 laatikon B:lle

B vastaanottaa laatikon, lukitsee sen lisiksi omalla lukollaan Lg
(vain B:lld on avain lukkoon Lg) ja |dhettdd "kaksoislukitun”
laatikon takaisin A:lle

A vastaanottaa kaksoislukitun laatikon, poistaa siitd oman lukkonsa
L, ja l3hettdd laatikon B:lle

A vastaanotettuaan laatikon voi B avata oman lukkonsa Lg ja lukea
viestin

Menetelméan turvallisuus perustuu siis siihen, ettd kullakin
tiedonvalittdjalld on avain vain omaan lukkoonsa. Myé&sk&an salaista
avaimenvaihtoa ei tarvita.



Suurin yhteinen tekija ja Eulerin funktio

Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Suurinta positiivista
kokonaislukua, joka jakaa sekd a:n ettd b:n sanotaan niiden suurimmaksi
yhteiseksi tekijaksi, merk. syt(a, b).

Esim. syt(3,6) = 3, syt(20,8) = 4, syt(5,4) =1

Eulerin funktio on kuvaus ¢ : Z; — Z, jolle

©(n) = niiden lukujen k € Z, lukum&arg, joilla k < n ja syt(k,n) =1

ts.
o(n) = #{k € Zy : k < n,syt(k,n) =1}.

Pienia arvoja: ¢(1 0(2) =1, o(3) =2, p(4) =2, p(5) =4,

)=
p(6) =2, (7 ) =6,..
Huom.

m o(p) =p—1, joss p on alkuluku.
m Jos syt(m, n) = 1, niin p(mn) = p(m)p(n). Erityisesti, jos p ja q
ovat eri alkulukuja, niin ¢(pg) = p(p)e(q) = (p — 1)(g — 1).



RSA

Ron Rivest, Adi Shamir ja Len Adleman esittivdt vuonna 1978
seuraavanlaisen salausalgoritmin:
Oletetaan, etta henkilo A haluaa lahettaa salaisen viestin henkilolle B.

H B valitsee satunnaisesti kaksi suurta alkulukua p # g ja laskee luvut
N = pq ja p(N) = (p—1)(g —1)

B valitsee vield positiivisen kokonaisluvun e, jolle 1 < e < ¢(N) ja
syt(e, p(N)) = 1 ja etsii positiivisen kokonaisluvun d, jolle
ed=1 ( mod p(N)), ts. kun luku ed jaetaan luvulla p(N), jaa
jakojaannokseksi 1

B julkistaa luvut N ja e

A A koodaa viestinsa luvuksi (tai luvuiksi) M, jolle M < N

H A laskee luvun M€, jakaa sen luvulla N, ja |dhetdd jakojadnndksen
B:lle

[@ B korottaa saamansa luvun (salaiseen) potenssiin d ja laskee
jakojdannoksen luvulla N jaettaessa.

B on siis laskenut luvun (M¢€)? jakojadnnoksen luvulla N jaettaessa.
Koska ed =1 ( mod ¢(N)), niin Fermat'n pienen lauseen nojalla
Med = M( mod N), eli B:n laskema jakojd3nnds on tasmalleen
alkuperdinen viesti!



RSA

Mihin menetelman turvallisuus perustuu? Viestin purkamiseen riittaa siis
tietdd luku d. Laskeakseen luvun d, tarvitsee tietdd e (julkinen) ja @(N).
Mutta vaikka N on julkinen, on luvun ¢(N) laskeminen suunnilleen yht3
tyolasta kuin luvun N = pq tekijoihinjako, joka puolestaan on erittdin
tyolastd, koska p ja g ovat suuria (salaisia) alkulukuja.



Induktio ja lukujonot



Induktio, jonot ja summat

Matemaattinen induktio on erittdin hyddyllinen todistusmenetelm3, jota
sovelletaan laajasti. Sitd verrataan usein dominoefektiin eli
ketjureaktioon, jossa ensimmaisen dominopalikka kaataa kaatuessaan
toisen, toinen kolmannen, jne. jolloin kukin jonon palikoista kaatuu
lopulta. Tulemme kdyttamaan induktiota talla kurssilla myShemminkin
vield useita kertoja.



Induktioperiaate

Matematiikassa on usein tarve todistaa ettd jokaisella luonnollisella
luvulla on jokin ominaisuus, tai ettd jokin vdite patee milld tahansa
luonnollisella luvulla, esim. " jokainen luku on joko pariton tai parillinen”,
"kaikilla n € N, joukossa jossa on n reaalilukua, on suurin reaaliluku”. Jos
halutaan osoittaa todeksi téllainen vdite, on usein kdytettdva induktiota
sen sijaan, ettd tutkittaisiin jokainen tapaus erikseen, mika ei ole
mahdotonta darelliselld todistuksella.

Induktioperiaate: Tarkastellaan viittamia P(n), joka koskee jotakin
lukua n. Oletetaan, etta

H véittdma patee, kun n =1

voidaan osoittaa todeksi, ettd jos vaittdima patee jollain n = k, niin
se patee myds kun n =k + 1.

Tallgin induktioperiaatteen nojalla vaittama patee millad tahansa n.



Induktio - Esimerkki 1

Osoitetaan, etta

n(n+1)

L4243+ 4n=——

kaikilla luonnollisilla luvuilla n > 1.

Tarkastetaan ensin, ettd kaava patee kun n = 1:

Vasen puoli on tdlléin 1, kun taas oikea puoli
1-(1+1) 2

:7:1
2 2 ’

eli kaava patee.



Induktio - Esimerkki 1

Tehd&an sitten induktio-oletus: Kaava patee jollakin n > 1, ts.

n(n+1)'

14244 n= =

Induktio-oletukseen nojautuen tulisi nyt todistaa induktiovadite: Kaava
patee arvolla n+ 1, ts.

L4 24 dnd(np1)= THDOH2)

2
Lahdetdan liikkeelle kaavan vasemmasta puolesta:
io. n(n+1
1424 +nt+(n+1) =2 %4‘(”4’1)
_on(n+1)+2(n+1) (n+1)(n+2)
B 2 B 2 ’

kuten halusimmekin. Induktioperiaatteen nojalla kaava patee siten kaikilla

n>1.



Lyhennysmerkinta summalle ja tulolle

Olkoot aj, ap, .. ., a, reaalilukuja. Niiden summasta ja tulosta kdytetdan
seuraavia lyhennysmerkintgja:

n
atatta =y a
k=1
ja
n
al~ag~-~a,,:Hak.
k=1

Juuri dskettdin todistamamme summakaava voidaan kirjoittaa talla
lyhennysmerkinnalld kun asetetaan a; = 1,a, =2,...,a, = n, ts.
ax =k, missa k=1,2,...,n:

Sk At D),

2
k=1



Induktio - Esimerkki 2

Osoitetaan induktiolla, ettd kaikilla n > 1 patee

iz“ =2"_1.
k=1

Tapaus n = 1: Vasen puoli =271 =20 =1,

Oikea puoli =2t —1=2—-1=1.

Tehd&dan induktio-oletus: Yo. summakaava patee jollakin n > 1 ja
todistetaan, ettd talldin pitee (induktiovéite)

n+1
Z 2/(71 — 2n+1 _ 1
k=1

Nyt
n+1 n )
Dok t=ong Y toktion g on 1 =2.2"—1=2"" -1,
k=1 k=1

joten induktiovaite patee. Induktioperiaatteen nojalla vaite patee kaikilla
n>1.



Induktio - Esimerkki 3

Osoitetaan induktiolla, ettd kaikilla n > 1 patee

n

> (2k—1)=n’.

k=1

Tapaus n = 1: Vasen puoli =2 -1 —1 = 1. Oikea puoli = 1> = 1.
Induktio-oletus: Kaava pétee jollakin n > 1, eli

n

> 2k —1)=n".

k=1

Todista, etta talldin



Yhteys aiempaan esimerkkiin

Funktioiden yhteydessd kavimme |api esimerkin, jossa tuli etsid bijektio
joukolta A= {1,3,5,7,...} joukolle B ={1,4,9,16,...}. Kuvaus

f:A—=B, f(m)= (LH)2

2

osoitettiin harjoituksissa bijektioksi. Joukko A koostuu parittomista
luonnollisista luvuista ay = 1,a, = 3,a3 = 5,3, =7, ..., joiden summille
osoitimme juuri kaavan

n

da=) (2k—1)=r"

k=1

Jokaisen luonnollisen luvun n nelié (eli joukon B n:s alkio) saadaan siis
laskemalla yhteen n ensimmaista paritonta lukua. Siis f voidaan

maaritelld summana
n
f(a,) = E ax = n*.
k=1



Induktio - Esimerkki 4

Osoitetaan induktiolla, ettd n(n? + 2) on jaollinen luvulla 3 aina, kun
n>1.

Viite patee selvastikin, kun n = 1.

Tehdian induktio-oletus: n(n® + 2) on jaollinen kolmella jollakin n > 1.
Osoitetaan induktioviite: T3lléin myds (n+ 1)((n + 1)? + 2) on jaollinen
kolmella. Nyt

(n+1)((n+1)*+2) = (n+1)(n*+2n+3)
= n*+3n+5n+3
= n(n*+2)+3n°+3n+3.
Toinen termi on selvasti kolmella jaollinen ja niin on induktio-oletuksen

nojalla my&s ensimmiinen termi n(n? + 2). Siis induktioviite on
todistettu ja induktioperiaatteen nojalla vdite on tosi.



Lukujonojen merkinndista

Merkitsemme lukujen ay, ay, .. ., 3, muodostamaa jonoa

(a1,a2,...,an) = (ak)f_;, missd ax on jonon k:s termi (tai jasen). Jono
voi olla myds padttymaton, jolloin merkitdan (a1, az,...) = (k)72
Esim.

m o=k (a)]_y = (1,2,3,...,n)
Q)

17 b
Iak:k,( io:]_ (1,4,9 )



Huomautus

On hyva pitd3 mielessd, ettd periaatteessa jonon ensimmadisten termien
luetteleminen ei riitd yksikasitteisesti maardadmaan jonossa myShemmin
tulevia termeja.

Mika on seuraava luku jonossa (1,2,3,4,5,...)? Luonnollisesti
miellimme, ettd kyseessd on jono (k)i"zl, jolloin seuraava luku on 6,
mutta eihdn ndin taydy valttamatta olla!

Miksei kyseessa voisi olla vaikka jono (ax)?2;, missa

a =k + (k—1)(k — 2)(k — 3)(k — 4)(k — 5)?

Tallgin

a =14 (0)(=1)(=2)(=3)(-4) =
a =2+ (1)(0)(-1)(-2)(-3) =
a3 =3+ (2)(1)(0)(=1)(-2) =3
as =4+ (3)(2)(1)(0)(-1) = 4

as =5+ (4)(3)(2)(1)(0) = 5

a = 6+ (5)(4)(3)(2)(1) = 126



Aritmeettinen jono

Aritmeettisessa jonossa kahden perdkkdisen termin erotus on vakio, ts.
(ak)fozl on aritmeettinen, jos on olemassa sellainen d € R, etta

aky1 —ak=d

kaikilla k > 1. Aritmeettisen jonon, jonka perdkkaisten termien erotus on
d, ks termi on siis ay = a; + (k — 1)d: (perustellaan induktiolla)
Tapaus k = 1 selvd. Jos ax = a; + (k — 1)d jollakin k > 1, niin
ak+1:3k+d:a1+(k—1)d+d:31+kd.
Esim.

moa =k, (a)2; =(1,2,3,...) on aritmeettinen (d = 1)
ax =2k —1, (a)32; = (1,3,5,...) on aritmeettinen (d = 2)
ak = k2, (ak)52, = (1,4,9,...) ei ole aritmeettinen
ax = 2K71 (ak)5e, = (1,2,4,8,...) ei ole aritmeettinen



Aritmeettisen jonon summa

Aritmeettisen jonon (ax){_;, jonka perdkkaisten termien erotus on d,
summa saadaan kaavasta

-1
Zak—nal—f— n(n )d

2
Todistus:
Zak = Z(al—l-(k—l)d) :Zal+Z(k— 1)d
k=1 k=1 k=1 k=1
4 (n—1)n
_nal+d; -1) _nal+dkz;k_nal+Td

Tata kaavaa on hyva kayttda, kun tietdd perdkkaisten termien erotuksen.
Summan voi kuitenkin laskea ilmankin d:t3, mikali tietda jonon pituuden
lisaksi ensimmaisen ja viimeisen termin:

d —1 -1 n
Zak:nal—l—n(n2 )d:nal—i_al—;(n )d:nal—;—a.



Aritmeettisen jonon summa - Esimerkki 1

m Jonon (2k —1)}%, = (1,3,5,7,...,19) summa on

ai+ a, 1+ 19
n

=10 —— = 100.
2 2
m Jonon (5,8,11,...) kahdenkymmenen ensimmaiisen termin summa
on
-1 20-19
nay+ 1=y 50.54 .3 = 670.

2 2



Aritmeettisen jonon summa - Esimerkki 2

Tien pituus on 50 km. Tien varteen asetetaan sihkotolppia 50 m valein.
Ensimmainen tolppa on pystytetty tien alkuun ja loput 1000 tolppaa on
kasattu sen viereen, mistd kuorma-auto vie niitd paikoilleen, 20 tolppaa
yhdessd kuormassa. Kuinka pitkdn matkan kuorma-auto joutuu
kulkemaan ennen kuin kaikki tolpat ovat paikoillaan?



Ratkaisu

Pystyttdessddn 20 tolppaa 50 metrin vadlein kuorma-auto kulkee
kilometrin matkan. Ensimmaiselld edestakaisella matkalla auto kulkee siis
kaksi kilometrid. Seuraavalla matkalla auton on ensin ajettava kilometri
padstdkseen tolpattoman osuuden alkuun, pystytettdva sitten mukana
olevat 20 tolppaa ja palattava lopuksi takaisin. Voidaan ajatella, ettd
auto kulkee edestakaisin tuon kilometrin matkan ja tekee sitten
ensimmaistd matkaa vastaavan matkan. Matkaa kertyy toisella kertaa siis
2 4+ 2 = 4 kilometria. Kolmas matka on vastaavalla tavalla 4 +2 =6
kilometria. Viimeisen, eli 50. matkan pituus on kaksi kertaa koko tien
pituus eli 100 km. Kuljetusmatkojen pituudet muodostavat aritmeettisen
jonon (2k)3%,. Jonon termien summaksi saadaan

24100

50 >

= 2550.

Kuorma-auto joutuu siis kulkemaan 2550 km ennen kuin urakka on
valmis.



Greenin-Taon lause

Matemaatikot Ben Green ja Terence Tao todistivat vuonna 2004 vanhan
konjektuurin alkulukujen aritmeettisista jonoista:

Lause

Alkuluvut sisiltavat mielivaltaisen pitkid aritmeettisia jonoja.

Olipa siis n mika hyvansa luonnollinen luku, niin 18ytyy n:n alkuluvun
jono, jonka perdkkaiset termit ovat vakioetdisyydelld d toisistaan. Esim.
n=23:(3,57), (d=2)

n=4:(5,17,29,41), (d = 12)

n=>5:(5,11,17,23,29), (d = 6)

Onnistutko 16ytamaan lisdd samanpituisia tai pidempid?



Geometrinen jono

Geometrisessa jonossa kahden perdkkaisen termin suhde on vakio, ts.
(ak)?2; on geometrinen, jos on olemassa sellainen r € R, r # 0, etti
"”::1 = r kaikilla k > 1. Geometrisen jonon, jonka perdkkaisten termien
suhde on r, k:s termi a, = a;r*~1. Niinpa geometrinen jono on aina
muotoa (a,ar,ar?,...), missi a#0jar#0

Esim.
m g = (3)< 1 (ak)ii = (1, % %....) on geometrinen.
moa=2-31, (a)}_; = (2,6,18,54) on geometrinen.



Pankkitili

Pankkitililla oli vuonna 2001 a euroa. Joka vuodenvaihteessa tilille
lisatadn korko, joka on 3% tilin saldosta. Vuonna 2002 tililld on

103
a+ ——a= —a -euroa,

100 100
vuonna 2003 sielld on
103 3 /103 103 3
-~ (== = a1+ =
100° T 100 (100 a) 1003( 100)

(103

2
m) a euroa.

Merkitdan sk:lla tilin saldoa vuonna 2000 + k. Saamme geometrisen
jonon (s, s, 53, . ..), jonka ensimméinen termi on a ja perdkkaisten

termien suhde on }88, ts.

5= () ?

kaikilla k > 1 eli (sx)¢2; on geometrinen.



Geometrisen jonon summa

Geometrisen jonon (ax)?_, = (a,ar,ar?,...,ar"" 1), r # 1, summa
saadaan kaavasta
n n
Z l —r
dx = a .
1—r
k=1

Tama ndhd&dan kertomalla summaa 1 — r:lld ja huomioimalla
kumoutuminen:

n
(1-r) Z ax = (atard---+ar" V) —(ar+ar*+- - +ar") = a—ar" = a(1—r")
k=1

n 1—r"
e Zak:a
1—r
k=1



Geometrisen jonon summa - Esimerkki




Akilleus ja kilpikonna

Antiikin aikaisen paradoksin mukaan Akilleus ei voi kilpajuoksussa
saavuttaa kilpikonnaa, jos kilpikonnalle annetaan etumatkaa. Oletetaan
vaikkapa ettd etumatka on 100 metrid. Akilleus juoksee 20 metria
sekunnissa ja kilpikonna " juoksee” kaksi senttimetrid sekunnissa. Akilleus
juoksee etumatkan kiinni viidessa sekunnissa, mutta tdna aikana
kilpikonna on edennyt kymmenen senttimetrid. Akilleus juoksee 10 cm
matkan 1255 sekunnissa, mutta silloin kilpikonna on edennyt -
millimetrid. Eli alkaa n3yttas siltd, ettd aina kun Akilleus paasee sinne,
missa kilpikonna oli, niin kilpikonna onkin jo ehtinyt kauemmaksi. Eiko
Akilleus siis koskaan saavuta kilpikonnaa?



Akilleus ja kilpikonna

Tasaisen nopeuden kaavasta "matka = aika X nopeus”, saamme yht3lon
sille ajanhetkelle t, jolloin Akilleus saavuttaa kilpikonnan:

2
1 — - t=20-t.
00+100 0

Yht3ln ratkaisu on t = 3020 ~ 5 005 eli "todellisuudessa” Akilleus

saavuttaa kilpikonnan noin 5 + f%o sekunnin paastd. Paradoksin
kuvailussa tuo aika pilkotaan yha pieneneviin osiin, jolloin rupeaa
ndyttdmaan, ettei Akilleus milloinkaan saa kilpikonnaa kiinni.
Tarkastellaan asiaa seuraavasti: Merkitdan a;:la aikaa, joka Akilleukselta
menee etumatkan kiinniottamiseen, a,:lla aikaa, joka Akilleukselta menee
kilpikonnan ajassa a; kulkeman matkan suorittamiseen, as:lla aikaa, joka
Akilleukselta kuluu kilpikonnan ajassa a; kulkeman matkan
suorittamiseen, jne.



Akilleus ja kilpikonna

Koska kilpikonna kulkee ajassa a matkan a- % metrid ja Akilleus juoksee
tuon matkan (a- 135)/20 = 155 sekunnissa, niin on voimassa

a; =5 sekuntiaja apy1 = jokaisella n=1,2...

an
1000
Téaten paradoksissa tarkastellut aikavalit muodostavat geometrisen jonon,
jonka ensimmainen termi on 5 ja jossa perdkkaisten termien suhde on
Geometrisen summan kaavan nojalla on voimassa

1000
1 (1d5)" 1 | 1000 5000 5
tayms @) g q Ly 1000 5000
tert e =S =5 (1~ To05) 595 ~ 996 995 10

Tastd ndemme, ettd aika on paradoksissa pilkottu osiin, joiden
yhteenlaskettu kesto ei milloinkaan ylita 59%090 sekuntia, eli sitd aikaa, joka
Akilleukselta kului kilpikonnan kiinnisaamiseen. Oikea johtopaatés ei siis
ole, ettei Akilleus saavuta "koskaan” kilpikonnaa, vaan ettei Akilleus

saavuta kilpikonnaa " koskaan ennen kuin 5909090 sekunnin paastd”.



Verkot



Konigsbergin sillat

1700-luvun Konigsbergin (nykyisen
Kaliningradin) lapi virtasi joki, jonka ylitti
seitseman siltaa. Sanotaan, ettd kaupungin
asukkaat yrittivat [0ytaa reittid, joka lahtisi
heidan kotoaan, ylittdisi kaikki seitseman
siltaa tasmalleen kerran ja palaisi kotiin.
Reittia ei tahtonut 16ytyd. Ongelmaan
tarttui matemaatikko Leonhard Euler, joka
osoitti reitin olevan mahdoton.

Leonhard Euler (1707-1783)



Konigsbergin sillat

Han aloitti palauttamalla ongelman verkoiksi eli graafiksi, jossa pisteet
kuvaavat maamassoja ja viivat niitd yhdistavia siltoja.

Sitten han paatteli:

Jos haluttu reitti olisi olemassa, niin aina kun tata reittia kulkien
saavuttaisiin jotakin viivaa pitkin pisteeseen, taytyisi pisteestd poistua
toista viivaa pitkin. Siis jokaiseen pisteeseen taytyisi menné parillinen
ma&ara viivoja. Koska néin ei ole, ei haluttua reittid ole olemassa. Vaikka
tingittdisiin vaatimuksesta, etta reitti paattyy kotiovelle (eli sinne mista
|ahdettiinkin) taytyisi kahta kotimantereesta eroavia maamassoja
yhdistada parillinen maara siltoja. Tamakaan ei pida paikkaansa, joten
edes tallaista reittid ei ole olemassa. Tasta sai alkunsa verkkoteoria.



Kauppamatkustajan ongelma

Kauppamatkustaja kiertdd kaupungista toiseen kaupustelemassa.
Oletetaan, ettd jokaisesta kaupungista padsee toiseen ja ettd
kauppamatkustaja tietdd kaupunkien viliset etdisyydet. Kuinka han
I6ytaa mahdollisimman lyhyen kerran kussakin kaupungissa kdyvan ja
lopulta kotiin palaavan reitin? Palataan tdhdn ongelmaan
maariteltyamme verkkoihin liittyvat kdsitteet hieman tarkemmin.



Maaritelmia

Verkko koostuu darellisestd maarasta pisteitd, ja niitd yhdistavia viivoja.
Huomaa, ettd maaritelmdssamme kahta pistettd voi yhdistdd useampi
viiva (kuten Konigsbergin siltaongelmassa)! Verkkoa sanotaan
yksinkertaiseksi mikili kahta pistettd yhdistdd korkeintaan yksi viiva.
Kuhunkin pisteeseen menevien viivojen lukum&araa sanotaan tuon pisteen

asteeksi. Esim.
b 2 b

J.

a ] [} c

Tama verkko ei ole yksinkertainen. Tama verkko on yksinkertainen.
Pisteiden a, b ja ¢ asteet: 3, 2, 1. Pisteiden a, b, ¢ ja d asteet: 2, 3, 2,
Viivojen lukumaara 3. 3. Viivojen lukumaara 5.

Huomaa: Kaikkien pisteiden asteiden summa on yhtasuuri kuin kaksi
kertaa viivojen lukumaara.

Tama seuraa siitd, ettd jokainen viiva lisdd asteiden summaa kahdella.
Tasta seuraa myo0s, ettd asteiden summa on parillinen.



Taydelliset verkot

Taydellinen verkko K, on yksinkertainen verkko, jossa on p pistettd ja
jossa jokaista pisteparia yhdistda viiva.

1A &

K1 K> Ks K, Ks
Koska verkossa K, jokaisen pisteen aste on p — 1, toteuttaa viivojen

lukum&ira g edellisen huomion nojalla yhtdlon 2g = p(p — 1), eli
q=3p(p—1).




Kulku verkossa

Kulku tarkoittaa sellaista darellistd jonoa verkon viivoja, jossa kukin viiva
jatkaa siitd mihin edellinen loppui. Yksinkertaisessa verkossa kulkua
voidaan kuvata jonolla verkon pisteitd, jossa perdkkaisid pisteitd yhdistaa
viiva. Korkeintaan kerran kutakin viivaa kulkevaa kulkua, joka paattyy
samaan pisteeseen mista ldhtikin, sanotaan kierrokseksi. Kierros
verkossa voidaan aina ajatella alkavan mistd tahansa kierroksen pisteesta.
Siten ei ole tarvetta tehda eroa eri pisteistd alkavien, mutta samoja
viivoja kulkevien kierrosten vilille. Tarkastellaan esimerkiksi yksinkertaista
verkkoa

(a, b, c) on eras kulku
(a, ¢, b) ei ole kulku, silld pisteitd a ja c ei
yhdista viiva
(a, b, d, a) on eris kierros
(a,b,d,a), (b,d,a,b)ja(d,a,b,d) ovat
4 c oleellisesti sama kierros
(a, b, c,d, a) on tismilleen kerran jokaisen
pisteen kautta kulkeva kierros




Konigsbergin siltaongelma

Konigsbergin siltaongelma oli siis |6ytaa verkosta tasmalleen kerran
jokaista viivaa kulkeva kierros. Eulerin paattely osoitti timan olevan
mahdollista mielivaltaisessa verkossa vain jos jokaisen pisteen aste on
parillinen. Koska ylldolevassa Konigsbergin siltoja kuvaavassa verkossa
nain ei ole, ei Konigsbergin siltaongelmalla ole ratkaisua.



Puut

Verkkoa, jossa jokaista pisteparia yhdistda jokin kulku, sanotaan
yhtendiseksi. Sanomme puuksi yhtendistd verkkoa, jossa ei ole
kierroksia. (Puut saatetaan joskus méaaritelld hieman eri tavoin.) Esim.

_ /] 0

puu ei puu ei puu

Erityisesti puu on aina yksinkertainen, muuten siind olisi kierros.



Puut

Tarkastellaan muutamia pienia puita:

_ ||

3 pistetta, 2 viivaa 4 pistetta, 3 viivaa
5 pistettd, 4 viivaa 5 pistettd, 4 viivaa

Se, ettd viivoja on yksi vahemmaén kuin pisteitd, riittda itseasiassa
" karakterisoimaan” puut:

Lause

Olkoon T yksinkertainen verkko, jossa on p pistetta. Talléin T on puu,
Jos ja vain jos se on yhtendinen ja siind on p — 1 viivaa.



Alkaanit

Hiilivetya (tarkemmin alkaania) C,Hzp42, missd n > 1 on luonnollinen
luku, esittdd yhtendinen verkko jonka pisteet ovat kyseisen molekyylin
atomeja ja viivat sidoksia. Esim.

] H H i i i

| | | | | |
H—L[—H H—C—L[—H H—C—LC—CLC—H

l | I

L] H H H H H
metaani CHy etaani GHs propaani C3Hg

Molekyylin C,H,12 verkossa on siis p = 3n + 2 pistettd. Jokainen n:std
hiiliatomista on astetta 4, kun taas kaikki 2n 4 2 vetyatomia ovat astetta
1. Kun merkitdan viivojen lukum3araa q:lla, saadaan

1
q:§(4n+2n—|—2):3n—|—1zp—1a

eli kyseinen verkko on puu.



Isomorfisuus

Verkkoteoriassa on oleellista verkkojen isomorfisuuden eli
"samanrakenteisuuden” kasite. Kahden verkon sanotaan olevan
isomorfiset, mikali niiden pisteilld on sellainen bijektiivinen vastaavuus,
ettd toisiaan vastaavia pistepareja yhdistda molemmissa verkoissa yhta
monta viivaa. Tdhan kasitteeseen perehdytdan tarkemmin muilla
kursseilla. Huomataan kuitenkin, ettad hiilivetyd CyHyo vastaa kaksi
erirakenteista verkkoa

H—L[—H

HooH
.

H—C—C—
|
HooH

=—0r3 —==

|
Iil H ¢ H
—C—H | | |
| H—c C L—H
H | | [
_ H K H
butaani C4 HlO
isobutaani C4Hyg



Painotetut verkot ja kauppamatkustajan ongelma

Painotetuksi verkoksi sanomme verkkoa, jonka jokaiseen viivaan on
yhdistetty jokin luku eli " paino”, joka voi kuvata esimerkiksi viivan
pituutta eli pisteiden etdisyyttd tms. Kauppamatkustajan ongelma
voidaan siis p:n kaupungin tapauksessa muotoilla seuraavalla tavalla:
Olkoon taydellinen verkko K, painotettu positiivisilla reaaliluvuilla. Etsi
halvin kierros, joka kulkee tdsmélleen kerran verkon jokaisen pisteen
kautta. Painojen voi ajatella olevan etdisyyksid, mikali ne toteuttavat ns.
kolmioepayhtalon:

Kulku suoraan on aina korkeintaan yhta kallis kuin kiertoteitse. Painojen
ei kuitenkaan valttamatta tarvitse kuvata (ajallisia) etdisyyksia, voihan
kauppamatkustaja kadyttaa erilaisia kulkuyhteyksia. Esim. lentden
kiertoteitse voi olla perilli nopeammin (tai halvemmin) kuin suoralla
junayhteydelld. Ongelman kannalta oleellisesti erilaisia kierroksia on

%(p— 1)-(p—2)---3-2-1 kappaletta.

Palataan kierrosten lukumairan laskemiseen ensi viikolla.



Esimerkki

Etsitdan halvin kierros verkossa Ks. Tarkasteltavia kierroksia on
$-4.3.2.1=12 kappaletta.

(a,b,c,d, e, a):
54+2+10+11+8=36
(a, b,c,e,d, a):
54+24+7+114+4=29
(a,b,d,c,e,a):36
):32
):35
):38
,b,d, e, a):30
)
)
)
)

129

129

: 36

131
(a,d,b,c,e a): 27

Kierros (a, d, b, c, e, a) on siis halvin. Huomaa, etts tarkastellut painot

eivat kuvaa etdisyyksia: (c,d) : 10, mutta (¢, b,d) : 2+ 6 = 8.




Todennakoisyys ja kombinatoriikka



Todennakoisyys

Todenndkoisyys on "epdvarman matematiikkaa”. Matemaattinen
todenndkoisyys mallintaa satunnaisia ilmiéita, kuten esimerkiksi nopan-
tai lantinheitto. Todenndkdisyyttad voi ldhestyd mm. tilastollisesti
tutkimalla toistokokeessa tietyn lopputuloksen tai havaintoarvojen
esiintymiskertojen lukum3araa.

Alunperin todennékdisyyslaskenta kehittyi uhkapelien (esim. pokeri)
teoriana.



Maaritelmia

Satunnaisilmién perusjoukko € koostuu kaikista mahdollisista
alkeistapauksista wy,wy, . ..,w,. Talléin perusjoukon €2 koko eli sen
alkioiden lukumaara #€ = n. Oletetaan toistaiseksi, ettd n < co.

Esim. Lantinheitossa w; ="saadaan kruuna”, w, ="saadaan klaava” ja
siis Q = {w1, w2}, jolloin #Q = 2.

Nopanheitossa taas wy ="saadaan 1", w, ="saadaan 2", ...,

we ="saadaan 6" ja koska Q = {wy,ws,...,we} on #Q =6.

Alkeistapausten yhdistelmind saadaan tapahtumat, jotka ovat siis
perusjoukon Q osajoukkoja.

Esim. Nopanheitossa voidaan asettaa tapahtumaksi
A ="saadaan parillinen” ="saadaan 2,4 tai 6" = {ws,ws,ws}.



Symmetrinen todenndkdisyys

Tarkastellaan seuraavaksi vain symmetrista todenndkdisyyttd, toisin
sanoen oletetaan, ettd perusjoukko Q on aarellinen ja kaikilla
alkeistapahtumilla on sama todennikdisyys.

Symmetriseen satunnaisilmiéon liittyvan tapahtuman A todennidkdisyys
P(A) on luku

_#A
=0
ja tulkinta: A tapahtuu 100 - P(A)% varmuudella.

Huomaa, ettd P()) = 0 ja P(2) = 1 eli "jotain tapahtuu varmasti”.
Selvasti P(A) € [0, 1].

P(A)

Esim. Nopanheitossa #A = 3, kun A ="saadaan parillinen” ja
tapahtuman todennakdisyys P(A) = % = % =0, 5. Siis parillinen
saadaan 50% varmuudella.

Esim. Heitetddn kahta noppaa. Milld tn:lld ainakin toinen on kakkonen?



Vastatapahtuma

Tapahtuman A vastatapahtuma on AL =" A e tapahdu” ja sen
todennakaisyys
P(A) =1 — P(A).

Esim. Nopanheitossa A ="saadaan parillinen”, jolloin Al —"¢i saada
parillista” ja siten

P(A%) =1— P(A)=1-10,5=0,5.

Samaan tulokseen oltaisiin pdadytty laskemalla suoraan tapahtuman
Al —"¢j saada parillista” ="saadaan 1,3 tai 5" todennikdisyys.



Ongelma - Biologit ja matemaatikot

Oletetaan, ettd meilld on b kpl biologeja ja m kpl matemaatikkoja.
Naiden joukosta valitaan satunnaisesti 5 henkilon joukko. Milla
todennakaisyydellad tissa viiden joukossa on tasan 3 biologia ja 2
matemaatikkoa?

Tehtavan ratkaisemiseksi pitdisi tietda, kuinka monta erilaista 5 henkilon
joukkoa voidaan valita b+ m henkiln joukosta (eli perusjoukon alkioiden
lukum33rd) ja kuinka monta erilaista, tismélleen halutunlaista viisikkoa
on naistd kaikista (tapahtuman alkioiden lukumaara).

Tyokaluja tdhdn ongelmaan saamme kombinatoriikasta. (Yo. ongelman
ratkaisu harjoitustehtivani.)



Kombinatoriikka

Kombinatoriikassa tarkastellaan mm.
darellisia joukkoja, niiden relaatioita ja
osajoukkoja sekd ndiden vilisid kuvauksia.
Kombinatoriikan klassisimmassa osassa
keskeinen ongelma on joukon alkioiden
lukum&aran laskeminen ja se liittyykin
ldheisesti todenndkoisyyslaskentaan.
Monialainen tiedemies Blaise Pascal oli erds
kombinatoriikan kehitykseen vaikuttaneista.
H&anen mukaansa on nimetty ns.
binomikertoimet sisaltava Pascalin kolmio,
johon tutustumme hetken kuluttua.

Blaise Pascal (1623-1662)



Tuloperiaate

Tarkastellaan toimintaa, joka voidaan suorittaa n:ssd toisistaan
riippumattomassa (perikkaisessd) vaiheessa.

Oletetaan, etta

vaihe 1 voidaan suorittaa «q eri tavalla

vaihe 2 voidaan suorittaa «» eri tavalla

vaihe n voidaan suorittaa «, eri tavalla.
Yleisesti: k:s vaihe (1 < k < n) voidaan suorittaa « eri tavalla
riippumatta siitd miten muut vaiheet suoritetaan. Talldin koko toiminta
voidaan suorittaa

a10p - - o eri tavalla.

Esim. Ravintola tarjoilee kolmea erilaista alkupalaa, kuutta erilaista
paaruokaa ja viittd erilaista jalkiruokaa. Kolmen ruokalajin ateria voidaan
valita 3-6-5 = 90 eri tavalla.



Summaperiaate

Tarkastellaan toimintaa, joka voidaan suorittaa n:lla toisensa
poissulkevalla vaihtoehtoisella menetelmilla. Oletetaan, etta
menetelm3 1 voidaan toteuttaa «g eri tavalla
menetelma 2 voidaan toteuttaa ap eri tavalla

menetelma n voidaan toteuttaa «, eri tavalla.
Yleisesti: k:s menetelma voidaan toteuttaa oy eri tavalla.
Eri keinoja suorittaa toiminta on talldin

ay +an + -+ a, kpl.

Esim. Montako kahden ruokalajin (pairuoan sisdltavia) ateriaa voidaan
tallgin valita edellisen esimerkin ravintolassa?

Voidaan valita joko alkupala ja pdaruoka, tai paaruoka ja jalkiruoka.
Alkupala ja pdaruoka voidaan tuloperiaatteen mukaan valita 3-6 = 18 eri
tavalla, kun taas paaruoka ja jalkiruoka voidaan valita 6 -5 = 30 eri
tavalla. Summaperiaatteen mukaan erilaisia kahden ruokalajin (pa&ruoan
sisaltdvid) aterioita on 18 + 30 = 48 kappaletta.



Esimerkki - Syntymapaiva

Milld todennakaisyydelld n:n henkildn joukossa ainakin kahdella on sama

syntymapaiva?

Ratkaisu: Nyt alkeistapauksina ovat kaikki jonot, joissa on n kappaletta

paivamaaria eli kaikki mahdolliset n henkilon syntymapaivat. Naistd n:sta

paivdmaarasta jokainen voi olla mika tahansa 365:std paivimaarasta. Siis

perusjoukko Q sisdltd3d nim3 kaikki 365" (= #Q) jonoa.

Tapahtuman A ="ainakin kahdella on sama syntymapaiva”

vastatapahtuma on AL ="kKaikilla eri syntymapaiva”. Tuloperiaatteen

nojalla #AC = 365 - 364 - - - (365 — n+ 1). Siis
365-364---(365—n+1)

P(A)=1-P(A%) =1 e .

Kun n > 23, niin P(A) > 0,5
Kun n > 41, niin P(A) > 0,9
Kun n > 57, niin P(A) > 0,99.



Kertoma

Nelja henkiléa A, B, C ja D muodostavat komitean. Heista yhden on
oltava puheenjohtaja, yhden sihteeri, yhden rahastonhoitaja ja yhden
PR-henkilo. Kuinka monella eri tavalla tehtavat voidaan jakaa?

Ratkaisu:

Puheenjohtajaksi voidaan valita kuka tahansa neljasta. Jaljelle jaavista
kolmesta valitaan sitten sihteeri, ja loput kaksi jakavat rahastonhoitajan
ja PR-henkilon tehtavat. Vaihtoehtoja on siis 4 - 3 -2 -1 = 24 kappaletta.
Lukua sanotaan neljan kertomaksi ja sille kdytetdan merkintaa 4!.

Mairitelldan luonnollisen luvun n kertoma

n!:1-2-3~--n:Hk
k=1

ja sovitaan, ettd 0! = 1.
Yleisesti, n objektia voidaan jarjestda jonoon n! eri tavalla.



Kertoman n! arvoja

Kertoman n! arvot on helppo laskea pienilld luvuilla n:
11=1,21=2, 3l =6, 41 =24, 51 =120, 6! =720, 7! = 5040,
8! = 40320, 9! = 362880, 10! = 3628800, ...

Huomataan, ettd kertoma kasvaa kuitenkin hyvin nopeasti. Sen
suuruusluokkaa voidaan arvioida Stirlingin kaavalla:

n
nl ~ 27rn(ﬁ) .
e

Tassd merkinnalld ~ tarkoitetaan sit3, ett3
n
\/27rn(ﬂ)
e
— 1, kun n— oo,
n!

eli toisin sanoen yo. osamaara lahestyy lukua 1, kun n kasvaa rajatta.
Huomaa: Olipa a > 0 mik3 hyvansa kantaluku , niin n! > a" kaikilla
tarpeeksi suurilla n.



Taydellisten graafien kierroksista

Tarkastellaan taydellista graafia K,. Monellako eri tavalla voimme tehda
kierroksen Kp:ssa? Eri pisteistd alkavat, mutta samoja viivoja kulkevat
kierrokset on mielekdstd samaistaa. Siten voimme valita kierroksen
alkupisteen vapaasti. Alkupisteesta kierros voi jatkua p — 1 pisteeseen,
josta edelleen p — 2 pisteeseen. Jatkamalla talld tavoin ollaan tilanteessa,
jossa kaikki graafin pisteet on kayty |api ja viimeisestd pisteestd palataan
alkupisteeseen. Tuloperiaatteen mukaan eri vaihtoehtoja on siten

(p — 1)!. Kutakin kierrosta kohti graafissa on samat viivat kdanteisess3
jarjestyksessa kulkeva kierros. Kauppamatkustajan ongelmassa on
yhdentekevas kuljetaanko kierros etu- vai takaperin. Siten tuota
ongelmaa (p:n kaupungin tapauksessa) tarkasteltaessa on huomioitava
1(p — 1)! kierrosta.

Kertoma kasvaa kuitenkin niin nopeasti, ettd lyhimman (tai halvimman)
reitin 16ytdminen on tietokoneellekin mahdotonta, kun kaupunkeja on
tarpeeksi monta.



Jonojen muodostus isommasta valikoimasta objekteja

Aiemmin esilld olleeseen neljan hengen komiteaan pyrkii 20 ihmista.
Montako erilaista komiteaa voidaan muodostaa?

Ratkaisu:

Puheenjohtaja voidaan ensin valita kahdestakymmenesta pyrkijasta,
sitten sihteeri yhdeksastatoista, jonka jalkeen rahastonhoitaja
kahdeksastatoista ja lopulta PR-henkil6 seitsemastatoista. Vaihtoehtoja
on siis 20-19-18 - 17 = 116280 kappaletta.

Yleisesti, n:std objektista voidaan muodostaa k:n mittaisia jonoja

n(n—1)---(n—k+1)= ; kappaletta.

(n— k)



Osajoukkojen muodostus isommasta valikoimasta objekteja

Tarkastellaan taas tilannetta, jossa neljan hengen komiteaan pyrkii 20
ihmistd, mutta kiinnittdmattd huomiota eri tehtaviin. Montako eri
kokoonpanoa voidaan pyrkijoista valita?

Ratkaisu:

Eri komiteoita on edellisen esimerkin mukaan % kappaletta. Osassa
niistd on kuitenkin samat ihmiset, koska kussakin kokoonpanossa
tehtdvat voidaan jakaa 4! eri tavalla, kuten aikaisemmin todettiin.

Erilaisia kokoonpanoja (huomioimatta tehtdvanjakoa) on siten

20!
a6l 4845 kappaletta.

Yleisesti, n:std objektista voidaan muodostaa erilaisia k:n objektin
(jarjestamittémid) joukkoja

(+)

kappaletta. Merkintd (7)) luetaan 'n yli k:n'.



Esimerkki - Lottorivit

Montako erilaista lottorivid on?

Ratkaisu:

Lottorivi on 7 lottonumeron osajoukko 39 lottonumeron joukosta.
Erilaisia lottorivejad on siis

39 39! 39-38-37-36-35-34-33-32!
<7) 71-(39-7)! 7! .32l
kappaletta.

Millad todenndkdisyydelld lottoaja voittaa tdysosuman valitsemillaan
seitsemalld numerolla? Vastaus: m ~ 0,000000065 eli 0,000007%

varmuudella.



Esimerkki - Jalkapallo

Jalkapalloturnaukseen osallistuu 8 joukkuetta. Montako pelid on
pelattava, jos kaikkien joukkueiden halutaan kohtaavan toisensa
tasmalleen kerran?

Ratkaisu:

Otteluita vaaditaan yhtd monta kuin on tapoja valita 2 joukkuetta 8:n

joukosta, eli

8 8! 8.7-6! 8.7
(2)2!-(8—2)! el 2 A%




Potenssijoukon alkioiden lukumaara

Muistetaan, ettd potenssijoukolla P(X) tarkoitettiin kaikkien joukon X
osajoukkojen muodostamaa joukkoa. Esimerkiksi kun X = {1,2, 3}, niin

P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}}.

Esimerkissimme #X = 3 ja #P(X) = 8 = 23. My&s yleisesti pitee
#P(X) =2", kun #X = n < 0.

Tama voidaan ndhda esimerkiksi tuloperiaatteen avulla: Muodostetaan
mielivaltainen joukon X osajoukko. Tama voidaan suorittaa niin, etta
jokaisen alkion kohdalla paatetdan, otetaanko se osajoukkoon vai ei. Ndin
jokaisen alkion kohdalla on tasan 2 vaihtoehtoa (otetaan - ei oteta).
Koska valinnat eri alkioiden valilld ovat toisistaan riippumattomia, niin
erilaisia joukon X osajoukkoja on 2-2-.-2 = 2" kpl.

n kpl



Potenssijoukon alkioiden lukumaara - jatkuu

Toisaalta, tilannetta voidaan tarkastella jakamalla joukon X osajoukot
luokkiin niiden alkioiden lukumaardn mukaan. Nyt esimerkiksi joukon X
3-alkioisia osajoukkoja on () kpl. Summaamalla yhteen kaikkien
k-alkioisten (0 < k < n) osajoukkojen lukumé&arat saadaan kaikkien

(erityisesti kaiken kokoisten) joukon X osajoukkojen lukum&ara yhteenss.

Siis #P(X) =Y _p_o (). Talla kombinatorisella piittelylld on saatu

identiteetti .
§ n n
(k> - 2 .

k=0

(Tasmallinen todistus induktiolla harjoitustehtdvana.)



Symmetrisyys

Olkoot n > 1ja 0 < k < n. Tallgin

(=670

Tama on selvai, silld kutakin k objektin valintaa n objektista vastaa
n — k objektin (jaljelle jadneet) valinta. Siis esim.

6)-6) = (0-6)



Pascalin identiteetti

Olkoot n > 1 ja 0 < k < n. Tallgin

(W) -G+

Lahdetdan liikkeelle yhtdlon vasemmasta puolesta ja lasketaan
maadritelm3a kayttden

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
<k—1>+< K )_(k—l)!((n—l)—(k—l))!Jrk!(n—l—k)!'

Laventamalla ensimmadistad termia k:lla ja toista n — k:lla saadaan

_ k(n=1)!  (n—k)(n—1)!
~ kl(n—k)! k!(n— k)!

Yhdistamailld termit, ottamalla (n — 1)! yhteiseksi tekijaksi ja
sieventamaillad saadaan lopulta

(n—=1)(k+n—k) n! _<n>

Kin—k) K(n—k! \k)




Binomikertoimet

Lukuja (}) kutsutaan binomikertoimiksi, koska () on termin x™*y*

kertoimena aukikerrotussa binomin x + y potenssissa (x + y)".

Esim.
2 2 2
(x+y)P=x>+2xy+y* = <0>X2 + <l)xy+ (2>y2

3 3 3 3
(x+y)? = x*+3x%y +3xy% +y° = (0>X3—|— <1>X2y—|— <2>xy2+ (3>y3

(x +y)4 =x* +4x3y + 6x%y? 4+ 4xy® + y*

(e (e (e (o (0

Yleisesti:



Pascalin kolmio

Binomikertoimet muodostavat ns.
Pascalin kolmion. Kerroin (}) on
kolmion n+ 1:nnen rivin k + 1:s
luku. Pascalin identiteetin mukaan
kolmiossa oleva luku on saatu sen
ylapuolella olevien vierekkdisten
lukujen summana.



Ongelma - Tikkataulu

Heitetddn umpimahkéisesti tikkaa (kuitenkin niin, ettd tikka osuu
tauluun). Milld todennzkaisyydelld tikka osuu kymppiin?

Otetaan perusjoukoksi tikkataulun maarittama pistejoukko. Mutta
aiemmilta luennoiltahan tiedetdan, ettd kymppiympyrassa on
(numeroituvasti) ddrettdman verran pisteitd - samoin kuin tikkataulussa!

Lisdksi todenndkoisyydet tapahtumien Ay ="saadaan k", 1 < k < 10,
valilla eivat tuntuisi olevan samat. Miksi?



Todennakoisyysfunktio

Ma3iritelldan todennikaisyys funktiona p : P(2) — [0, 1], missa funktio
p liitta3 jokaiseen tapahtumaan A € P() sen todennikaisyyden p(A).
Todenn&kaisyysfunktiolle patee

m p(A) > 0 kaikilla A € P(Q)

= p(Q) = 1ja p(0) =0

m Jos A, B e P(Q) ja AN B =10, niin p(AU B) = p(A) + p(B).
Asrettdmin perusjoukon tapauksessa alkeistapausten todennikaisyydet
eivat valttimattd maarad muiden tapahtumien todennakoisyyksia
(tikkatauluesimerkki!). Geometrisessé todenndkdisyysmallissa
todennidkdisyysmitta voidaan rakentaa minka tahansa &arellisen
mitta-avaruuden pohjalta. Lyhyesti: jos perusjoukkomme €2 on jollakin
tapaa darellismitallinen (lukumaaréltaan, pituudeltaan,
pinta-alaltaan,...), niin

1(A)

p(A) = ==, missd p on mitta.

()



Ratkaisu - Tikkataulu

Kuten huomattiin, klassinen (symmetrinen) todennikdisyysmalli ei tissa
riitd, vaan mallia taytyy laajentaa geometriseen todennakdisyysmalliin.
Luonteva (geometrinen) mitta tapahtuman A ="tikka osuu kymppiin"
todenn&kdisyydelle on joukon A pinta-ala jaettuna koko taulun
pinta-alalla. Olkoot tikkataulun side R ja kymppiympyran r (0 < r < R).
Nyt koko tikkataulun ala on 7R? ja kymppiympyrin ala 7r?. Siten
todennakoisyys sille, etta tikka osuu kymppiin on

p(A) = P(A) = :Tf\,z - (%)2.

Téassa alkeistapaukset vastaavat yhden pisteen joukkoja, jotka ovat
nollamitallisia, joten tapahtuman todennakdisyytta ei voi laskea siihen
sisdltyvien alkeistapausten todenndkdisyyksien summana.



Rekursio



Hanoin tornit

Olkoot n kiekkoa asetettu kolmeen
tankoon kuvan osoittamalla tavalla
(kuvassa n = 7). Siirtamallg yhta
kiekkoa kerrallaan tangosta toiseen,
kiekot on asetettava toiseen tankoon
samaan jarjestykseen. Isompaa
kiekkoa ei missddn vaiheessa saa |

asettaa pienemman paalle. Mika on
pienin maara tarvittavia siirtoja?




Hanoin tornit

Merkitdan a,:lld pienintad tarvittavaa maaraa siirtoja n:lle kiekolle.
Tietysti a; = 1. Helposti ndhdadn myos, ettd a, = 3:

+ |

-|-|-|-

| L 4




Hanoin tornit

Entdpa a,? Jotta pohjimmaista
kiekkoa voitaisiin siirtas, taytyy
yhden tangoista olla tyhja ja muut
n — 1 kiekkoa siirrettynd kolmanteen
tankoon. Tahan vaiheeseen
paistiksemme tarvitsemme a,_1
siirtoa. Siirretdan sitten isoin kiekko
tyhjaan tankoon. Tehdaan lopuksi
tarvittavat a,_; siirtoa, jotta
pienemmat kiekot saadaan isoimman
paille. Siis a, = 2a,_1 + 1.




Hanoin tornit

Rekursiorelaatiosta a,, = 2a,_1 + 1 saamme tiedon a; = 1 avulla
laskettua luvut a,:

a; = 1,

»H»=2-a1+1=2-1+1=3,

a3=2-a+1=2-3+1=17,
apg=2-a3+1=2-7+1=15,...

Nayttas siltd, ettd a, = 2" — 1. Todistetaan tama:

a, = 142a,.1=1+4+2(142a,_,)
= 14+2+4+2%,.,

1424231 +2a,3)

1+242242%, 3

142422 4. 4272 42" 1y
1424224 4272421
= 2" 1.



Legenda

Legendan mukaan maailmanloppu tulee, kun erdén vietnamilaisen
temppelin papit ovat saaneet siirrettyd ylla olevan pulman tavoin
jarjestetyt 64 kultaista kiekkoa tangosta toiseen. Ei kuitenkaan syyta
huoleen, silld vaikka papit siirtdisivat yhden kiekon sekunnissa, kuluisi
heiltd tdhan

254 _ 1 = 18446744073709551615 sekuntia

eli noin 5,82 - 10™ vuotta.



Polun laatoitus

Polku on 2 metrid leved ja n metrid pitka. Se on tarkoitus laatoittaa
1m x 2m laatoilla. Monellako eri tavalla tima voidaan tehda?
Ratkaisu:

Merkitdan n metrin pituisen polun erilaisten laatoitusten lukumaaraa
pn:lla. Selvasti py = 1, silld yksi laatta riittdd. Huomataan lisdksi, etta

p2 =2japs=3.

Onko p, = n? Ei, ps = 5:

Mika p, sitten on?



Polun laatoitus

2 x n kokoisen polun laatoitus taytyy aloittaa jommalla kummalla
seuraavista tavoista:

I n-1 2 n-2

Ensimmaéisessa tapauksessa (vasen) se voidaan jatkaa loppuun p,_1
tavalla, kun taas toisessa tapauksessa (oikea) se voidaan jatkaa loppuun
pn—o> tavalla. Siis summaperiaatteen mukaan p, = p,_1 + pn—2. Saatu
rekursiorelaatio ottaa siis huomioon paitsi edellisen, myos sita edellisen
vaiheen. Voidaan laskea:

ps =ps+p3=5+3=38,

pe = ps + pa =8+5=13,

pr = pe + ps = 13+ 8 = 21, ja niin edelleen.



Fibonaccin jono

Saatua jonoa
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...)
sanotaan Fibonaccin jonoksi (alussa on
yksi ykkdnen lisd3 poikkeuksena edelliseen).
Tahan jonoon voi tormata useissa paikoissa
luonnossa!

Esim. kukkien teralehtien lukumaarissa:

3 liljat ja iirikset
5 akileijat, leinikit ja ritarinkannus
8 kukonkannus
13 keltainen paivankakkara
: Leonardo Pisalainen alias
21 asteri

Fibonacci
34, 55 kaunokaiset



Kultainen suhde

Etsi annetulta janalta piste, joka jakaa janan kahteen osaan siten, ettd

koko janan ja suuremman osan pituuksien suhde 2 on sama kuin

suuremman ja pienemman osan pituuksien suhde 7.

a
-

-
X b
Kultainen suhde ¢ on suuremman ja pienemman osan pituuksien suhde
tassd kultaisessa leikkauksessa. Maaritetdan ¢:n arvo:
Olkoon b =1, jolloin ¢ = x ja koko janan pituus a = x + 1. Nyt
a x x+1 x

=l = :7<:>x+1:X2<:>X27X71:0,
X b X 1

1+vV1i+4 1445
p=x= 5 = ~ 1,618.




Kultainen suhde ja Fibonaccin jono

Tarkastelimme aikaisemmin Fibonaccin jonoa
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...) rekursiivisesti eli "askel kerrallaan”.
Voidaanko jonon luvut esittdad suljetussa muodossa? Voidaan:

n_ (11— n 1 5
Fn= u, missd = Jr\[.
V5 2
Todistetaan tdma induktiolla:

Tapaus n = 1:

po(-9) _20-1_V5_,_

V5 V5 V5

Tapaus n = 2: (kdytetdin tietoa p?> = ¢+ 1ja (1 — )2 =2 — o)

P-(1-¢f ¢+1-(2-¢) 2p-1
V5 V5 V5




Kultainen suhde ja Fibonaccin jono
Induktio-oletus:
Fo="—""" (akilak<n, n>3
Induktiovaite:

(pn—o-l _ (1 _ SD)n_H
V5

Fn+1 -
Todistetaan induktiovaite:

o, "= (L=¢)" " —(1-p)"t
Fot For'2 +
' V5 V5

Fn+1:

Sl

(‘9"71@2—(1—@)”’1(2—@) (Muista: p+1 = ¢ ja 2—¢ = (¢—1)?)

n+1 _ n+1
= (- - i) - =0T

Induktiovaite on siis tosi. Induktioperiaatteen nojalla vaite patee kaikilla
n>1.



Fibonaccin lukujono ja Pascalin kolmio
Lasketaan yhteen Pascalin kolmion diagonaaleilla olevat luvut:
A

% 1
/k‘/ 1

| 1+1=2

B 4 1+42=3

a I m 3

1 1+3+1=5
1+4+3=28

Oikealle nayttaisi muodostuvan Fibonaccin lukujono! Kuinka tasta
muotoillaan viite? Muista, ettd () on Pascalin kolmion n + 1:nnen rivin
k 4 1:s luku. N&ytt3a silta, ettd n:s Fibonaccin luku F, saadaan

laskemalla yhteen n:nnen rivin ensimmainen luku ("0 ) sitd edeltdvan

rivin toinen luku ("12), edelleen siti edeltivin rivin kolmas luku ("53),
jne. kunnes luvut loppuvat.



Fibonaccin lukujono ja Pascalin kolmio

Vaitimme siis, etta
— k-1
Fa=)Y (” . ) kaikilla n > 1.
k>0

Todistetaan tama induktiolla.
Tapauksessa n =1 on

ST RHRE

eli vaite patee kun n = 1.
Tehd&dan induktio-oletus: Jollakin n > 1 on voimassa

m—k-—1
Fm:Z< B ), kun m<n.
k>0
Todistetaan, ett3 t3lldin on voimassa induktiovaite:

Fnﬂ—z<";k).

k>0



Fibonaccin lukujono ja Pascalin kolmio

K&yttamalla Fibonaccin lukujonon maaritelmaa ja induktio-oletusta
saadaan

n—k—1 n—k—2
=i ha = (") S (00
k>0 k>0
josta muuttamalla ensimmaisen termin summausindeksia saadaan
n—k—2
=1 .
(M) 2
k>0
Pascalin indentiteetin nojalla
n—k n—k
=1 =1 =
() () =2 (ML),
k>0 k>1 k>0

eli induktiovaite on tosi. Induktioperiaatteen nojalla vdite on tosi kaikilla
n>1.



Rekursiiviset maaritelmat

Useat tahdn mennessa esilld olleistd kasitteistd voidaan maaritell3
rekursiivisesti:

m Aritmeettinen jono: a; annettu, ag41 = ax+d, k>1
m Geometrinen jono: a; annettu, ax11 = rag, k >1

m Kertoma: 1! =1, (n+ 1) =nl-(n+1),n>1
[

Binomikertoimet: (J) = (?) =1, n>0, (}) = (;-1) + (")),

0< k<n



Logiikka



Logiikka

Tutustumme seuraavaksi propositio- eli
lauselogiikkaan, jossa tarkastellaan
formaalien lauseiden ominaisuuksia,
ennenkaikkea niiden totuusarvoja.
Formalisoimalla luonnollisen kielen lauseet
propositiologiikan kielelle on helppo
tarkastella monimutkaisiakin lauseita. Eras
merkittdvimmista loogikoista oli
itdvaltalais-amerikkalainen Kurt Gédel, joka
tunnetaan parhaiten syvallisista ja
kdanteentekevista
epatdydellisyyslauseistaan. Naihin tuloksiin
voi tutustua matemaattisen logiikan
syventavilld kursseilla.

Kurt Gédel (1906-1978)



Propositiosymbolit ja konnektiivit

Propositio eli lause koostuu jakamattomista vaittamista
(propositiosymboleista) kuten A = "sataa” ja B = "tuulee” seki niits
yhdistavista konnektiiveista :

negaatio -A "ei A" ("eisada")

konjunktio AAB "Aja B" ("sataa ja tuulee”)

disjunktio AV B "A tai B" ("sataa tai tuulee")
implikaatio A — B "jos A, niin B" ("jos sataa, niin tuulee”)
ekvivalenssi A<+ B "A jos ja vain jos B" ("sataa jos ja vain jos tuulee”)



Sulkeet ja sidontajarjestys

Konnektiivien vilinen sidontajarjestys:
— on vahvin
A ja V ovat heikompia kuin =, mutta vahvempia kuin — ja <
— ja <> ovat heikoimmat

Konnektiiveista vahvin sitoo argumenttinsa ensin. (Vertaa
laskutoimituksiin: 2+3-5=24(3-5).)
Esimerkiksi
m A A B tarkoittaa samaa kuin (—A) A B, ei =(AA B)
m AA B — BV C tarkoittaa samaa kuin (AAB) = (BV C) , i
AN(B—B)vC

m sulkeita ei voi poistaa lauseesta (A — B) V (B < C) ilman, ett3
merkitys muuttuu



Konjunktioiden ja disjunktioiden ketjutus

Ketjutettaessa konjunktioita tai disjunktioita voidaan sulkeet jattaa pois:
m (AA B) A C tarkoittaa samaa kuin AA (B A C) , joten voimme
kirjoittaa kyseisen proposition ilman sulkeita AA B A C

m (AV B)V C tarkoittaa samaa kuin AV (B V C) , joista kirjoitamme
AV BV C

Sulkeita ei kuitenkaan voi jattda pois molempia A ja V siséltavista
propositioista. (A A B) V C ei tarkoita samaa kuin AA (B V C).



Luonnollisen kielen lauseiden formalisointi

Luonnollisen kielen lauseen formalisointi etenee kahdessa vaiheessa:
® tunnistetaan " jakamattomat vaittamat”

m tunnistetaan konnektiivit

Esim.
"On pilvistd ja ajan autoa.”
A A B
"Jos on pilvista, ajan autoa.”
A — B
"En aja autoa, jos ei ole pilvistad.”

—A — -B



Totuusarvot

Propositiolla on totuusarvo 1 (tosi) tai 0 (epitosi).
Konnektiivien totuusarvotaulukko:
A B -A AANB AvB A—-B A+ B

1 1 0 1 1 1 1
1 0 O 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1



Esimerkki totuusarvoista

Milld propositioiden A ja B totuusarvoilla lause =(AV —=B) on tosi?

A B -B Av-B -(Av-B)

1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 —(AV —B) on siis tosi
0 1 0 0 1

0 O 1 1 0

tasmalleen silloin, kun A on epatosi ja B on tosi.



Toinen esimerkki totuusarvoista

Milla propositioiden A, B ja C totuusarvoilla lause A— B A C on

epatosi?
A B C BANC A—=BAC
1 1 1 1 1
1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
1 0 O 0 0
0 1 1 1 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 O 0 1

A — B A C on siis epatosi tdsmaélleen silloin, kun A ja B ovat tosia ja C
epatosi , tai kun A ja C ovat tosia ja B on epitosi , tai kun A on tosi ja
B ja C ovat epitosia.



Tehtava totuusarvoista

Milld propositioiden A ja B totuusarvoilla lause (A <> =B) — AA B on
tosi?

Ratkaisu:

Kyseisen proposition totuustaulu on

A B -B Ao-B AAB (Ae —-B)— AAB
1 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1

Propositio (A <> =B) — A A B on siis tosi tdsmilleen silloin kun A:lla ja
B:1la on sama totuusarvo.



Aarne, Boris ja Camilla

Tiedetdan, ettd yksi kolmesta ep3illystd (Aarne, Boris ja Camilla) on
syyllinen rikokseen. Tiedetdan lisdksi, ettd syyttomat puhuvat totta ja
syylliset valehtelevat. Kuulusteluissa sanottua:

m Aarne: "Mina olen syyllinen tai Camilla on syyllinen."
m Boris: "Syyllinen en ole mina eik3d Aarne.”
m Camilla: " Aarne on syyllinen tai Boris on syyllinen.”

Kuka on syyllinen?
Ratkaisu:

A = "Aarne on syyton."
B = "Boris on syyton.”
C = "Camilla on syytén.”

Aarnen tunnustus: -AvV -C
Boriksen tunnustus: AA B

Camillan tunnustus: —-AV —-B



Aarne, Boris ja Camilla

Laaditaan totuustaulu. Kaikkia vaakariveja ei tarvita, silla tdsmalleen yksi

on syyllinen:
A B C -A -B -C -Av-C AAB -Av-B
1 1 0 O 0 1 1 1 0
1 0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 1 0 1

Syyllinen valehtelee ja syyttomat puhuvat totta. Etsitdan siis vaakarivi,
jolla A:lla on sama totuusarvo kuin Aarnen tunnustuksella , B:Ild sama
totuusarvo kuin Boriksen tunnustuksella ja C:lld sama totuusarvo kuin
Camillan tunnustuksella. Ensimma&inen vaakarivi on sellainen, joten
Camilla on syyllinen.



Arvoitus

There is an island upon which a tribe resides. The tribe consists of 1000 people, with
various eye colours. Yet, their religion forbids them to know their own eye color, or
even to discuss the topic; thus, each resident can (and does) see the eye colors of all
other residents, but has no way of discovering his or her own (there are no reflective
surfaces). If a tribesperson does discover his or her own eye color, then their religion
compels them to commit ritual suicide at noon the following day in the village square
for all to witness. All the tribespeople are highly logical and devout, and they all know
that each other is also highly logical and devout (and they all know that they all know
that each other is highly logical and devout, and so forth).

[For the purposes of this logic puzzle, "highly logical” means that any conclusion that
can logically deduced from the information and observations available to an islander,
will automatically be known to that islander.]

Of the 1000 islanders, it turns out that 100 of them have blue eyes and 900 of them
have brown eyes, although the islanders are not initially aware of these statistics (each
of them can of course only see 999 of the 1000 tribespeople).

One day, a blue-eyed foreigner visits to the island and wins the complete trust of the
tribe.

One evening, he addresses the entire tribe to thank them for their hospitality.
However, not knowing the customs, the foreigner makes the mistake of mentioning eye
color in his address, remarking "how unusual it is to see another blue-eyed person like
myself in this region of the world”.

What effect, if anything, does this faux pas have on the tribe?



Arvoituksen ratkaisu

Todistetaan hieman yleisempi vaite:
Jos saarella asuvista n on sinisilmaisid, niin n paivan kuluttua matkailijan
ilmoituksesta he kaikki surmaavat itsensa.
m Jos n =1, niin ainoa sinisilmainen asukas ei nde yhtdan sinisilmaista
ja ymmartaa siten matkailijan viittaavan itseensa.
m Jos n =2, niin kumpikin sinisilmadinen asukas nikee yhden
sinisilmaisen ja paattelee:
" Jos silmani ovat ruskeat, on saarella vain yksi sinisilmdinen. Tama
sinisilmdinen surmaa itsensd seuraavana paivina paateltydan
silmiensa varin."
Kumpikaan sinisilméisista ei kuitenkaan surmaa itseddn seuraavana
paivana, joten kumpikin voi paatelld silmiensa olevan siniset.
m Jos n = 3, niin kukin sinisilm3inen asukas nikee kaksi sinisilmaista ja
paattelee:
" Jos silmani ovat ruskeat, on saarella kaksi sinisilmaista. Nama
sinisilmdiset surmaavat itsensd kahden paivan kuluttua paateltydan
silmiensa varin."
Kukaan sinisilmaisista ei kuitenkaan surmaa itseddn kahden paivan
kuluttua, joten kaikki sinisilmaiset voivat paatelld silmiensad varin.



Arvoituksen ratkaisu

Vaite voidaan todistaa yleisessd tapauksessa induktiolla:

Tapaus n =1 katsottiin jo.

Oletetaan, ettd vaite patee kun sinisilmaisia on n — 1 ja tarkastellaan
tilannetta, jossa sinisilmaisid on n.

Nyt jokainen sinisilmdinen ndkee n — 1 sinisilmaistd ja paattelee:

" Jos silmani ovat ruskeat, on saarella n — 1 sinisilmaistd. Nama
sinisilmdiset surmaavat itsensd n — 1 paivan kuluttua paateltydan
silmiensa varin."

Kukaan sinisilmaisista ei kuitenkaan surmaa itseddn n — 1 paivan
kuluttua, joten kaikki sinisilmdiset voivat paatellad silmiensad varin.
Induktiovaite on siis tosi ja induktioperiaatteen mukaan viite patee
kaikilla n, erityisesti tapauksessa n = 100.



Tautologia

Propositio on tautologia, jos sen totuusarvo on 1 kaikilla siind esiintyvien
propositiosymbolien totuusarvoilla. Tautologioita ovat esimerkiksi

m AV —A (poissuljetun kolmannen laki)
m —(A A —A) (poissuljetun ristiriidan laki)
m AA (A — B) — B (modus ponens)

m AA(—B — —A) — B (kontrapositio)

Totea naista valitsemasi propositio tautologiaksi.



Looginen ekvivalenssi

Propositiot A ja B ovat loogisesti ekvivalentit, merkitdan A = B, jos
A < B on tautologia , ts. jos A ja B eivat eroa toisistaan totuusarvojen
suhteen. Loogisia ekvivalensseja ovat esimerkiksi

m(-A)=A
m AV(BAC)=(AVB)A(AV Q)
B ANBVCO)=(AAB)V(AACQ)
m (AVB)=-AA-B

m (AANB)=-AV-B
mA—>B=-B—-A

mA— B=-(AA-B)
mAB=(A—=B)A(B—=A)

Totea néista valitsemasi looginen ekvivalenssi.



Konnektiivien keskindinen maariteltavyys

Negaatio yhdessd minkd tahansa konnektiivin A, V tai — kanssa riittaa
madrittelemdan muut. Sovelletaan edella esitettyjad loogisia ekvivalensseja.



AV B= —|(—|(AVB)) E—l(—!A/\—!B)
A—)BE—|(A/\—|B)
A B=(A—B)A(B— A =—(AN—B)A—(BA-A)



Negaatio ja disjunktio

A/\BE—(—!(A/\B)) Eﬁ(_‘A\/—\B)
A— B=-AVB

(A= B)A (B — A)
(mAV B)A (=B V A)
=(=(=AV B)V ~(=BV A))



AANB=-(A— -B)
AvB=-A—B
AesB=(A=B)A(B—=A)=-((A— B)—>—=(B—=A)



