Olkoon X joukko, Y C X ja kaikilla : <n, f;: X™ — X funktio. Maarit-
telemme joukon K (Y, fo,..., fn) € X pienimméksi Z C X joka siséltdéd joukon
Y ja on suljettu funktioiden f; suhteen eli f;[Z™] C Z (eli fi(z1,...,2n,) € Z
kaikilla 21, ..., z,, € Z ja kaikilla ¢ < n).

1 Lemma. Joukko K(Y, fo,..., fn) on olemassa.

Todistus. Olkoon K niiden Z C X kokoelma, jotka sisaltavat Y :n ja ovat
suljettuja funktioiden f;, ¢+ < n, suhteen. Huomaa, ettda X € K. Nyt joukko
K(Y, fo,..., fn) on kaikkien niiden x € X kokoelma, jotka kuuluvat jokaiseen
Z € K eli K(Y, fo,...., fn) = [, silld selvésti tdmé joukko sisdltyy jokaiseen
Z € K ja se sisaltdaa joukon Y ja liséksi se on suljettu funktioiden f; suhteen:
Jos z1,...,x,, €K ja Z € K, niin @1, ...,7,, € Z ja koska Z on suljettu f;:n
suhteen, f;(z1,....,x,,) € Z. Koska tamé patee kaikilla Z € K, fi(z1,...,2n,) €

NK. o

2 Esimerkki. Olkoon (G,-) ryhma, Y
folg) = g7t ja f1 : G* — G sellainen ettd fi(
K(Y, fo, f1) on Y :n virittdma G :n aliryhma.

C G, fo: G — G sellainen etta
g,9") = gg’. Télloin (jos Y #0)

3 Lemma. Olkoon P jokin joillain X :n alkioilla mahdollisesti oleva omi-
naisuus. Oletetaan jokaisella Y :n alkiolla on tama ominaisuus ja etta kaikilla 1 <
n, jos x1,....xn, € K(Y, fo,..., fn) ovat sellaisia, ettd niilli on ominaisuus P niin
myds fi(x1, ..., Tn,) 14 on tdméa ominaisuus. Télléin jokaisella K (Y, fo, ..., fn):n
alkiolla on ominaisuus P.

Todistus. Olkoon Z niiden K (Y, fo,..., fn):n alkioiden joukko joilla on om-
inaisuus P. Talléin Z C K(Y, fo,..., fn) € X siséltdd Y :n ja on suljettu funk-
tioiden f;, ¢ < n, suhteen. Koska joukko K(Y, fo,..., fn) oli pienin téllainen,
K(Y, fo, ..., fn) € Z eli jokaisella joukon K (Y, fo,..., fn) alkiolla on ominaisuus
P. o

4 Esimerkki. Jos A on propositiolause, niin v(A) = o(A), missd v(A)
tarkoittaa A :ssa esiintyvien vasenten sulkumerkkien lukumddréé ja o(A) tarkoit-
taa A :ssa esiintyvien oikeiden sulkumerkkien lukumaaraa.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla A:n rakenteen suhteen eli kaytetaan
Lemmaa 3.

1. A on propositiosymboli: v(A) =0 = o(A).

2. A = —B ja viite pitee B:lle: v(A) =v(B)=o0(B) =0(A).

3. A= (B — C) ja viite patee B:lle ja C:lle: v(4A) =1+ v(B)+v(C) =
o(B)+0o(C)+1=0(A4). o

Maaritellaan joukot K,,, m € IN, seuraavasti:

(i) Ko=Y,

(11) K, =K,U {fz'(l‘l, ...,mni)| 1 <N, Ti,...,Tp, € Km}

5 Lemma. K(Y, fo,..., fn) = Uo_y K-

m=0

1



Proof. Koska U;’f o K sisdltaa Y m ja on suljettu funktioiden f; suhteen
K(Y, fo,-, fn) € U, o Km . Riittaa siis ndyttaa, ettd jokaisella m € IN, K,, C
K(Y, fo,..es fn)- Tama on helppo induktio m:n suhteen:

Jos m = 0, tdma on selvda ja jos K,, C K(Y, fo,..., fn), niin K,,41 C
K(Y, fo, ..., fn) koska K (Y, fo, ..., fn) on suljettu funktioiden f; suhteen. o

Olkoon A joukko, h:Y — A funktio ja kaikilla ¢ <n, h; : A™ — A funktio.
Maéérittelemme funktion H : K(Y, fo, ..., fn) — A seuraavasti:

(*) Jos x € Y, niin H(x) = h(x), ja jos x = fi(z1,...,Tpn,;), niin H(z) =
hz(H(wl)a ) H(wnz)) :

6 Lemma.  Oletetaan, ettd jos x = fi(z1,....xn,) = fj(2],...,25,,) Jja
xl,...,xni,aj’l,...,x%j € K(Y, fo,.... fn), niin x ¢ Y, i = j ja x, = x), kaikilla
1 < k < n;. Téalloin ehdon (*) toteuttava funktio H on olemassa ja se on yk-

sikasitteinen.

Todistus. Maaéritellaan funktiot H,, : K,, — A siten etta

(i) Hyo=h,

(ii) Hpmy1 @ K41 — A on sellainen ettd H,q1(z) = Hp,(z) jos z € K,y
ja muuten H,,y1(x) = hi(Hp(21), ooy Hp(2,)), missd @ < n ja 1, ...,2n, € K
ovat ne yksikasitteiset alkiot joilla x = f;(z1, ..., xp,).

Télloin asetamme H(x) = H,,(z) missd m on pienin jolla z € K,,. Yksikésit-
teisyysoletuksesta seuraa valittomasti etta nain maaritelty H toteuttaa ehdon
*).

Naytamme sitten, ettd H on yksikasitteinen. Tata varten olkoon H’ toinen
ehdon (*) toteuttava funktio. Induktiolla eli Lemman 3 avulla ndytdmme, ettd
kaikilla = € K(Y, fo, ..., fn), H () = H(z).

Jos x € Y, viite on selvd. Oletetaan sitten ettd x = f;(z1,...,x,,) ja ett
véite patee alkioille x1,...,x,,. T&lloin siis H'(xg) = H(xg) kalkllla 1<k §
n;. Koska H’' ja H toteuttavat ehdon (*), H'(z) = h;(H'(z1),..., H (xy,))



