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6. OMINAISARVOT JA DIAGONALISOINTI

6.1. OMINAISARVOT JA OMINAISVEKTORIT

Olkoon V' &érellisulotteinen vektoriavaruus, dim(V) =n >1ja L : V — V
lineaarikuvaus.

Maaritelma 6.1.1. Skalaari A € R on L:n ominaisarvo, jos on olemassa vektori
veV,v#0,jolla

L(v) = \v.
Té&lloin jokainen v # 0, jolla L(v) = Av, on L:n ominaisarvoon A liittyv& ominais-
vektori.

Neliomatriisin A € R™ "™ ominaisarvot ja -vektorit ovat vastaavan lineaariku-
vauksen A : R” — R™ ominaisarvot ja -vektorit.

Kun A € R, merkitaan

W=W(L)={veV]|Lv)= v}
={veV|(L-\idy)(v)=0}
= Ker(L — Nidy).

Lauseen 4.2.1 nojalla V) on V:n aliavaruus. Edelleen 6.1.1:n mukaan A on L:n omi-
naisarvo <= V) # {0}. Téll6in V) on A:aan liittyva L:n ominaisavaruus. Vektorit
v € Vi, v # 0, ovat siis A:aan liittyvat L:n ominaisvektorit. Luku dim(V)) > 1 on
ominaisarvon A (geometrinen) kertaluku.

Huomautus 6.1.2. a) Jos A on L:n ominaisarvo, aliavaruus V) on L-invariantti,
ts. L(Vy) C Vi (jos v € V), niin L(v) = Av € Vy, koska Vy on aliavaruus). Télloin
L:n rajoittuma L|V) : V) — V) on homotetia v — Av.

b) Jos A, € R ovat L:n ominaisarvoja ja A # p, niin Vx NV, = {0} (ve VynNV,
= AZw=LV)=puv = (A—p)v=0 = v =0,silld \—p # 0). Siten jokainen
v # 0 voi olla korkeintaan yhteen L:n ominaisarvoon liittyva ominaisvektori.

Lause 6.1.3. A € R on L:n ominaisarvo <= det(L — Aidy) = 0.

Todistus. A on L:n ominaisarvo <= Ker(L — \idy) # {0} 228 L — Midy ei ole

injektio 2 [ Aidy e ole isomorfismi 2L det(L — Aidy) =0. O
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Tarkastellaan nyt lauseketta
p(A) =pr(A) =det(L — Aidy), AeR.

Olkoon S = (vi,...,Vy) jokin V:n kanta ja M(L;S «— §) = A = [a;;] € R™*™.
Silloin

M(L—Xidy; S« S)=M(L;S «— S) — AM(idy; S «— S) = A — A\,

joten maaritelman 5.2.7 nojalla

ail — A a2 e G1n
a ass — A ... Aon
(6.1.4) pr(N) =det(A— ML) =| 7 ’
An1 Ano cee Qpp — A

Seuraus 6.1.5. pr(\) =pa(N), kun A = M(L; S «— S). Erityisesti L:lli ja A:lla
on samat ominaisarvot. [

Lause 6.1.6. pp(\) = det(L — Aidy) on muuttujan A € R n-asteinen polynomi
(n = dim(V)), L:n karakteristinen polynomi.

Todistus. 6.1.4:ss8 A — A\, = [a;; — A0;; |, missé 6;; = 1 Vi ja 6;; = 0, kun @ # j.
Niinpa
5.1.6

p(A) = det(A = AL,) =" > €(0)(an(1)1 — Ma()1) “ - - - * (Ga(myn — Ao(nyn)-
ocES,

Tassé jokainen yhteenlaskettava on A:n polynomi. Ne yhteenlaskettavat, joissa o #
id, ovat astetta < n (ainakin yksi 6,(;;; = 0), ja permutaatiota o = id vastaava
yhteenlaskettava on

(a1 —A)(ag2 —A) ...+ (Gpp — A) = (—=1)" A" + {alempiasteisia \:n monomeja}. O

Seuraus 6.1.7. a) Lineaarikuvauksen L : V — V ominaisarvot ovat L:n karakte-
ristisen polynomin nollakohdat.

b) L:lli on korkeintaan n = dim(V') eri ominaisarvoa.

Todistus. Jalkimmainen vaite seuraa siita, etta n-asteisella polynomilla on korkein-
taan n nollakohtaa. [J
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Maaritelma 6.1.8. Lineaarikuvaus L : V' — V on diagonalisoituva, jos V:lla on
sellainen kanta S, ettd M (L; S < S) on lavistdjadmatriisi. Neliomatriisi A € R™*"
on diagonalisoituva jos vastaava lineaarikuvaus A : R™ — R" on sita.

Olkoon S = (v1,...,v,) Vi kanta. T&lloin M (L; S « S) on lavistdjamatriisi

<= on olemassa luvut Aq,...,\, € R, joilla
A 0 ...00
0 X ... O
M(L;S<=S)=1|. . . (voi olla A\; = A, joillakin ¢ # j)

0 0 ... A\
<= L(vj) = \;jv; Vj <= v;:t ovat L:n ominaisvektoreita.
Téssd A\j:t ovat L:n ominaisarvoja, ja muita ominaisarvoja L:lla ei ole, koska
pLA) =M1 =A) oo (A= A) #0, kun A & {A\q, ...\ )

Lause 6.1.9. A € R™ "™ on diagonalisoituva <= on olemassa sdannéllinen
matriisi P € R™ ", jolla P~ AP on ldvistdjamatriisi.

Todistus. 7 = 7. Jos A on diagonalisoituva, on olemassa R™:n kanta S, jolla
M(A; S « S) on lavistdjamatriisi. Lauseiden 2.8.6 ja 4.3.11 mukaan P = M (E,, <
S) on sddnnollinen (F,, on tavalliseen tapaan R™:n luonnollinen kanta) ja

P'AP = M(S «— E,)M(A; E, «— E,)M(E, « S)
= M(A;S — S), lavistajamatriisi.

7 <= 7. Olkoon P = [v] vy ... v,] € R"™" sdannollinen (P:n sarakkeet vy,

., V) ja PTYAP lavistdjamatriisi. Silloin S = (vi,...,v,) on R™n kanta,
P = M(E, < S)ja M(A4;S « S) = P7AP on livistdjamatriisi. Siis A on
diagonalisoituva. [

1 -1

Esimerkki 6.1.10. a) Olkoon A = {1 1

} (so. A:R? — R? on /2 kierto 45°
origon ympéri). Talléin

pA()\):FI)\ 1__1)\‘:(1—)\)2+1>0 VA eR,

joten A:lla ei ole yhtdan ominaisarvoa eikd A ole diagonalisoituva.

2 1
0 2
Nain ollen A = 2 on A:n ainoa ominaisarvo. Etsitddn vastaavat ominaisvektorit
x = [#1 22]" € R? (seuraavassa merkitiin V = R2):

b) Olkoon A = [ ] Silloin PA(A\) = (2-X)?2=0 < \=2.

2([‘1 + 29 = 2$1

XEVy &< Ax =2x <—
2.%‘2 :2.'172

<= x:t{(l)] =te;, telR.
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Siis Vo = span(e;) = xp-akseli, ja dim(V3) = 1. Koska kaikki A:n ominaisvektorit
sijaitsevat yksiulotteisessa avaruudessa V,, A:lla ei voi olla kahta lineaarisesti riip-
pumatonta ominaisvektoria, eiki siis R2:1la ole sellaista kantaa (vi,Vvs), etti vy ja
vy olisivat molemmat A:n ominaisvektoreita. Tama merkitsee sita, ettd A ei ole
diagonalisoituva.

1 2 R
c) Olkoon A = {3 2} Silloin
1—-A 2
PA(A)_‘ 5 2_)\‘_(1—>\)(2—)\)—2-3

=N _-3\—4=0 < A=4tai \=—1.

Siis A:n ominaisarvot ovat 4 ja —1. Etsimme vastaavat ominaisavaruudet. Olkoon
x =[xy 22]" € R2.

1 + 229 = 4xq —3x1 + 229 =0
A=4: Ax=4x —

3561 + 2(172 = 4$2 3561 - 2(172 =0

— x=tvy (teR), vy =[23]". Siis V; =span(vy).

r1 + 200 = —x 2¢1 + 225 =0
A=—1: Ax:—x<:>{ ! 2 ! { ! 2

3$1+2(L‘2 = — T3 3551‘1‘3([‘2 =0

— x=tvy (teR), vo=[1-1]". Siis V_; = span(vy).

Va
Nyt S = (v1,v2) on R%:n kanta, jolla
M(A; S« S) = [3 _ﬂ , joten A on
diagonalisoituva. [
Vo
Lause 6.1.11. Olkoot \1,..., \; lineaarikuvauksen L :'V — V eri ominaisarvoja
ja vj jokin X\j:hin liittyvd ominaisvektori (j = 1,...,k). Tdlloin jono (vi,...,Vg)

on vapaa. Jos L:lla on n = dim(V') eri ominaisarvoa, niin L on diagonalisoituva.

Todistus. Induktio k:n suhteen. Tapaus k& = 1 on selvd ((vi) on vapaa, koska
V1 7& 0)
Olkoon sitten k& > 2. Induktio-oletus: (vi,...,vi_1) on vapaa. On osoitettava,

ettd (vi,...,Vk_1, Vg) on vapaa.
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Olkoot x1, ...,z € R sellaisia, etta x1vy + - - - + v = 0. Silloin
0= Xe(x1vy 4+ -+ xpvi) = (T ) v + - - + (T X)) Ve,  Jja
0=L(x1vi+ -+ xpve) =1 L(vy) + -+ + 21 L(vi)

= (z1 A1) vi + -+ (TpAg) Vi
Naista seuraa, etta
0= ((1A)vi+ -+ (@pde)vi) — (@1 Ae)vi + -+ (ZpAe) Vi)
=x1( M —A)vi+ -+ Tpo1(Ag—1 — M) V1.

Koska (vi,...,Vvi_1) on vapaa, on z;(A; —Ax) =0, =1, ..., k—1; edelleen, koska
Aj—=A#0,onz; =0,5=1,...,k—1, jasiten z, v, = 0; lopuksi, koska v # 0,
on myo6s zp = 0. Néin on néhty, ettd (vq,...,vg) on vapaa, ja induktiotodistus on
valmis.

Viimeinen viite: Jos k = n = dim(V'), on lauseen 2.5.14 a) mukaan vapaa jono
(v1,...,vk) avaruuden V:n kanta. [

Huomautus 6.1.12. L voi tietysti olla diagonalisoituva, vaikka silla olisi vahem-
mén kuin n = dim(V') eri ominaisarvoa.

6.2. SYMMETRISET LINEAARIKUVAUKSET JA MATRIISIT

Olkoon V &érellisulotteinen sisdtuloavaruus (sisdtulo ( , )), dim(V) =n > 1.

Maaritelma 6.2.1. Lineaarikuvaus L : V' — V on symmetrinen (1. itseadjungoi-
tu), jos
(L(v),w) = (v,L(w)) kaikilla v,w € V.

Lause 6.2.2. Olkoon L : V. — V lineaarikuvaus, S = (uy,...,u,) jokin V:n
ortonormaali kanta joa A = M(L;S «— S) € R"*"™. Tdlloin L on symmetrinen
<= A on symmetrinen matriisi.

Todistus. Kaikilla v,w € V on (L(v),w) *%" [L(v)]s - [w]s *2* (A]v]s) - [W]s,

ja samoin (v, L(w)) = [v]s - (A[w]s). Koska v — [v]g on bijektio V' — R™, on L
symmetrinen <=

Ax -y =x-Ay Vx,y € R".
Matriisitulon avulla on Ax -y = (Ax)?Ty = xT ATy ja x - Ay = x? Ay. Siispi L on
symmetrinen <=

() xT'ATy =xTAy vx,y € R"™.
Jos AT = A, (x) on selvisti voimassa. Kiintien, jos (*) on voimassa, niin kaikilla
i,j on el ATe; = el Ae; eli AT(i,j) = A(i,j), ja siten AT = A. O

Erityisesti matriisi A € R™*" on symmetrinen <= lineaarikuvaus A : R — R"
on symmetrinen pistetulon suhteen (A = M (A; E,, — E,,); R™:n luonnollinen kanta
E,, on ortonormaali pistetulon suhteen).
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Lemma 6.2.3. Olkoon L :V — V symmetrinen.

a) Jos A1 ja Ay ovat L:n kaksi eri ominaisarvoa ja v; jokin \;:hin liityvd ominais-
vektori (i =1,2), niin vi L vs.

b) Jos W C V on L-invariantti aliavaruus, so. L(W) C W, niin W+ on myés
L-invariantti, so. LOIW+) c W+,

Todistus. a) A\1(vi,Va) = (AMV1,Ve) = (L(vy),va) = (v1,L(va)) = (V1,Aava) =
)\2<V1,V2> — ()\1 — )\2)<V1,V2> =0 = <V1,V2> =0.

b)veWt = (v,w)=0VweW
= (L(v),w)=(v,L(w))=0VYweW = L(v)eWt. O
A

Seuraavan tuloksen vaikea todistus sivuutetaan:

Lemma 6.2.4. Jokaisella symmetriselld matriisilla A € R™*™ on (reaalisia) omi-
naisarvoja.

Siten my0s jokaisella symmetriselld lineaarikuvauksella L : V' — V (V kuten yll4)
on ominaisarvoja (tarkastellaan symmetristd matriisia A = M (L; S < S), missd S
on jokin V:n ortonormaali kanta).

Lause 6.2.5. Jos V' on daarellisulotteinen sisdatuloavaruus ja L :' V — V' symmet-
rinen lineaarikuvaus, nitn V:Ild on L:n ominaisvektoreista koostuva ortonormaali
kanta.

Todistus. Induktio luvun n = dim (V') suhteen.

n = 1: Valitaan sellainen u € V, ettd ||ul| = 1. Télléin (u) on V:n ortonormaali
kanta, ja L(u) € V = span(u), joten L(u) = Au erdalld A € R.

Olkoon sitten dim(V) =n > 2 ja L : V — V symmetrinen. Induktio-oletus:
Viite pitee symmetrisilla lineaarikuvauksilla L' : V' — V'’ kun dim(V’) = n — 1.

Lemman 6.2.4 nojalla L:1l& on ominaisarvo A; € R. Olkoon v; € V jokin
Aq:een liittyvd L ominaisvektori, uy = vq/||vi|| ja U = span(u;) C V. Kos-
ka L(U) C U, niin lauseen 6.2.3 b) nojalla L(UL) C UL, misti seuraa, etti L
rajoittuu symmetriseksi lineaarikuvaukseksi L' : U+ — U~. Lauseen 3.4.5 ¢) mu-
kaan on dim(U+) = dim(V) — dim(U) = n — 1. Induktio-oletuksesta seuraa, etti
Ut:lla on L':n ominaisvektoreista koostuva ortonormaali kanta (us,...,u,). Nyt
(uy,us,...,u,) on L:n ominaisvektoreista koostuva ortonormaali jono, joka dimen-
siosyista on V:n kanta. [

Erityisesti jokainen symmetrinen lineaarikuvaus L : V' — V on diagonalisoituva.
Koska ominaisvektoreista koostuva V:n kanta voidaan valita jopa ortonormaaliksi,
sanotaan, ettd L on ortogonaalisesti diagonalisoituva.

Olkoon A € R™*"™ symmetrinen n X n-matriisi. Lauseen 6.2.5 nojalla R™:1l4 on
sellainen (pistetulon suhteen) ortonormaali kanta S = (uy,...,u,), ettd u;:t ovat



126

A:n ominaisvektoreita. Merkitddn P = [u; ... u, | € R™*™ (P:n sarakkeet ovat
ui, ..., u,). Kuten 6.1.9:s88, P~LAP on livistijaimatriisi.

Olkoon valillda P = [uy ... u,] € R™™ mielivaltainen n x n-matriisi. Sarake-
vektorien jono (uj,...,u,) on ortonormaali <=

1, kuni=j

7 = PTP=1,;
0, kuni#j

(PTP)(’L,j) = U.iTllj =u; - llj = {

talloin lauseen 1.6.6 nojalla P on sidinnéllinen ja P~! = PT.

Maaritelma 6.2.6. Neliomatriisi P € R™*"™ on ortogonaalinen, jos se on sa&nnol-
linen ja P~ = PT.

Seuraus 6.2.7. Jos A € R™ ™ on symmetrinen, niin on olemassa sellainen orto-
gonaalinen matriisi P € R™ ", ettd PTAP on ldvistdjimatriisi. [

Laskumenetelma 6.2.8. Diagonalisoitava ortogonaalisesti annettu symmetrinen
matriisi A € R " so. etsittdvd sellainen ortogonaalinen matriisi P € R™*"™ ettd
PT AP on livistijimatriisi.

Ratkaisu. 1. Etsitddn kaikki A:n ominaisarvot eli karakteristisen polynomin p(A) =
det(A — A\I,,) nollakohdat A. Tama voi olla vaikeaa (tai kdytdnnossd mahdotonta).

2. Etsitéén jokaiselle ominaisavaruudelle Null(A — AI,,) jokin kanta, so. ratkaistaan
yhtéloryhmét Ax = Ax (ks. 2.6.9)

3. Sovelletaan Gramin—-Schmidtin menetelméé ominaisavaruuksien Null(A — AI,)
kohdassa 2 loydettyihin kantoihin, tuloksena jokaiselle ominaisavaruudelle ortonor-
maali kanta. (Jos dim Null(A — A\I,,) = 1, riittda yksi u, jolla ||ul| = 1.)

4. Eri ominaisavaruuksien ortonormaalit kannat yhdessa muodostavat alla olevan
lauseen 6.2.9 nojalla R™:n ortonormaalin kannan (uj,...,u,). Téalléin matriisi
P = [u; ... u,] € R™" on ortogonaalinen, ja PT AP on livistijimatriisi, jossa
lavistajaalkioina ovat A:n ominaisarvot ominaisvektorien u; mukaisessa jarjestyk-
sessa. [J

Lause 6.2.9. Olkoon L : V — V symmetrinen lineaarikuvaus, Ai,...,\, € R
L:n eri ominaisarvot, Vi, C V. ominaisarvoon Ay liittyva L:n ominaisavaruus ja
(W, ,41,---,45,) ominaisavaruuden Vi ortonormaali kanta (k = 1,...,p); tdssd
0=jo <ji1<--<Jp. Silloin S = (u,uy,...,u;,) on V:n ortonormaali kanta.

Todistus. Koska eri ominaisavaruuksien Vj, vektorit ovat 6.2.3 a):n mukaan kohti-
suorassa toisiaan vastaan, on helppo todeta, ettd S on ortonormaali jono. Lauseen
3.2.11 nojalla S on vapaa, ja siten sen pituus j, <n = dim(V).

Toisaalta lauseen 6.2.5 mukaan V:1l4 on L:n ominaisvektoreista koostuva orto-
normaali kanta S’ = (u} ..., u),). Olkoon nj ominaisavaruuteen Vj kuuluvien S’:n

vektorien lukuméérd (k= 1,...,p). Koska jokainen u’ on johonkin ominaisarvoon
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liittyva L:n ominaisvektori, taytyy olla ni +---+n, = n. Liséksi talloin avaruus Vj
sisdltdd ny-alkioisen vapaan jonon, joten ny < dim(Vy) = jr — jk—1. Tastd seuraa,

etta
p p
= e <Y (k= Jk-1) = dp <.
k=1 k=1

Siispa j, = n, ja V:n dimension pituisena vapaana jonona S on V:n kanta. [

Esimerkki 6.2.10. a) A= [_; _f] )

Ominaisarvot:

I-A -2 ’:(1—)\)2—4:>\2—2)\—3:O = A=3tai A= —1.

p()\):’ —2  1-2X

Ominaisavaruudet : Olkoon x = [z 2 ]T.

—2$1 - 2(172 =0

xrT — 2(172 = 3$1 —2$1 - 2(172 =0
(1) AX = 3x <= —
—2$1 + X0 = 3$2

<< 1 +19=0 < szpan([_ﬂ);

. .. . 1
normitettu ominaisvektori u; = E [_1} .
X1 —233‘2 = — I 2.’171 —233‘2 =0
2 Ax = —x <—
() X X {_2;1;1_|_ To = — o {—2.731—|—2£C‘2:O

1
<— 11 —T9=0 <= XGSpan<|:1:|);

. .. . 1 |1
normitettu ominaisvektori ugs = — .
V2 [1

Nyt (uy,uz) on R%mn ortonormaali kanta, P = [u; uz] = 1} on ortogo-

Al

naalinen matriisi, ja

PTAP = [8 _(1)] (tarkista laskemalla). [
-3 -2 4
by A=|-2 0 2
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Ominaisarvot:
-3-X -2 4

pN=| -2 =)\ 2 | ==X =6\ +15) 8.
4 23—\

Havainto: p(1) = 0. Jakamalla jakokulmassa (tai muuten) ndhdéén, ettd p(A\) =
—A=1)(A2+7X—8). Edelleen \> +7A —8 =0 <= X =1 tai A = —8. Siis
p(A) =0 <= X\ =1 tai A = —8. Ndm4i ovat A:n ominaisarvot.

Huomautus. Koska p(A) = —(A — 1)?(\ + 8), ominaisarvon 1 ”algebrallinen kerta-
luku” on = 2

Ominaisavaruudet: Merkitddn V4 = Null(A — I3), V_g = Null(A + 813).

-4 -2 4 1 4 -1 11 -
(1) A—I3=|-2 -1 21 ~ | -2 -1 21~ 10 0 0
4 2 —4 4 2 —4 0 O 0
Siis
1 $1=—%t1+t2
XE‘/1<:>371—|—§£C2—!173:0<:> zo =t € R
r3 =1t €R

1 0", we=1[1 0 1]".

D[

< X =11 w1 + lowag, le[—

(w1, wz) on Vi:n kanta. Muodostetaan Gramin-Schmidtin menetelmalla V;:n orto-
normaali kanta (uy, uz):

-1 4 4
’ Wo -V 1 ’
v, = 2wy = 21, vy=wgy— vi=—- |2, Vva=0dvy=|2|;
0 Vi -°Vy 5 5 5
vy 1 Vo 1
u; = = —=Vi, Ug = = ——=Vao.
vall VB vl 3V5
5 —2 4 1 -4 -1 1 -4 -1
(2) A+8I;=|-2 8 2|~ |5 -2 4|~ [0 18 9
4 2 5 4 2 ) 0 18 9
1 -4 -1
1.
~ 0 1 5 )
0 0 0
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CL’1—4IIZ‘2— .CC3:0 T1 _tl
r eV g <— <— To = —=t
T2 + %xg =0 2
r3=1t€R
1 T
— x=twz, wz=[-1 —5 1] ;
—2
. . . W3 1
normitettu ominaisvektori on uz = =—-1-1
Iwsl ~ 3],

Tulos: Haetuksi ortogonaaliseksi matriisiksi P kelpaa

-3 4 —2¢/5
—— | 6 2 5|, PTAP=
R W

P:[u1 112113]:

oo~
o= o
o
O

6.3. NELIOMUODON PAAAKSELIESITYS

Symmetriseen n X n-matriisiin A = [a;; | € R™*™ liittyvé nelimuoto on kaavan

(6.3.1) q(x) = xT Ax kaikilla x € R"
maarittelema kuvaus ¢ = g4 : R" — R.
Huomautus 6.3.2. Kun x = [z1 ... z,]" € R", on
q(X) = XTAX = Z Z aijxixj = Z CL”.CCg + Z 2aijxix]~,
i=1 j=1 i=1 1<i<j<n

missd jalkimmainen yhtasuuruus johtuu siitéd, ettd a;; = aj; kaikilla 4, j. Siten ¢
on muuttujien z1,...,x, homogeeninen 2. asteen polynomi. Kertoimet a;; (ja siis
symmetrinen matriisi A) ovat ¢:n yksikésitteisesti madraamat.

Seurauksen 6.2.7 nojalla on olemassa ortogonaalinen matriisi P = [u; ... u,] €
R™*" (sarakkeet u; muodostavat R™:n ortonormaalin kannan), jolla PT AP on 1i-
vistajamatriisi;

A1 0 0
- 0 X ... O
P "AP=D=| . . -]
0O 0 ... A\,
missé Ap,..., A, € R ovat A:n ominaisarvot. Kun x = [x1 ... z, ]T € R", merki-

tian y = [y1 ... yn]” = PTx € R" eli x = Py (PT = P~1); silloin

x" Ax = (Py)" A(Py) = y"(PTAP)y = y" Dy = Myi + - -+ Auyp.-
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Siispa
gx) =My +- A2, y=[u ... u] =P'x

Tamé on neliomuodon ¢ padakseliesitys; q:n pééakselit ovat suorat span(u;), j =

1,...,n, eli uuden (y, ..., y,)-koordinaatiston koordinaattiakselit.
Huomautus 6.3.5. Jos P € R"*" on ortogonaalinen, on PTP = I,,, joten 1 =
5.2.2 5.2.1

det(I,) = det(PTP) =" det(PT) det(P) =" det(P)?, misti seuraa, etti det(P) =
1 tai —1. Usein 6.3.4:ss4 ortogonaalinen matriisi P halutaan valita niin, etta
det(P) = 1 (talldin sanotaan, ettd R™:n ortonormaali kanta (ui,...,u,) on po-
sitiivisesti suunnistettu). Tahén padstddn vaihtamalla tarvittaessa P:n yhden sa-
rakkeen merkki.

Esimerkki 6.3.6. Olkoon ¢(x) = —3z% — 323 — 4x175 + 87123 + 4x273, kun x =
(21 5 23]7 € R3. Vastaava symmetrinen matriisi on

-3 -2 4
A=1|-2 0 2
4 2 -3
(A:ta muodostettaessa on huomattava, ettd a;; = aj; = % - (zjzj:n kerroin), kun
i # j.) Esimerkin 6.2.10 b) nojalla on
1 0 0 L [3 4 25
PTAP=1]10 1 0|, kin P=—=| 6 2 -5,
00 -8 3Vo | 0 5 2B

missa P on ortogonaalinen. Neliomuodon ¢ paaakselit ovat P:n sarakkeiden eli
vektorien

1 T 1 T . 1 T
uyu=—7|—-1 2 07, upu=——=[4 2 5 a uz3=—-[(—2 -1 2
suuntaiset. Téssd det(P) = —1, joten ortonormaali kanta (uj, us, us) ei ole positii-

visesti suunnistettu. Kuny = [y1 y2 y3 ]T = PTx eli x = Py = y1u; +y2us +y3us,
on

q(x) = i + 95 — 8y3.
Toisen asteen kiyrit R?:ssa.
Kun x = [21 22]" € R2, olkoon

f(X) = aux% + CLQQ.’B% + 20112.%1562 + blxl + bQCEQ +c= XTAX + Bx + C,

missid A = Z” 212} € R?*2 on symmetrinen (a12 = ag1), A #0, B =[b; ba] €
21 Q22

R1*2 ja c € R.
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Tehtiava 6.3.7. Selvitettivi millainen on R?:n osajoukko

X ={x cR?| f(x) =0}.

Seurauksen 6.2.7 ja huomautuksen 6.3.5 nojalla on olemassa ortogonaalinen P =
[ui;] = [ uz] € R?*2, jolla det(P) =1 ja

T A0
D_PAP_[O Wl

missa A1 ja Ao ovat A:n ominaisarvot.

Huomautus 6.3.8. Koska [[ui]| = 1, on u}; +u3; = 1, joten uy; = cosyp ja
ug1 = sin g erdélld ¢ € [0, 27[. Edelleen ehdoista u; - us = 0 ja det(P) = 1 saadaan
yhtalot U11ULY + U21 U202 = 0 ja U11U22 — U21ULI2 = 1. Yhtaloparlsta

{ COS - U2 +Sin @ - uge =0
—sing - uj2 +cosp - ugp =1

saadaan ui1o = —sin @ ja use = cos . Siispa

P {C?w —Smﬂ R > R?
sin ¢ coS ¢

on kierto kulman ¢ verran origon ympari (vrt. 4.1.3 d). Kééntéen, jokainen téllainen
P on ortogonaalinen ja det(P) =1. O

Merkitééin x = Py eliy = [41 y2]” = PTx. Tilléin siis

{ T1 =COSQ- Y1 —sSine - Yo
Tog =sin -y + cosp - ys.

Koska u; = Pe;, saadaan y;-akseli span(u;) kiertamalla x;-akselia span(e;) kulman
@ verran origon ympari. Nyt

f(x) =xTAx + Bx+ c = (Py)TA(Py) + B(Py) + ¢
=y (PTAP)y + (BP)y +c=y Dy + (BP)y + ¢
= Ayi + A2yz + byys + by +

missa [b] by ] = BP. Néin ollen f(x) =0 <—

(6.3.9) MyYT + Aays + by +bhys +¢=0, x=Py.
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Koska A # 0, ainakin toinen ominaisarvoista A1, Ao on # 0. Jaetaan kasittely
useisiin tapauksiin:

L M #0# X (ts. A on sdénndllinen).

Nelitiksi tdydentamélld padstaan 6.3.9:ssd eroon 1. asteen termeista: (6.3.9) <

2 2 b, b/12 bl22
3.1 = T — Yi : | = ]-7 2 ) d= -
(6.3.10) Mzl +Xozs =d, zi=y; + o\, (4 ) o Iy c

Edella suoritetun koordinaatiston kierron jalkeen on siis viela tehty origon siir-
to: (z1, 22)-koordinaatiston origo sijaitsee (yi,ys2)-koordinaatiston pisteessd yo =
(=b]/2A1, —b,/2)2) eli alkuperdisen (1, z2)-koordinaatiston pisteessid xo = Pyo.

.1 d=0.

— Jos A1 ja Ay ovat samanmerkkiset, niin (6.3.10) <= z; = z5 = 0. Télldin
X = {x¢} on piste.

— Oletetaan sitten, ettd A1 ja Ao ovat erimerkkiset, esimerkiksi Ay > 0 ja Ay < 0.
Tassa tapauksessa

(63.10) <= (M21)? = (M) =0 (X =V, 2 = vh)
e ()\/12!1 — )\/222>( /121 + /\/22:2) =0
< Nz1 =Mz tai ANz = =Nz,

Siis X on kahden xg:n kautta kulkevan suoran yhdiste.
i
.2 d#0. Tmmnm&m)¢:»Mﬁ+Ay3:meaM:;i@:Lm.

— Oletetaan, ettd A\ > 0 ja Ay > 0. Merkitsemalld p; = 1/\/A,, (i = 1,2),
saadaan

z z
(6.3.10) «— L4+ 2 =1,
TR

joten X on ellipsi.

— Oletetaan, ettd A} ja A, ovat erimerkkiset, esimerkiksi A} > 0 ja A, < 0.
Merkitsemalld p; = 1/4/A] ja po = 1/4/—\, saadaan télld kertaa

(6.3.10) <= — — 5 =1,
joten X on hyperbeli.

— Oletetaan, etti A} < 0 ja A, < 0. Tallsin yhtélon A 27 + M523 = 1 vasen puoli
on < 0 ja oikea puoli = 1 > 0, joten ei ole ratkaisua (21, 22), ja X = 0.
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II. A1 # 0 = )\ (vastaavasti késiteltdisiin tapaus A\ = 0 # \y).

Suoritetaan taas origon siirto: (6.3.9) <=

b/ b/2
(6.3.11) Mzi bz =d, = =y1+2—£1, 29 = Y2, d= 4;1 —c;

(21, z2)-koordinaatiston origo on (yi, y2)-koordinaatiston pisteessa (—b/2A1,0).
L1 by=0. (6.3.11) < X2 =d.
II.1.1 d=0. (6.3.11) <= 2z =0. Siis X on zy-akseli.

IL1.2 d+0.

— Oletetaan, ettd A;d > 0. Tallgin (6.3.11) <= 2z = £/d/)\1, joten X on
kahden yhdensuuntaisen suoran yhdiste.

— Oletetaan, ettd A\jd < 0. Télléin (6.3.11) <= (\1/d)27 =1, joten X = 0.

IL2 b 0.
d

A

(6.3.11) <= 2z = —
2

Siispd X on paraabeli, jonka akseli on zo-akseli ja huippu on (21, z2)-koordinaatiston
pisteessa (0, d/b5).
Esimerkki 6.3.12. (%) 22+ 22 —4x,20 = 9.

. o 1 -2
Neliomuotoa vastaava symmetrinen matriisi on A = [_ 9 1} .

Tap_[3 0 111
6.2.10a):>PAP_[0 _1}, P_\/é[_l J,

P on ortogonaalinen ja det(P) = 1 (kierto 45° origon ympéri myotépéivadn). Mer-
kitaan x = Py eli

T = %(yl + y2)
To = %(—m + y2).
Talloin
vi o5
(%) <= 32 —ys =9 — 31—521.

Kyseesséd on hyperbeli, jonka padakselit ovat vektorien % [1-1]" ja % (11"
suuntaiset.



Esimerkki 6.3.13. (%) 2?4 323 4+ 2V32120 +4V3x1 — 49 +4 = 0.
1 \/5]

Neliomuotoa vastaava symmetrinen matriisi on A = [ J3 3

A:n ominaisarvot: ’ 1\7;\ 2\i§>\ =X —4\=0 < A=4taiA=0.
Ominaisvektorit:
-3 320 =0
Ax = 4dx < { x1+fx2 <~ 9622\/§$1;
\/gfl‘l — T2 = 0

normitettu ominaisvektori u; = 1 [1 V3]
{ 1+ V322 =0

= a1 = —V31;
\/§x1+3x2:0 ! 2

Ax =0 <=
normitettu ominaisvektori uy = % [—V3 1 ]T.

Koordinaatiston kierto:

1 -3 (y1 — V3y2)

1
x = Py, P:[u1u2]:§[\/§ 1

1
@
—
=

P——

8 8
[\ =
i
NI~ N

(P on ortogonaalinen ja det(P) = 1.)

Sijoitetaan:
1 1

(V3y1 + ).
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Kyseessd on paraabeli, jonka akseli on us:n eli yp-akselin suuntainen ja huippu

(y1,y2)-koordinaatiston pisteessi (0, 3 ).

Esimerkki 6.3.14.  (x) 5z7 + 523 — 8x1x9 — 1871 + 1822 + 8 = 0.

Neliomuotoa vastaava symmetrinen matriisi on A = {_i _451} .

A:n ominaisarvot: ’ 5__4)\ 5__4)\ ' =(5-XN)2-16=0 < A=1taiA=09.
Ominaisvektorit:
4.’L‘1 — 4.’172 =0
AX =x = 11 = T
—4(171 + 4$2 =0

normitettu ominaisvektori u; = % 11"

—4(171 - 4(172 =0
AX:9X <~ — Tr1 = —Tg;
—4(171 - 4(172 =0
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normitettu ominaisvektori us = % [—11]".

o [1 0 11 -1
PAP—{O 9}, kun P_\/ﬁ{l 1}

= kierto 45° origon ympéri vastapaivaan.

1
r1 = —=(y1 — Y2)
Sijoitetaan (*):ssd& x = Py eli { v2 :

To = %(yl +12) .
(*) <= yI+9y3 —IV2(y1 — y2) + IV2(y1 +y2) +8=10
= yi+ 95 +2V2y2) +8 =0
> yi +9(y2 +V2)2 =10
¥, V2
(V10)2  (V10/3)?

Kyseessi, on ellipsi, jonka keskipiste on (y1,y2)-koordinaatiston piste (0, —v/2).



