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5. DETERMINANTIT

Olkoot a, b, c,d € R. Jos 2-rivinen determinantti
a b

e dl= ad — bc
. la b .
on # 0, on 2 x 2-matriisi [ d} sdaannollinen ja
a b7 1 d —b
[ } = — [ } (totea laskemallal).
c d a b —c a
c d

Tassa luvussa maarittelemme yleisesti n-riviset determinantit ja johdamme mm.
vastaavan ”lausekkeen” saannollisen n x n-matriisin kaanteismatriisille.

5.0 PERMUTAATIOT

Aloitamme esittdmalld permutaatioista ja niiden etumerkisté jatkossa tarvittavat
asiat. Tama aihepiiri ei varsinaisesti kuulu lineaarialgebraan.
Olkoon n € {1,2,3,...,} positiivinen kokonaisluku ja J, = {1,2,...,n}. Tar-
kastellaan joukkoa
Sp ={o | o on bijektio J,, — J,},

jonka alkioita (so. bijektioita o : J, — J,) kutsutaan joukon J, permutaatioik-

si. Jos o € S, ja merkitdén k; = o(i) (i = 1,...,n), niin jonossa (k1,ks,...,k,)
esiintyy jokainen luvuista 1,2,...,n tasmalleen yhden kerran; kaantaen, jokaista
téllaista jonoa (k1,...,ky) vastaa permutaatio o, jolla o(i) = k; Vi. Usein samas-
tetaan
o= (o0(1),0(2),...,0(n)).
Joukon S,, alkioiden lukumédrd on n! = n(n —1)-...-2-1. ("Todistus”: o(1):lle
on n mahdollisuutta, o(2):lle n — 1 jne.).
Selvésti

id =idy, =(1,2,...,n) € Sp;
o,T€S, = oot €S, (yhdistetty kuvaus);
ceS, = o 'es, (kidnteiskuvaus).

Sanomme, ettd yhdistetty kuvaus o o 7 on permutaatioiden o,7 € S,, tulo. (Itse
asiassa (Sp, o) on ryhmé, ns. n:s symmetrinen ryhmd, ks. Algebra 1.)
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Esimerkki 5.0.1. Permutaatioilla o = (3,1,4,2) € Sy jaT=(2,3,1,4) € S4 on

o T o
oot =(1,4,3,2) 1 ! ! !
Too=(1,2,4,3) 2 2 2 2
ol =(2,4,1,3) 5 5 5 5
1 =(3,1,2,4)

4 4<—1" 4

Téassé erityisesti coT # T o 0.

Permutaatio 7 € S,, on vaihdos eli transpositio, jos on olemassa r,s € J,, r # s,
joilla 7(r) = s, 7(s) = r ja 7(i) =i Vi € J, \ {r, s}; siis 7 vaihtaa alkiot 7, s € J,,,
mutta pitda muut ¢ € J,, paikallaan.

]

Askeisté vaihdosta 7 merkitdin 7 = (r|s) (= (s|r)). Usein merkitidn myos
(rlr) =1id (r € J,); (r|r) ei ole vaihdos.
Jos 7 € S,, on vaihdos, niin Tor =id eli 77! = 7.

Lause 5.0.2. Jos 0 € Sy, on olemassa sellaiset vathdokset T1,To,..., 7, € Sy, ettd
0 =T10T20:::0Ty.
(Sopimus: T10oTa 007, =id, josp=10.)

Todistus. Saadaan jopa laskumenetelma: Jos n = 1, on ¢ = id ja asia on selva
(p = 0 kily).

Jos n > 2, merkitdén k, = o(n) € {1,2,...,n} ja 0, = (kn|n) o 0. Téll6in
o = (knn) oo, ja 0,(i) =1, kun i = n.

Jos n > 3, merkitédén k,_1 = o,(n—1) € {1,2,...,n—1} (0,(7) < n, kun ¢ < n,
koska 0,,(i) # o,(n) = n) ja op_1 = (kp—1|ln — 1) 0 0. Tall6In 0,1 (i) = ¢, kun
i=n—1tain,jaoc=(ky|n)oo, = (kyn)o (kn_1ln—1)00o,_1.

Jatketaan néin (jos n > 4). Lopputulos:

o= (kp|n) o (kp—1ln—1) 0 -0 (k2]2) o 09,
ki =0j410) € {1,2,...,7} ja o2(i) =, kun ¢ = 2,3,...,n; siis my6s o2(1) = 1,
joten oo = id. On saatu esitys

o= (knn)o (kp—1|n —1)o---0(ke]2). O

Saadussa esityksessd 0 = (k,|n) o --- o (k2]2) voi olla vaihdoksia alle n — 1 kap-
paletta; voi nimittain olla k; = j joillakin j.
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Esimerkki 5.0.3. Olkoon o = (3,1,4,2) € Sy. Talléin

ky=0(4) =2, o4 =1(2/4) 00 =(3,1,2,4), o= (2]4) ooy
k3 = 04(3> = 27 03 = (2|3) 004 = (27 17374)5 04 = (2|3) ©03;
k220'3<2):1, 0'2:(1|2)003:id, 0'3:(1|2)

Siispid o = (2]4) 0 (2[3) 0 (1]2). O

Permutaation esitys vaihdosten tulona kuten 5.0.2:ssa ei ole yksikasitteinen; esi-
merkiksi Ss:ssa on (1]2) = (13)(2]3)(1]3). Kuitenkin pétee

Lause 5.0.4. Jos S,,:55G 0n T 0 T3 0= 0T, =T{ 0Ty 0 --0T,, MissG T1, T2, ...,
Tps T1s Ty, -+, Ty ovat vaihdoksia, niin

(17 = (-1)"
ts. p ja q ovat joko molemmat parillisia tar molemmat parittomia.

Ennen 5.0.4:n vaikeahkoa todistusta esitimme muutamia sen seurauksia:

Seuraus ja maaritelma 5.0.5. Olkoon 0 = 1100 --07T, € Sy, missa 71, T,
., Tp ovat vathdoksia. Talloin o:n etumerkki

(o) = (-1)" e {-1,1}
ritppuu vain o:sta, ei esityksen o = 11 0 --- o 1, valinnasta. Jos €(c) =1, o on
parillinen; jos €(0) = —1, o on pariton. [
Selvisti e(id) =1 (p = 0), ja €(1) = —1, jos 7 on vaihdos (p = 1).
Lause 5.0.6. Jos 0,0’ € S, niin e(c o c’) = e(o)e(o’) ja e(c™1) = €(0).

Todistus. Esitetdan o ja o’ vaihdosten tuloina: o =71 0---07,, 6/ =7/ 0---07/.
p» 1 q

Talloin o o o’:1le saadaan esitys
cog'=T1i0---0Tp0T] 00T,
vaihdosten tulona, joten
(7 00") = (~1)"*7 = (—1)(=1)7 = e(0)e(o").

Erityisesti
e(a)e(a_l) =e€(oo 0_1) =e(id) =1;

koska €(0), (o) € {—1,1}, tiytyy olla e(c 1) = €(0). O
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0=1
=1
t=—1
=1
=1
=1. O

5.0.4:n todistusta varten esitetaan aluksi seuraava konstruktio:
Olkoot X ja Y joukkoja,

X'=Xx---

karteesinen tulo ja F' : X™ — Y, (zq,...,

XX:{(xl,xg,...

Tpn) — F(xq,...,

o € S, maaritelldan kuvaus o F : X" — Y asettamalla

(cF)(xq,...

, Tp)

Lemma 5.0.8. Olkoot 0,7 € S,,. Tdlloin o(TF) =

(o(TF) (21, ,xp)

,Zn) | x; € X kaikilla i € J,}

Zp ), jokin kuvaus. Kun

Valitaan nyt erityisesti X =Y =R ja

= F(25(1),- -, To(n)) kaikilla (z1,...,2,) € X",
(coT)F.
Todistus. Olkoon x; € X ja x] = x,(;) kaikilla ¢ € .J,,. Silloin
- (TF)( To(1)s ma(n)) = (TF)(xllv cee 7x;1>
= (JJ'T(U, e T(n)) = F(To(r(1))s - +» To(r(n)))
(x(UOT)(l), R ,x(UOT)(n)) = ((O‘ o T)F)(:L“l, . ,xn). 0
7xn>: H (xj_x1,> (.Tl,...,anR).

F(IL‘l,...

1<i<i<n

(Jos n = 1, tulkitaan, ettd F' on vakio 1.)

Lemma 5.0.9. Jos 7 € S,, on vaihdos, on 7F =

—F.
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Todistus. Olkoon 7 = (r|s), missd 1 <r < s <n. Kun (z1,...,z,) € R", on

(TF)(IL’l, R ,xn) = F(IL’T(l), R ,xT(n)) = H(CET(j) - {L‘T(i))

i<j
=@ -w) I (@ - 2w)

i<j
{i,33n{r,s}=0
’ H(wr(j) - xr(s))(xr(j) - xT(T’))

s<J
H (wr(s) - wr(j))(xr(j) - xT(T’))

r<j<s

’ H(xT(S) - xT(j))(xT(T’) - xT(j))
j<r

= —H(mj —x;) = —F(x1,...,2,),
i<j
silla
Lr(s) = Lr(r) = Lr — Ls = _(xs - x’l“>7

i<jjaf{i,jyn{r,s} =0 = x4 — 2,4 = xj — T4,
S <j - ('rr(j) - xr(s))(xr(j) - xT(T)) = ('Tj - .’ET)(.’,I?]' - .’175)

= (zj — z5)(z; — ),
r<s<j = (Zr(e) = Lr(j))(@r() = Lrery) = (@r —25) (25 — T5)

(zs — xj)(zj — ),

J<r = (@r(s) = @) (@r(r) = r(j)) = (@0 — 25) (25 — 25)
= (x5 —x;)(x, —x;). O

5.0.4:n todistus. Merkitéin o = 7y0---07, = 770---07,. Olkoon F' kuten 5.0.9:ss.
Silloin

oF =(ro---o1,)F 508 (10 0Tp_1)(1pF) 509 (T10---01p_1)(—F)

=—[(rio-omp1)F]=---=(-1)'F,
ja samoin o F = (1{0--- o7 )F = (=1)?F. Siten (—1)PF = (—1)?F. Erityisesti
(-D)PF(1,2,...,n)=(-1)F(1,2,...,n).

Koska F'(1,2,...,n) #0,0on (-1)? = (-1)7. O
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5.1 DETERMINANTTIFUNKTION KONSTRUKTIO

Olkoon n > 1. Seuraavassa esiintyvan joukon
(R")" =R" x---xR" ={(ay,...,a,) | ai,...,a, € R"}
alkiot ovat sarakevektorien jarjestettyja n-jonoja.
Maaritelma 5.1.1. Kuvaus D : (R™)” — R on R™:n determinanttifunktio, jos
i) jokaisella ¢ € {1,2,...,n} ja kiinteilld a1, ..., a;_1, a;41, ..., a, € R”
kuvaus a; — D(aj,...,a;,...,a,) on lineaarikuvaus R” — R;
ii) D(ay,...,a,) =0, jos a; = a;41 jollakin i € {1,2,...,n — 1};
iii) D(ey,...,e,) = 1.

((e1,...,e,) on R™m luonnollinen kanta kuten tavallisesti.)

Huomautus 5.1.2. Ehto i), D:n multilineaarisuus, merkitsee siti, etta
D(ay,...,a; +al,...,a,) = D(ay,...,a;,...,a,)+ D(aj,...,al,...,a,) ja
D(ay,...,ca;,...,a,) =cD(aj,...,a;...,a,),

kuni € {1,2,...,n}, ai,...,a;...,a,,a, € R" jac e R. Téssi siis D:n yhdessa

argumentissa esiintyy summa tai skalaarilla kertominen. Jos useammassa argumen-

tissa esiintyy laskutoimituksia, vastaavia kaavoja on kaytettava useampaan kertaan.

Nain esimerkiksi
D(cay,...,ca,) =c"D(ay,...,a,).

Esimerkki 5.1.3. a) D; : R — R, Dy(a) = a, on determinanttifunktio avaruudessa
R! = R.

b) Kaava

air @12

DQ(al’aQ): az1 Aa22

= Q11022 — 412021

(a1 = [311 }, as = [312}) miirittelee determinanttifunktion Do : (R?)? — R.
21 99

Lause 5.1.4. Olkoon D : (R™)" — R determinanttifunktio, o € S, permutaatio ja
e(o) € {—1,1} o:n etumerkki. Talloin oD = €(o)D, ts. kaikilla a1, ..., a, € R™ on

D(a0(1)7 cety aa’(n)) == €(O-)l)(al, e ey an).
Todistus. Erikoistapaus: Olkoon i € {1,2,...,n — 1} ja 0 = (i|i + 1) ”alkeisvaih-

dos”. Talloin on kaikilla aq, ..., a, € R"
) )
5.1.1ii
0"="D(ai,...,a; +a;y1,a; +ai11,...,a)
5.1.1i
= D(ay,...,a;,a;,...,a,)+ D(a,...,a;,a;41,...,a,)
+D(ala-"aai+17ai7"'7an>+D(ala"'7ai—|—17ai—|—17"'7an>
5.1.1i

= D(a17"'7ai7ai+17"'7an)+D(a17'"7ai+lvai7"'7an)7
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joten

(cD)(ay,...,a,) = D(a,...,a;11,8;,...,a,)

= —D(al, BININY - VR - VA [P .,an) = e(a)D(al, BININY S VR - VA [P .,an).

Yleinen tapaus: Olkoon o € S,,. 5.0.2:n mukaan o on vaihdosten tulo. Kun r < s,
on
(rls) =(s —1|s)o (s —2|s—1)o---o(r+1jr+2)o(r|r+1)

o(r+1lr+2)o---o(s—2ls—1)o(s—1|s)
alkeisvaihdosten tulo. Nain ollen o:lla on esitys

o=T10T0---0Ty, T;:t alkeisvaihdoksia.
Jo todistetun erikoistapauksen ja 5.0.8:n mukaan saadaan

oD = (r10---01,)D =71(12...(1,D)...)
=—(m2(m3...(1pD)...)) =(-1)’D =€(0)D. O

Seuraus 5.1.5. D(ay,...,a,) =0, jos a, = a, joillakin r,s € {1,2,...,n}, r # s.
Todistus. Merkitédén 7 = (r|s). Olkoon esimerkiksi r < s. Silloin

D(ay,....a,,...,8s...,3,) =" D(aj,...,a....,a,,...,a,)

5.1.4
= (rD)(ai,...,ar,...,85,...,a,) = —D(a,...,a,,...,as...,8,).

Siis D(a;,...,a,)=0. O

Olkoon D : (R™)™ — R determinanttifunktio, A = [a;;| = [a1 ... a,], B =
[bij] = [b1 ... b, ] n x n-matriiseja ja C = BA = [¢;;] = [c1 ... ¢, ] € R™*"
(matriisien sarakkeet a;, b; ja c;). Siis

n n
Crj = E bria;j = E @ijbki,  ts.

cj:Zaijbi, j:1,2,...,n.
i=1



Lemma 5.1.6. D(Cl, ceny Cn> = ( Z G(J)ag(l)lag(g)z el ag(n)n)D(bl, ey bn)
oES,
Erityisesti  D(ay,...,a,) = Y €(0)ag1)100(2)2 " -+ Go(n)n-
oES,

Todistus.

D(Cl,CQ, .. .,Cn> = D(i aillbil, i aingiz, “aey i aznnbln)

11=1 i9=1 in=1
5110 = e -
= Z Z Z @i 132 - @i, D(Diy, by, .o by ).
i1=11i=1 in=1
Seurauksen 5.1.5 nojalla voi olla D(b;,,...,b; ) # 0 vain, kun indeksit iy, ..., €

{1,2,...,n} ovat kaikki eri lukuja, ts. (i1,...,i,) = o € S,,. Siispa

D<c17 SREE) cn) = Z U5(1)105(2)25 - - +» aa(n)nD(ba(1)7 b0(2)7 SRR ba(n))7

ocES,

ja lauseen 5.1.4 nojalla D (b, (1), by(2); - - ;b)) = €(0)D(by1, ba, ..., by).
Viimeinen viite saadaan valitsemalla B = I, eli (by,...,b,) = (e1,...,€e,),
R™:n luonnollinen kanta, silld 5.1.1 iii):n mukaan D(eq,...,e,) =1. O

Lause 5.1.7. Jokaisella n > 1 on olemassa tasmdlleen yksi determinanttifunkio
D =D, :(R")" - R.

Todistus. Yksikasitteisyys nahtiin 5.1.6:ssa.

Olemassaolo todistetaan induktiolla n:n suhteen. Tapaus n =1 (ja my6s n = 2) on
selvi (esimerkki 5.1.3). Olkoon sitten n > 2 ja D,,_1 : (R*71)"~! — R avaruuden
R"~! determinanttifuktio (induktio-oletus). Mééritelliin 7 : R® — R~ 1 ja 7’ :
R™ — R asettamalla

1 T
T2
T2 , T2
T — . ja m o — X1
x
In " Tn
Selvasti 7 ja m’ ovat lineaarisia. Kun ag,...,a, € R", maaritellaan

D(ay,...,a,) =7'(a1)Dp_1(7(az),...,m(a,))
— 7' (a2) Dy, 1 (71'(&1), w(as),... ,ﬁ(an)) + ...
o+ (=17 (a) Do (m(@r), - - m(@im1), m(@is1), - m(@n)) + - -
o+ (=) () D1 (m(@r), - .., w(@n—_1)).
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Viite: D : (R™)™ — R on determinanttifunktio.

Todistus: 1) D on lineaarinen tietyn argumenttinsa suhteen (kun muut argumentit
ovat kiinteitd), koska jokainen yhteenlaskettava on téllainen (7 ja 7’ ovat lineaarisia
ja Dy, 1 on multilineaarinen).

ii) Olkoon a; = a;y; erdalla ¢ € {1,2,...,n — 1}. Téll6in 7(a;) = m(a;+1) ja
m'(a;) = m'(a;41), joten

| ' (a;41) m(a;)
D(al, ey an) = (—1)Z+1 7T/(a¢> Dn—l (7r(a1), ey 7r(a7;_1), 71'(&14_1), ey W(an>)
+ (—1)i+27r’(ai+1)Dn_1 (7r(a1), ceey 7T<ai), 7r(a2-+2), ceey 7T<an))

(5.1.1 ii = muut yhteenlaskettavat = 0)

= [(—1)i+1 + (—1)i+2]7r’(a¢+1)Dn_1 (W(al), ey 7r(a7;), 7'('(&14_2), ey W(an>)
0.

iii) Koska 7’(e1) = 1, 7'(e;) = 0 kaikilla i € {2,...,n} ja n(e;) = e;_; € R*!
kaikilla 2 € {2,...,n}, on

D(el,...,en):1.Dn_1(e1,...,en_1):1. ]

Maaritelma 5.1.8. Neliématriisin A = [a;;] = [a; a2 ... a,] € R™*" determi-
nantti on
ail; a2 ... Qin
det(4) = 4] = | 2 " T C Dy, a, . an)
a;ﬂ 07.12 CL;m

= Z €(0)ao(1)105(2)2 " - - * Ag(n)n € R,
oceSy,

missd D : (R™)” — R on R™:n determinanttifuktio.
5.2 DETERMINANTTIEN OMINAISUUKSIA

Lause 5.2.1. Jokaisells A € R"*™ on det(AT) = det(A).

Todistus. Olkoon A = [a;;]. Tallsin AT = [b;;], missé b;; = aj; Vi, j, joten

det(A") = Y e(0)bo(1yibo@2 - botmn = Y €(0)a10(1)020(2) - - - Ano(n)-
oES, ocES,
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Kun o € Sy, ja 0(i) = j, on 07 1(j) =1 ja ;o) = ap—1(j);; Siis
A15(1)020(2) * - - - * Gno(n) = Go=1(1)106=1(2)2 " - - - Go=1(n)n
(tulon tekijit ovat vain eri jirjestyksessi). Lisiiksi e(o0™!) = €(o) (5.0.6). Siispi

det(AT) = Z 6(0'_1>CLU—1(1)1CLU—1(2)2 Cee ot Oo=1(p)n
ocES,

= Z e(p)ap(l)lap(g)g LI ap(n)n = det(A)
PESH

(kuvaus o — o~ = p on bijektio S, — S,). O

Lause 5.2.2. Kun A, B € R™*™, on det(AB) = det(A) det(B).

Todistus. Lemman 5.1.6 nojalla on det(AB) = det(B) det(A) = det(A) det(B). O
Varoitus 5.2.3. Yleensd det(A + B) # det(A) + det(B).

Lause 5.2.4. Neliématriisi A € R™*"™ on sddnnéllinen <= det(A) # 0. Tdlloin
det(A™1) =1/det(A).

Todistus. 7 = 7. Oletetaan, ettd A on sdannollinen. Silloin on olemassa kain-
teismatriisi A~!. Koska AA~! =1, on

1 =det(l,,) = det(AA™") *2? det(A) det(A™).

Tisté seuraa, ettd det(A4) # 0 ja det(A™1) = 1/ det(A).

7 «<—=". Olkoot A:n sarakkeet ay, ..., a,. Oletetaan, ettd A ei ole sdannollinen.
On osoitettava, ettéd talloin valttAmétta det(A) = 0.

Lauseen 2.7.4 mukaan on dim(span(ai,...,a,)) = rank(4) < n, joten jono
(a1,...,a,) onsidottu. Néin ollen on a; € span(ay,...,ax_1,ak41,-..,a,)) eradalla
ke {1,...,n}, joten vektorilla aj on esitys

a, = Zmiai (z; € R).
iz
Maééritelméan 5.1.1 kohdista i) ja ii) seuraa nyt, etta

det(A) = D, (a,...,a,) = Dy(ay,. ..,ak_l,z.riai,akH, co,ap)
ik
= inDn (al, ey k1,4, k41, - - .,an)J: 0. O
ik ~

2 samaa
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Seuraus 5.2.5. Olkoot A, B € R"*", ja olkoon B sdanndllinen. Silloin

det(BAB™') = det(A).

Todistus. 5.2.4:n mukaan on det(B) # 0 ja

det(BAB™') = det(B) det(A) det(B~ ') = det(A) det(B) det(B) ! = det(A). O

Seuraus 5.2.6. Olkoon V' adrellisulotteinen vektoriavaruus, L : V — V' lineaari-
kuvaus, ja S ja T kaksi V :n kantaa. Talloin

det M(L; S «— S)=det M(L;T «— T).

Todistus. Seurauksen 4.3.11 b) nojalla on M(L;T «— T) = Q" 'M(L; S «— 5)Q,
misséd Q = M (S < T'). Viite seuraa 5.2.5:sta. [

Maaritelma 5.2.7. Olkoon V aarellisulotteinen vektoriavaruus. Lineaarikuvauk-
sen L :'V — V determinantti on

det(L) =det M(L; S — S) € R,
missd S on jokin V:n kanta. (Tdm& mééritelma on 5.2.6:n nojalla mielekés.)

5.2.7:n tilanteessa erityisesti L on isomorfismi B (L; S «— S) on sdanndlli-
nen £25 det M(L; S — S) #0 <= det(L) # 0.

5.3 KEHITYSKAAVAT JA DETERMINANTTIEN LASKEMINEN

Olkoon A = [a;;] n X n-matriisi, n > 2. Kun ¢,j € {1,2,...,n}, olkoon A;; €
R(=Dx(=1) g6 (n — 1) x (n — 1) matriisi, joka saadaan poistamalla A:sta i:s rivi
ja j:s sarake.

n

Lemma 5.3.1. a) det(A) = E(—l)“’lail det(Aﬂ),
=1

b) det(4) = 32 (=1)7*1ay; det(Ay;).

Todistus. b) seuraa suoraan 5.1.7:n rekursiivisesta konstruktiosta.

a) Merkitdan B = AT = [b;;], jolloin b;; = aj;. Lauseen 5.2.1 nojalla on

det(A) = det(B) b:) E (—1)i+1b11 det(B”) = E (—1)j+1ai1 det(Aﬂ). D
=1 =1
:det((Azl)T)



Lause 5.3.2. a) Kiintedlli j € {1,...,n} on

det(A) = Z(—l)”jaij det(A;;) (kehitetty sarakkeen j mukaan).

i=1
b) Kiintedlld i € {1,...,n} on

n

det(A) = Z(—l)”jaij det(A;;) (kehitetty rivin i mukaan).
j=1
Todistus. a) Olkoon A = [a; as ... a, | (sarakkeet a1, ..., a,), ja jo € {1,...
kiinted. Merkitaan Al = [a;j] = [ajo al ... ajo_l aj0+1 . an]. Talloin

det(A) = (—1)7°"tdet(A’) (5.1.4; jo — 1 vaihdosta)
= (1)1 (=1)"*af, det(A})  (5.3.1 a)
i=1
= Z(—l)i+j0aij0 det(AijO).
i=1
b) seuraa vastaavasti 5.3.1 b):std. O

ailr  ai2
as1 Q22

Esimerkki 5.3.3. = (11022 — A12091;

ailp a2 ais
az21 QA22 0A23| = Q11
a3; a3z ass

az1 Aa22
asr asz

az1 Aa23
asiy ass

ag22 A23
asz ass

+ a3

= Q11022033 — 11423032 — A12021A33

+ a12aG23G31 + Q13021032 — A130A22037 .
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,m}

Muistisdannot:
1 p] \ = + — merkki
%1 / —> — — merkki

Varoitus 5.3.4. Vastaavia muistisdantoja ei ole suuremmille determinanteille.



116

Determinanttien laskeminen.

Olkoon A = [a;;] € R™ ", n > 2. Selitdmme, miten det(A) kannattaa laskea;
kaava

det(A) = > €(0)ao(1)1 - - Ao(mn
ocES,

on tyolas eika sovellu kaytannon laskuihin, jos n > 3. Menetelma perustuu omi-
naisuuksiin 5.1.1 i) ja ii), sekd kehityskaavoihin 5.3.2 (suluissa mainitut versiot
perustuvat lisiksi kaavaan det(AT) = det(A).)

Lemma 5.3.5. Olkoon B € R™*" saatu lisadmdlld tiettyyn A:n sarakkeeseen (ri-
viin) jokin toinen sarake (rivi) vakiolla kerrottuna. Tdlloin det(B) = det(A)

Todistus. Olkoot A:n sarakkeet aq,...,a,. Silloin

det(B) = D(ai,...,a;_1,a; + cag,aj41,...,a,)

5.1.1i
= D(al,...,aj_l,aj,aj+1,...,an) +cD(a1,...,aj_l,ak,aj+1,...,an)
=det(A). O ~0  (5.1.1ii)

Laskumenetelma 5.3.6. Jos A:n jokin sarake (rivi) = 0, niin mééritelmén 5.1.1
kohdasta i) seuraa, ettd det(A) = 0. Vastaavasti, jos A:ssa on kaksi samaa saraketta
(rivid), niin seurauksesta 5.1.5 seuraa, ettd det(A) = 0.

Muussa tapauksessa valitaan jokin sellainen (p,q), ettd a,, # 0. Lisdtaén A:n
jmteen sarakkeeseen (—ay;/ap,) - (sarake q), j =1,...,n, j # ¢ (tai lisétéén i:nteen
riviin (—aiq/apq) - (rivip), ¢ = 1,...,n, i # p). Talloin saadaan B € R™*", jonka
rivilld p (sarakkeella ¢) on vain yksi alkio # 0, nimittéin kohdassa (p, q) oleva ay,,
ja

5.3.2
=" (-

det(A4) "2 det(B) 1)P+9q,, det(Byy).

Néin n-rivisen determinantin det(A) laskeminen palautuu yhden (n — 1)-rivisen
determinantin det(B,,) laskemiseen. [J

Menetelmaéssé 5.3.6 kannattaa (p, q) yleensa valita niin, ettd rivilla p (tai sarak-
keella ¢) on valmiiksi mahdollisimman monta nollaa.

Esimerkki 5.3.7. (a)

4

0 2 02 0
31 —1|=[3 1 -3 i(—l)l“ﬂ-ﬁ :2‘=(—2)(3-(—8)—1-(—3))=42.
15 2 [15 -8
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Selitykset: 1) Sarakkeeseen 3 lisdtdan (—2) x sarake 2; 2) kehitetddn 1. rivin
suhteen.

(b)

3 1 -2 4 31 -2 4 o1
6 0 —11 1 6 0 —11 1
L 221 4 0 10
1 -1 26 40 0 10 04 o
—2 3 -2 3] |-11 0 4 -9
6 —11 —14 I
21 4 0o o0 é—(—1)2+1-4-‘ L ar|=5%.
37 2
11 4 ¥

Selitykset: 1) Riviin 3 lisdtadn rivi 1, riviin 4 lisétéén (—3) xrivi 1;  2) kehitetdan
2. sarakkeen suhteen; 3) sarakkeeseen 3 lisétédén (—2) x sarake 1; 4) kehitetdén
2. rivin suhteen.

Esimerkki 5.3.8. Milla vakion a € R arvoilla on

A:

saannollinen 7

— = Q
—Q
Q@ =

Ratkaisu. Kehitetdan ensimmaisen sarakkeen suhteen:
1 1 1 1
1 a 1

a 1

1 a +1

det(A) =a-

_1.'

=a(a®*—1)—(a—1)+(1—-a)=a*>—-3a+2=(a—1)*(a+2).
A on sisnnéllinen 228 det(A) #0 <= (a—1)*(a+2)#0 < a#1ja
a#-2. O

Esimerkki 5.3.9. Jos A = [a;; | € R"*" on yli- tai alakolmiomatriisi, on det(A) =
a11Q922 * . . . - App, lavistajaalkioiden tulo.

Todistus. Kehitetadn toistuvasti ensimmaéisen sarakkeen suhteen

aix aiz2 aisz -+ QAin
0 a22 Q23 -+ A2p
ag2o9 A23 -+ A2n 0
0 0 a o a3z -+ Aa3p
33 3n | =aqq - . = =0a11022 ... Apn-
. . . . . 0 O L. a
0 0 0 e Qpn nn

Alakolmiomatriisit kasitellaan samoin. O
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5.4 DETERMINANTTIEN SOVELLUKSIA

Kaanteismatriisin lauseke.
Lause 5.4.1. Olkoon A € R™*" det(A) # 0 (jolloin A on sddnndllinen). Silloin
A7V =[¢i;], missd
1
“ = det(A)

(=1)"7 det(A;;) kaikilla 1, 5.

Todistus. Olkoon A = [a;;]. MAaéaritellddn matriisi B = [b;; ] asettamalla b;; =
(—1)"7 det(A}j;) kaikilla ¢, j. Lasketaan tulomatriisi AB = [d;; ] € R™*™:
dij =Y aibe; =Y (-1)"ag det(A;;) kaikilla i, j.
k=1 k=1
Kehityskaavan 5.3.2 b) mukaan on d;; = > p_,(—1)*a;, det(A;) = det(A) Vi.
Kun i # j, seuraa 5.3.2 b):sté vastaavasti ettd, d;; = det(A’), missd A"n rivi [ =
Am rivi [, kun [ # 7, ja A':n rivi j = A:m rivi ¢; siis A”:ssa on kaksi samaa rivia,
joten d;; = det(A’) = 0 aina, kun i # j. Kaikkiaan AB = det(A) - I,,, misté véite
seuraa. Ll
Tapauksessa n = 2 saadaan sivulla 104 esiintynyt kaava.

Seuraus 5.4.2. Jos A = [a;;] € R"*", det(A) # 0 ja A~' = [¢i;], niin ¢;j:t ovat
muuttujien a;; rationaalilausekkeita. [

Kiytannon laskuissa tulosta 5.4.1 ei kannata kiyttad A~'m médrittdmiseen ai-
nakaan, jos n > 3.

Yhtaloryhman ratkaisujen lauseke.

Lause 5.4.3. (Cramerin sdinté) Olkoon A = [a; az ... a,] € R™™, det(A) #
0 ja b € R™. Tdlloin yhtaloryhmdlld Ax = b on yksikdsitteinen ratkaisu x =

(21 25 ... 2,]", joka saadaan kaavoista
D(al,...,ai_l,b,aiﬂ,...,an) .
T; = , 1=1,2,...,n.
det(A)
Todistus. Lauseiden 5.2.4 ja 1.4.8 nojalla yksikasitteinen ratkaisu x on olemassa.
T&ll6in b = z1a1 + x0a3 + - -+ + xpa,. Kuni € {1,...,n}, on siis
n
D(a17 s &1, b7 QAjfly - an) = D(a17 s -1, Zxkaka Ajg1y - an)
k=1
5.1.1.
= .TiD(al, ce ey A1, A4, A4, - -y an) + Zxk D(ah ce ey A1, Qg ATy e ey an)
k#i ~

=0 (5.1.5)
=ux;-det(A). O
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Esimerkki 5.4.4. Tapauksessa n = 2 on

biazs — baa12 o — a11b2 — az1by
9 =

r1 =

, .
a11a22 — 21412 ai11a22 — 21412

Seuraus 5.4.5. 5.4.3:ssa x;:t ovat muuttujien a;; ja b; rationaalilausekkeita. Ul

Kaytannossa lineaarinen yhtaloryhma kannattaa ratkaista Gaussin eliminointi-
menetelmalld, kuten aiemmin opittiin.

Suunnikkaan pinta-ala.

Tarkastellaan tason R? vektoreita a = [a; az]” jab = [by by]". Voidaan
mybs tulkita, ettd a = [a1 ay 0]" € R3jab=1[b by 0] € R3. Sovelluksen
3.5.7 mukaan a:n ja b:n virittdméan suunnikkaan pinta-ala on

_ _||l1a1r a2 o a1 a9
= |la x b|| = by by kH = abs by by |’
missi abs tarkoittaa itseisarvoa.
Suuntaissarmion tilavuus.
Tarkastellaan R3:n vektoreita a = [a; as ag]T, b =[b b bg]T jac =

[c1 ca ¢3] . Sovelluksen 3.5.9 mukaan a:n, b:n ja c:n virittdmén suuntaissarmion
tilavuus on

ap a2 as

=la-(bxc)|=|a bz bl |08 O +a3’b1 b2 1l —abs| by by bs .
C2 C3 C1 C1 C2

C1 C2 C3

Yleisesti voidaan ajatella, etta n-rivisen determinantin itseisarvo on n:n R™:n vek-
torin virittAman n-ulotteisen suuntaissarmion tilavuus. Tasta syystd R™:n determi-
nanttifunktiota kutsutaan myos tilavuusfunktioksi.



